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1 Âñòóï

Çàãàëüíî âèçíàíèì â äèôåðåíöiàëüíié ãåîìåòði¨ ¹ ìåòîä äîñëiäæåííÿ ãåî-

ìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ òà ¨õ âëàñòèâîñòåé çâåäåííÿì äî ðîçãëÿäó äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü.

Â ñâîþ ÷åðãó, äîñëiäæåííÿ ÿêiñíî¨ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çâî-

äèòüñÿ äî ðîçãëÿäó óìîâ iíòåãðóâàííÿ, ùî íîñÿòü àëãåáðà¨÷íèé õàðàêòåð

[1]. Íå ¹ âèíÿòêîì i òåîðiÿ ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü (ÃÎ) ðiìàíîâèõ ïðî-

ñòîðiâ . Îñíîâíi ðiâíÿííÿ òåîði¨ ÃÎ � öå ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

â êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó òèïó Êîøi [2].

Âèâ÷åííÿ êiëüêîñòi ñóòò¹âèõ ïàðàìåòðiâ â çàãàëüíîìó ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ñè-

ñòåìè çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò òåíçîðà â óìîâàõ ií-

òåãðîâàíîñòi öi¹¨ ñèñòåìè, çàïèñàíèõ ç óðàõóâàííÿì òîòîæíîñòi Ði÷÷i [3]�[4].

Îñòàííi, òàêîæ çâîäÿòüñÿ äî äîïîìiæíîãî ðiâíÿííÿ, ùî i ¹ îá'¹êòîì âèâ÷åí-
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íÿ â äàíié ðîáîòi. Äîñëiäæåííÿ âåäóòüñÿ â ðiìàíîâèõ ïðîñòîðàõ Vn(n > 3),

âiäìiííèõ âiä ïðîñòîðiâ ñòàëî¨ êðèâèíè, áåç îáìåæåíü íà çíàêîâèçíà÷åíiñòü

ìåòðèêè gij .

2 Îñíîâíà ÷àñòèíà

Îöiíèìî êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò ñèìåòðè÷íîãî, íåâèðîäæåíîãî

òåíçîðà aij , ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ

aαiK
α
j + aαjK

α
i = 0. (1)

Òóò Kh
j - äåÿêèé àôiíîð, íåçàëåæíèé âiä aij , êðiì òîãî ïðèïóñêà¹ìî, ùî âií

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

gαiK
α
j + gαjK

α
i = 0. (2)

Óìîâà (2) îçíà÷à¹, ùî òåíçîð Kij
def
= Kα

j gαi ¹ êîñîñèìåòðè÷íèì.

Íåõàé r∗ � ÷èñëî, ðiâíå 3n− 5 äëÿ ðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ Vn, n 6= 4, 6, à ó

âèïàäêó n = 4 àáî 6 ðiâíå 3n− 6.

Äîâåäåìî íàñòóïíó òåîðåìó

Òåîðåìà 1 ßêùî ðàíã ìàòðèöi
∥∥Ki

j

∥∥ áiëüøå äâîõ, òî ñåðåä êîìïîíåíò

òåíçîðà aij íå ìåíøå ÷èì r∗ çàëåæèòü âiä iíøèõ êîìïîíåíò òåíçîðà aij

i àôiíîðà Ki
j.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïðîâîäèòèìåìî â äåÿêié ôiêñîâàíié òî÷öi

M(xh) ∈ Vn. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå íåâèðîäæåíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò â

öié òî÷öi

yh = Ahαx
α,

äå det
∥∥Ahi ∥∥ 6= 0.

Òåíçîðè aij òà K
i
h ïåðåòâîðÿòüñÿ çãiäíî iç çàêîíîì

aij = aαβB
α
i B

β
j ; K h

i = Kα
βB

β
i B

h
α,

òóò
∥∥Bhi ∥∥ def

=
∥∥Ahi ∥∥−1.

Î÷åâèäíî, ùî ðàíã òåíçîðà Kh
i , à òàêîæ ÷èñëî çàëåæíèõ êîìïîíåíò òåí-

çîðà aij â ðiâíÿííi (1) ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

Îñòàíí¹ âiðíî i ó òîìó âèïàäêó, êîëè
∥∥Ahi ∥∥ ÿâëÿ¹òüñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîþ

íåâèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ.
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Äëÿ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü ïðèâåäåìî àôiíîð Ki
h çà äîïîìîãîþ íåâè-

ðîäæåíîãî ïåðåòâîðåííÿ (âèïàäîê êîìïëåêñíîãî ïåðåòâîðåííÿ íå âèêëþ-

÷à¹òüñÿ) äî êàíîíi÷íî¨ ôîðìè Æîðäàíà. Ó íàøîìó äîñëiäæåííi ìè îáìå-

æèìîñÿ ñïðîùåíiøèì çàïèñîì öi¹¨ ìàòðèöi:

Kh
i =



ω1 K1
2 0 . . . 0

0 ω2 K2
3 . . .

...
...

. . .
. . . 0

... . . . . . . ωn−1 K
n−1
n

0 . . . . . . 0 ωn


(3)

äå Kα
α+1 = 0 àáî 1.

Îñòàíí¹ ìîæíà çàïèñàòè òàêèì ÷èíîì

Kα
α = ωα; Kα+1

α = 0, 1; Ka
b = 0 äëÿ b 6= a, a+ 1.

Òóò a, b = 1, 2, . . . , n. Â öié ôîðìóëi, ÿê i â óñié ðîáîòi, ïî îäíàêîâèõ iíäåêñàõ

ñóìóâàííÿ íå ðîáèòüñÿ.

Ïðèðîäíî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó âëàñíi ÷èñëà ωα ìàòðèöiK
h
i ìîæóòü

áóòè êîìïëåêñíèìè. Ñèñòåìó êîîðäèíàò y, â ÿêiéKh
i ìà¹ ôîðìóÆîðäàíà,

íàçâåìî êàíîíi÷íîþ.

Ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1) ç ôiêñîâàíèìè iíäåêñàìè i i j ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ωij ,

îñêiëüêè ðiâíÿííÿ Ωji ñïiâïàäà¹ ç ðiâíÿííÿì Ωij , ñèñòåìà (1) åêâiâàëåíòíà

ñèñòåìi ðiâíÿíü

Ω : Ωij(i ≤ j; i, j = 1, 2, . . . , n).

Ðiâíÿííÿ (1) â êàíîíi÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò y ìàþòü íàñòóïíó ôîðìó:

Ωij(i, j < n) : aij(ωi + ωj) + ai+1 jK
i+1

i + aij+1K
j+1

j = 0 (4)

Ωin(i < n) : ain(ωi + ωn) + ai+1 nK
i+1

j = 0 (5)

Ωnn : ann(ωn + ωn) = 0 (6)

Íàãàäà¹ìî, ùî ó ðiâíÿííÿõ (4) i (5) ïðàâèëî Åéíøòåéíà íå çàñòîñîâó¹òü-

ñÿ. Çàçäàëåãiäü äîâåäåìî íàñòóïíi ëåìè:
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Ëåìà 1 Êîìïîíåíòè ñèìåòðè÷íîãî òåíçîðà aij, äëÿ ÿêèõ (ωi + ωj) 6= 0,

çàëåæàòü âiä iíøèõ êîìïîíåíò òåíçîðà aij i àôiíîðà K
i
j.

Äîâåäåííÿ Ìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ ïàð iíäåêñiâ (i, j), äå i ≤ j, i, j =

1, 2, . . . , n, ïîçíà÷èìî ÷åðåç I. ×åðåç I1 i I∗ ïîçíà÷èìî ïiäìíîæèíè I òàêi,

ùî

(i, j) ∈ I1 ⇔ (ωi + ωj) 6= 0 i I∗ = I\I1.

Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ I1 ïîçíà÷èìî ÷åðåç q. Íèæ÷å äîâåäåìî, ùî q êîìïî-

íåíò aij , äå (i, j) ∈ I1, ÿâíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç iíøi êîìïîíåíòè òåíçîðà aij

i àôiíîðà Kh
i .

Êðîê 1. Ç ìíîæèíè ïàð I1 âèáåðåìî ïàðó (i1, j1) òàêó, ùî iíäåêñè i1 i j1

¹ �ìàêñèìàëüíèìè�. Êîðåêòíiøå:

i1 = max
∀(i,j)∈I1

i i j1 = max
∀(i,j)∈I1

j .

Òîäi íåâàæêî áà÷èòè, ùî àíàëiçîì ðiâíÿííÿ Ωi1j1 (äèâ. (4), (5), (6))

ìîæíà ÿâíèì ÷èíîì âèðàçèòè êîìïîíåíòó ai1j1 ÷åðåç êîìïîíåíòè aij ∈ I∗, i
Kh
i .

Êðîê 2. Äàëi ïîçíà÷èìî ÷åðåç I2
def
= I1\{(i1, j1)}. Àíàëîãi÷íî, ç ìíîæèíè

ïàð I2 âèáåðåìî �ìàêñèìàëüíó� ïàðó (i2, j2):

i2 = max
∀(i,j)∈I2

i i j2 = max
∀(i,j)∈I2

j .

Òîäi íåâàæêî áà÷èòè, ùî àíàëiçîì ðiâíÿííÿ Ωi2j2 (äèâ. (4), (5)) ìîæíà

ÿâíèì ÷èíîì âèðàçèòè êîìïîíåíòó ai2j2 ÷åðåç êîìïîíåíòó ai1j1 i êîìïîíåí-

òè aij , (i, j) ∈ I∗ i Kh
i . Àëå òîäi íà ïiäñòàâi 1-ãî êðîêó âèòiêà¹, ùî i ai2j2

âèðàæà¹òüñÿ ÿâíèì ÷èíîì òiëüêè ÷åðåç êîìïîíåíòè aij , (i, j) ∈ I∗ i Kh
i .

Ïðîöåñ ïðîäîâæó¹ìî àíàëîãi÷íî. Ïiñëÿ q êðîêiâ ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî óñi

êîìïîíåíòè aij , äëÿ ÿêèõ (i, j) ∈ I1, ÿâíèì ÷èíîì âèðàæàþòüñÿ òiëüêè ÷åðåç

êîìïîíåíòè aij , (i, j) ∈ I∗ i àôiíîðà Kh
i .

Ëåìà äîâåäåíà.

Íà ïiäñòàâi ëåìè 1 ìîæåìî äîâåñòè íàñòóïíó ëåìó, ÿêà ïîòðiáíà äëÿ äîêàçó

òåîðåìè.

Ëåìà 2 ßêùî ÷èñëî çàëåæíèõ êîìïîíåíò òåíçîðà aij íå ïåðåâåðøó¹ ÷èñ-

ëà r∗, òî ñåðåä ÷èñåë ωi íå áiëüøå äâîõ âiäìiííèõ âiä íóëÿ.

Äîâåäåííÿ Äîêàç ïðîâåäåìî ìåòîäîì âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî

iñíó¹ ïðèíàéìíi òðè íåíóëüîâi ÷èñëà ωa, ωb, ωc (òóò a, b, c � âçà¹ìíî âiäìiííi

iíäåêñè; ïiñëÿ ïåðåíóìåðàöi¨ iíäåêñiâ, ìîæíà ââàæàòè a = 1, b = 2, c = 3).
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Ïîêàæåìî, ùî ïðè öüîìó ïðèïóùåííi õî÷ áè 3n − 5, à ó âèïàäêó n = 4, 6

õî÷ áè 3n − 6 êîìïîíåíò òåíçîðà aij çàëåæèòü âiä iíøèõ êîìïîíåíò öüîãî

òåíçîðà i àôiíîðà Kh
i (öå ÷èñëî ìè ïîçíà÷èëè ÷åðåç r∗). Âðàõîâóþ÷è ëåìó

1, äëÿ öüîãî äîñèòü, ùîá ñåðåä åëåìåíòiâ òðèêóòíî¨ ìàòðèöi ω:

ω =


ω1 + ω1 ω1 + ω2 . . . ω1 + ωn

0 ω2 + ω2 . . . ω2 + ωn
...

...
. . .

...

0 0 . . . ωn + ωn


çíàéøëîñÿ, ïðèíàéìíi, r∗ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ.

1. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè íåíóëüîâi âëàñíi ÷èñëà ω1, ω2, ω3

çàäîâîëüíÿþòü óìîâi

|ω1| 6= |ω2| 6= |ω3| .

Òîäi íå äîðiâíþþòü íóëþ ÷èñëà

ω1 + ω1, ω1 + ω2, ω1 + ω3, ω2 + ω2, ω2 + ω3, ω3 + ω3,

à äëÿ a > 3:

à) ÿêùî ωa = ±ω1 , òî íå äîðiâíþþòü íóëþ

ω2 + ωa; ω3 + ωa; ωa + ωa;

á) ÿêùî ωa = ±ω2 , òî íå äîðiâíþþòü íóëþ

ω1 + ωa; ω3 + ωa; ωa + ωa;

â) ÿêùî ωa = ±ω3 , òî íå äîðiâíþþòü íóëþ

ω1 + ωa; ω2 + ωa; ωa + ωa;

ã) ÿêùî ωa 6= ±ω1,±ω2,±ω3 , òî íå äîðiâíþþòüñÿ íóëþ

ω1 + ωa; ω2 + ωa; ω3 + ωa.

Çâiäñè íà ïiäñòàâi ëåìè 1 âèòiêà¹, ùî ñåðåä êîìïîíåíò aij ïðèíàéìíi

3n− 3 êîìïîíåíò çàëåæíèõ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi r∗ ≥ 3n− 3.



48 Â.À. Êiîñàê

2. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè íåíóëüîâi âëàñíi ÷èñëà ω1, ω2, ω3 çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâi

ω1 = −ω2, ω3 6= ±ω1 i äëÿ ∀a > 3 : ωa = ±ω1,±ω3, 0.

Iíøå çíà÷åííÿ ωa íàñ ïðèâîäèòü äî ðîçãëÿäó ï. 1.

Â öüîìó âèïàäêó íå äîðiâíþþòü íóëþ ÷èñëà

ω1 + ω1, ω1 + ω3, ω2 + ω2, ω2 + ω3, ω3 + ω3,

a äëÿ a > 3:

à) ÿêùî ωa = 0, òî íå äîðiâíþþòüñÿ íóëþ

ω1 + ωa; ω2 + ωa; ω3 + ωa;

á) ÿêùî ωa = ω1, òî íå äîðiâíþþòüñÿ íóëþ

ω1 + ωa; ω3 + ωa; ωa + ωa;

â) ÿêùî ωa = −ω1, òî íå äîðiâíþþòüñÿ íóëþ

ω2 + ωa; ω3 + ωa; ωa + ωa;

ã) ÿêùî ωa = ±ω3, òî íå äîðiâíþþòüñÿ íóëþ

ω1 + ωa; ω2 + ωa; ωa + ωa.

Çâiäñè íà ïiäñòàâi ëåìè 1 âèòiêà¹, ùî ñåðåä êîìïîíåíò aij ïðèíàéìíi

3n− 4 êîìïîíåíò çàëåæíèõ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi r∗ ≥ 3n− 4.

3. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè íåíóëüîâi âëàñíi ÷èñëà ω1, ω2, ω3 çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâi

ω1 = ω2, ω3 6= ±ω1 i ∀a > 3 : ωa = ω1,±ω3, 0.

Çíà÷åííÿ ωa 6= ±ω1,±ω2, íàñ ïðèâîäèòü äî ðîçãëÿäó ï.1, à çíà÷åííÿ

ωa = −ω1 � ïðèâîäèòü äî ï.2. Â öüîìó âèïàäêó íå äîðiâíþþòü íóëþ

÷èñëà

ω1 + ω1, ω2 + ω3, ω1 + ω3, ω2 + ω2, ω2 + ω3, ω3 + ω3,

a äëÿ a > 3:

à) ÿêùî ωa = 0, òî íå äîðiâíþþòüñÿ íóëþ

ω1 + ωa; ω2 + ωa; ω3 + ωa;



Ïðî êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ îäíi¹¨ ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü 49

á) ÿêùî ωa = ω1,±ω3, òî íå äîðiâíþþòüñÿ íóëþ

ω1 + ωa; ω3 + ωa; ωa + ωa.

Çâiäñè íà ïiäñòàâi ëåìè 1 âèòiêà¹, ùî ñåðåä êîìïîíåíò aij ïðèíàéìíi

3n− 3 êîìïîíåíò çàëåæíèõ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi r∗ ≥ 3n− 3.

4. Î÷åâèäíî, çàëèøèëîñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè

ω1 = ω2 = . . . = ωk = −ωk+1 = −ωk+2 = . . . = −ωk+l 6= 0,

ωk+l+1 = . . . = ωn = 0.

Â öüîìó âèïàäêó êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ ÷èñåë ωi + ωj (i ≤ j) ðiâíà

k(k + 1)

2
+
l(l + 1)

2
+ (k + l)(n− k − l).

Áåçïîñåðåäíiì àíàëiçîì ìîæíà âñòàíîâèòè:

à) êîëè{
n = 4 i ω1 = ω2 = −ω3 = −ω4 6= 0,

n = 6 i ω1 = ω2 = ω3 = −ω4 = −ω5 = −ω6 6= 0

}
,

òo ïðèíàéìíi 3n − 6 êîìïîíåíò aij çàëåæíèõ, ùî óçãîäæó¹òüñÿ iç

òâåðäæåííÿì ëåìè.

á) ó iíøèõ âèïàäêàõ, êîëè k+l > 2, ñåðåä êîìïîíåíò aij ïðèíàéìíi 3n−5
êîìïîíåíò çàëåæíèõ, ùî òàêîæ óçãîäæó¹òüñÿ iç òâåðäæåííÿì ëåìè.

Ó ðåçóëüòàòi, íàìè ðîçãëÿíóòi óñi ìîæëèâi âèïàäêè i, òàêèì ÷èíîì, ëåìà

2 äîâåäåíà.

Íà ïiäñòàâi ïîïåðåäíiõ ëåì äîâåäåìî ðàíiøå ñôîðìóëüîâàíó òåîðåìó.

Äîâåäåííÿ Äëÿ äîêàçó íàì äîñèòü ïîêàçàòè, ùî, ÿêùî ÷èñëî çàëåæíèõ êîì-

ïîíåíò òåíçîðà aij ìåíøå àáî ðiâíî 3n− 5 äëÿ n 6= 4, 6 i 3n− 6 äëÿ n = 4, 6,

òo ìàòðèöÿ òåíçîðà Ki
j ìà¹ íå áiëüøå äâîõ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ.

Äîêàç ïðîâåäåìî ìåòîäîì âiä ïðîòèëåæíîãî. Íàäàëi ïðèïóñêàòèìåìî,

ùî â ìàòðèöi Ki
j , ïðèâåäåíié äî ôîðìè Æîðäàíà (3), ïðèíàéìíi, òðè íåíó-

ëüîâi ðÿäêè. Âðàõîâóþ÷è ëåìó 2 i ìîæëèâiñòü ïåðåñòàíîâêè êëiòèí Æîðäà-

íà, äîñèòü ðîçãëÿíóòè íàñòóïíèõ ñiì âèïàäêiâ:

1). ω1, ω2 6= 0, ωa = 0, äëÿ a = 3, n, K4
3 = 1;

2). ω1 6= 0, ωa = 0, äëÿ a = 2, n, K3
2 = K4

3 = 1;

3). ω1 6= 0, ωa = 0, äëÿ a = 2, n, K3
2 = 1, K4

3 = 0, K5
4 = 1;
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4). ωa = 0, äëÿ a = 1, n, K2
1 = K3

2 = K4
3 = 1;

5). ωa = 0, äëÿ a = 1, n, K2
1 = K3

2 = 1, K4
3 = 0, K5

4 = 1;

6). ωa = 0, äëÿ a = 1, n, K2
1 = 1, K3

2 = 0, K4
3 = K5

4 = 1;

7). ωa = 0, äëÿ a = 1, n, K2
1 = 1, K3

2 = 0, K4
3 = 1, K5

4 = 0, K6
5 = 1.

Íåõàé ω1 6= 0, ω2 6= 0, i ωa = 0, äëÿ óñiõ a = 3, n, i K4
3 = 1,

òîäi ìàòðèöÿ Ki
j ìà¹ âèãëÿä

Ki
j =



ω1 K2
1 0 . . . 0

0 ω2 0 . . . 0

0 0 0 K4
3

...
...

...
...

. . . Kn
n−1

0 0 0 . . . 0


Î÷åâèäíî, ùî ÷èñëà ω1 + ωa, ω2 + ωa (äëÿ ∀a > 2) âiäìiííi âiä íóëÿ i,

îòæå, ÷åðåç ëåìó 1 êîìïîíåíò a1a (a 6= 2), a2a (a 6= 1) çàëåæàòü âiä iíøèõ

êîìïîíåíò ìàòðèöi aij .

Ïîêëàâøè â (4) i = j = 3, çíàõîäèìî, ùî a34 = 0. Ç (5) ïðè i = 3 âèòiêà¹,

ùî a4n = 0.

Ôîðìóëà (4) ïðè i = 3, j = s 6= 1, 2, 3, n íàáèðà¹ âèãëÿäó

a4s + a3 s+1K
s+1
s = 0.

Ïiñëÿ íåâàæêîãî àíàëiçó ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ñåðåä êîìïîíåíò òåíçîðà

aij íå ìåíøå ÷èì 3n − 4 çàëåæíèõ. Ñàìå íèìè ¹ êîìïîíåíòè a1a (a =

1, 3, 4, . . . , n), a2a (a = 2, 3, 4, . . . , n) i a4a (a = 3, 4, . . . , n).

2) Ðîçãëÿíåìî äðóãèé âèïàäîê. Îñêiëüêè ω1+ωa (a = 1, n) íå äîðiâíþþòü

íóëþ, òî íà ïiäñòàâi ëåìè 1 êîìïîíåíòè a1a (a = 1, n) âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç

iíøi êîìïîíåíòè ìàòðèöi aij .

Ç (5) ïðè i = 2, 3, âèòiêà¹ a3n = a4n = 0.

Ôîðìóëà (4) ïðè i = 2, j = s (s = 2, n− 1) äà¹

a3s = −a2 s+1K
s+1
s , (7)

a ïðè i = 3, j = s (s = 3, n− 1) äà¹

a4s = −a3 s+1K
s+1
s . (8)

Îòæå, a1a (a = 1, 2, . . . , n), a3a (a = 2, 3, . . . , n) i a4a (a = 4, 5, . . . , n)

çàëåæàòü âiä iíøèõ êîìïîíåíò òåíçîðà aij , òîáòî ñåðåä êîìïîíåíò aij íå

ìåíøå íiæ 3n− 4 çàëåæíèõ.
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3) Òðåòié âèïàäîê àíàëîãi÷íèé äðóãîìó. Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîìïîíåíòè

a1a (a = 1, n), âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç iíøi êîìïîíåíòè ìàòðèöi aij .

Ç (5) ïðè i = 2, 4, âèòiêà¹, a3n = a5n = 0.

Ôîðìóëà (4) ïðè i = 2, j = s (s = 2, n− 1) äà¹

a3s = −a2 s+1K
s+1
s , (9)

à ïðè i = 4, j = s (s = 4, n− 1) äà¹

a5s = −a4 s+1K
s+1
s . (10)

Îòæå, a1a (a = 1, 2, . . . , n), a3a (a = 2, 3, . . . , n) i a5a (a = 4, 5, . . . , n) çàëåæàòü

âiä iíøèõ êîìïîíåíò òåíçîðà aij, òîáòî ñåðåä êîìïîíåíò aij íå ìåíøå ÷èì

3n− 4 çàëåæíèõ.

4, 5, 6 i 7 âèïàäêè ïîäiáíèì àíàëiçîì ðiâíÿíü (4) i (5) ïðèçâîäÿòü äî òîãî,

ùî ñåðåä êîìïîíåíò aij íå ìåíøå ÷èì 3n−5 çàëåæíèõ. Îáìåæèìîñÿ òiëüêè

ðîçãëÿäîì ðiâíÿíü (4) i (5), ÿêi ïðèçâîäÿòü äî òàêîãî âèñíîâêó:

Âèïàäîê 4: ïðè i = 1, 2, 3; âèïàäîê 5: ïðè i = 1, 2, 4; âèïàäîê 6: ïðè

i = 1, 3, 4; âèïàäîê 7: ïðè i = 1, 3, 5.

Îòîæ, â óñiõ âèïàäêàõ íàìè îòðèìàíî ïðîòèði÷÷ÿ, ÿêå äîâîäèòü ñïðà-

âåäëèâiñòü òåîðåìè.

3 Âèñíîâêè

Òàêèì ÷èíîì, âèâ÷èâøè â ñïåöiàëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò êiëüêiñòü çàëåæíèõ

êîìïîíåíò òåíçîðà aij , â âiäìiííîìó âiä ïðîñòîðó ñòàëî¨ êðèâèíè, ðiìàíîâî-

ìó ïðîñòîði íàìè äîâåäåíà òåîðåìà, ùî ìà¹ âàæëèâå çíà÷åííÿ äëÿ îöiíêè

ñòåïåíi ìîáiëüíîñòi ïðîñòîðó âiäíîñíî ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü.
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On the number of solutions for the system of algebraic equations

We study the system of over-de�ned algebraic equations. A number of

independent components of general solution for the system are really important

for estimation of lacunae in the distribution of the mobility degrees for

Riemannian spaces in relation to geodesic mappings and other di�eomorphisms

of generalized manifolds.


