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Êàíîíi÷íà ãðóïà ïðîñòîðó àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi

Î. Á. Áàëàêiðåâà

Àíîòàöiÿ Ïîêàçàíî, ùî ãðóïà ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü âåêòîðiâ ¹ êà-

íîíi÷íîþ íà ìíîæèíi íåñêií÷åííèõ äåôîðìîâàíèõ ãðóï, ÿêi çäiéñíþþòü

òåîðåòèêî�ãðóïîâèé îïèñ ïðîñòîðó àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi.

Êëþ÷îâi ñëîâà Ôîðìàëiçì ïåðøîãî ïîðÿäêó · Ôîðìàëiçì äðóãîãî ïîðÿäêó

· Ãðóïè òðàíñëÿöiéíèõ àâòîìîðôiçìiâ · Êàíîíi÷íà ãðóïà ïðîñòîðó àôiííî¨

çâ'ÿçíîñòi · Ãðóïà ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü âåêòîðiâ

Âñòóï

Ïðè òåîðåòèêî�ãðóïîâîìó âèâ÷åííi ãåîìåòðè÷íèõ ñòðóêòóð çìiííî¨ êðèâèç-

íè (ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi, ðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ) îñîáëèâèé iíòåðåñ

ïðåäñòàâëÿþòü íåñêií÷åííîïàðàìåòðè÷íi êàíîíi÷íi ãðóïè, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç

ñêií÷åííèìè ïàðàëåëüíèìè ïåðåíåñåííÿìè âåêòîðiâ âçäîâæ ãåîäåçè÷íèõ [1].

Â êëàñè÷íié òåîði¨ ãðóï Ëi îçíà÷åíî òðè îñíîâíi òåîðåìè, çãiäíî ÿêèõ

ôóíêöi¨ çàêîíó ìíîæåííÿ ãðóïè Ëi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ Ëi, äîïîìiæíi

ôóíêöi¨ çàêîíó ìíîæåííÿ ãðóïè òà ¨¨ ñòðóêòóðíi êîíñòàíòè çàäîâîëüíÿþòü

ðiâíÿííþ Ìàóðåðà�Êàðòàíà, à ñòðóêòóðíi êîíñòàíòè çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿí-

íþ, ÿêå ¹ íàñëiäêîì òîòîæíîñòi ßêîái. Ïðè öüîìó öi òðè òåîðåìè äîçâîëÿþòü

çäiéñíþâàòè çâîðîòíié ïåðåõiä. À ñàìå ïî íàáîðó ñòðóêòóðíèõ êîíñòàíò àáî

ïî àëãåáði Ëi âiäíîâëþâàòè ëîêàëüíó ãðóïó Ëi, òîáòî ôóíêöi¨, ùî çàäàþòü

¨¨ çàêîí ìíîæåííÿ.

Ó âèïàäêó íåñêií÷åííèõ ãðóï Ëi ñèòóàöiÿ àíàëîãi÷íà. Çà àëãåáðîþ Ëi

ìîæíà âiäíîâèòè íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ãðóï, iíôiíiòåçèìàëüíi õàðàêòåðè-

ñòèêè ÿêèõ � ñòðóêòóðíi ôóíêöi¨ i ãåíåðàòîðè � ìîæóòü ñïiâïàäàòè, â òîé

÷àñ, êîëè ñêií÷åííi õàðàêòåðèñòèêè áóäóòü âiäðiçíÿòèñÿ. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ
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âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi ìiæ àëãåáðîþ Ëi òà ãðóïîþ Ëi ââîäÿòü

äîäàòêîâó óìîâó, à ñàìå � óìîâó êàíîíi÷íîñòi.

Ìåòà äàíî¨ ñòàòòi ïîëÿãà¹ â óçàãàëüíåííi ïîíÿòòÿ êàíîíi÷íîñòi äëÿ

íåñêií÷åííèõ äåôîðìîâàíèõ ãðóï, ÿêi çäiéñíþþòü òåîðåòèêî�ãðóïîâèé îïèñ

ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi. Ïðè öüîìó ñïî÷àòêó íàâîäèòüñÿ çàãàëüíà

ñòðóêòóðà ïîáóäîâè òàêèõ ãðóï, à âæå ïîòiì ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ¨õ êà-

íîíi÷íîñòi.

1 Òåîðåòèêî�ãðóïîâèé îïèñ ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi

Äëÿ îïèñó àôiííèõ ïðîñòîðiâ áåç ñêðóòó, çîêðåìà ðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, äî-

ñòàòíüî ðîçãëÿäàòè äåôîðìîâàíó ãðóïó äèôåîìîðôiçìiâ T gHM = {tm(x)} [2],
â îñíîâi ÿêî¨ ëåæèòü çâè÷àéíà àáåëåâà ãðóïà òðàíñëÿöié TM = {t̃µ}, óçàãàëü-
íåíà äî âèïàäêó íåñêií÷åííîïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè T gM = {t̃µ(x)}. Â ñâî¹ìó

çàêîíi ìíîæåííÿ ãðóïà T gHM ìiñòèòü îñíîâíi ãåîìåòðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè

âèêðèâëåíîãî ðiìàíîâîãî ïðîñòîðó, ÷èì ðåàëiçó¹ Åðëàíãåíñüêó ïðîãðàìó

Êëåéíà [3] äëÿ äàíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ ñòðóêòóðè. Ãåíåðàòîðè Xm = h(x)µm∂µ

äi¨ ãðóïè T gHM íà ìíîãîâèäi M = {xµ} âèçíà÷àþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè äåôîð-

ìàöi¨:

h(x)mµ = ∂µ̃H
m(x, t̃(x))|t̃=0, (1)

äå h(x)mµ � ìàòðèöi, îáåðíåíi äî h(x)µm ∀x ∈M , ∂µ̃ := ∂/∂t̃µ, à Hm(x, t̃(x))

� ôóíêöi¨ äåôîðìàöi¨, i çàäàþòü íàM ïîëå àôiííèõ ðåïåðiâ em := Xm. Ïðè

öüîìó ñàìå çà äîïîìîãîþ êîåôiöi¹íòiâ äåôîðìàöi¨ hµm (i hmµ) çäiéñíþ¹òü-

ñÿ ïåðåõiä ìiæ àôiííèì i êîîðäèíàòíèì áàçèñàìè éîãî äîòè÷íîãî ðîçøà-

ðóâàííÿ. Êîåôiöi¹íòè çâ'ÿçíîñòi γ(x)mkn âèçíà÷àþòüñÿ äðóãèì ïîðÿäêîì

äi¨ ãðóïè íà ìíîãîâèäi. Öå äîçâîëÿ¹ ãîâîðèòè, ùî ãðóïà T gHM çàäà¹ íà M

ñòðóêòóðó ïðîñòîðó àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi (áåç ñêðóòó) â ôîðìàëiçìi äðóãîãî

ïîðÿäêó.

Iñíó¹ i iíøèé ñïîñiá òåîðåòèêî�ãðóïîâîãî îïèñó ðîçøàðóâàíü çi çâ'ÿç-

íiñòþ òà ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi. Âiäîìî, ùî iíôiíiòåçèìàëüíi ïàðà-

ìåòðè tm(x) = θm(x) ãðóïè T gHM ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ âåêòîðíi ïîëÿ ó äî-

òè÷íîìó ðîçøàðóâàííi TM ïðîñòîðóM , à iíôiíiòåçèìàëüíi çðóøåííÿ äàíèõ

âåêòîðíèõ ïîëiâ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ñïåöiàëüíi íåëîêàëüíi àâòîìîð-

ôiçìè äåôîðìîâàíî¨ ãðóïè äèôåîìîðôiçìiâ T gHM

θmg (x) := L̃(x)mnθ
n(x+ t̃(x)), (2)

äå L̃(x)mn � íåâèðîäæåíi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ ∀x ∈M .
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Ìíîæèíà ïåðåòâîðåíü (2) óòâîðþ¹ óçàãàëüíåíó êàëiáðóâàëüíó ãðóïó GgM
ç ïàðàìåòðàìè g̃α(x) = (t̃µ(x), L̃(x)mn) (α â íàøîìó âèïàäêó ¹ ìiëüòèiíäåê-

ñîì (µ, mn)). Äåôîðìàöiÿ ãðóïè GgM âèêîíó¹òüñÿ ïðè óìîâi íåäåôîðìîâàíî-

ñòi ïiäãðóïè GL(n) ⊂ GM , ÿêà äi¹ ó äîòè÷íèõ äî M ïðîñòîðàõ, i ïðè óìîâi

çáåðåæåííÿ ñòðóêòóðè ñàìîãî äîòè÷íîãî ðîçøàðóâàííÿ (ïðîöåäóðà ïîáóäî-

âè ïîäiáíî¨ ãðóïè íàâîäèòüñÿ â ðîáîòi [4]).

Çà öèõ óìîâ ïàðàìåòðè ga(x) (òóò iíäåêñ a ìà¹ òîé æå ñåíñ, ùî i α)

äåôîðìîâàíî¨ êàëiáðóâàëüíî¨ ãðóïè GgHM âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè:

tm(x) = Hm(x, g̃(x)) := H̄m(x, t̃(x)), (3)

L(x)mn = Hm
n(x, g̃(x)) := L̃(x)mkπ̄

−1(x, t̃(x))kn, (4)

äå ìàòðèöi π̄(x, t̃)kn çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì:

π̄(x, 0)kn = δkn, (5)

π̄(x, t(x))mn := π̄(x, H̄−1(x, t(x)))mn

(òóò äëÿ ìàòðèöü π̄, ùî çàëåæàòü âiä äåôîðìîâàíîãî òðàíñëÿöiéíîãî ïàðà-

ìåòðà i íåäåôîðìîâàíîãî, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ îäíå é òå ñàìå ïîçíà÷åííÿ).

Äiÿ ãðóïè GgHM íà ìíîãîâèäi M çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

x′µ = xµ + H̄−1µ(x, t(x)). (6)

Äiÿ ó äîòè÷íîìó ðîçøàðóâàííi TM ïðîñòîðó M âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíî-

øåííÿì

θmg (x) := L(x)mkπ̄(x, t(x))knθ
n(x′), (7)

ÿêå ñëiäó¹ ç ñïiââiäíîøåííÿ (2) ç âðàõóâàííÿì (4) òà (6).

Çàêîí ìíîæåííÿ ãðóïè GgHM ñëiäó¹ ç óìîâè êîìïîçèöiéíîñòi ïåðåòâîðåíü

(7):

(g ∗ g′)mn(x) = L′′(x)mn =

= L(x)mpπ̄(x, t(x))prL
′(x′)rkπ̄(x′, t′(x′))klπ̄

−1(x, ϕ̄(x, t(x), t′(x′)))ln,
(8)

(g ∗ g′)m(x) = t′′m(x) = ϕ̄m(x, t(x), t′(x′)), (9)

äå ϕ̄(x, t(x), t′(x′)) � ôóíêöi¨, ùî âèçíà÷àþòü çàêîí ìíîæåííÿ â ãðóïi T gH̄M ,

ÿêà ¹ ïiäãðóïîþ GgHM .

Ñâî¹þ äi¹þ (6), (7) ãðóïà GgHM çàäà¹ ó äîòè÷íîìó ðîçøàðóâàííi TM ïðî-

ñòîðó M ïîëå àôiííèõ ðåïåðiâ ēm = h̄(x)µm∂µ i ñòðóêòóðó ïðîñòîðó àôií-

íî¨ çâ'ÿçíîñòi ç êîåôiöi¹íòàìè çâ'ÿçíîñòi γ̄(x)mkn. Àëå òóò äiÿ ó äîòè÷íîìó
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ðîçøàðóâàííi âèçíà÷à¹òüñÿ âæå ïåðøèì ïîðÿäêîì ïî çðóøåííÿì (iíôiíi-

òåçèìàëüíà äiÿ), ÷åðåç ùî òàêèé ñïîñiá çàâäàííÿ ãåîìåòðè÷íî¨ ñòðóêòóðè

ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi ìîæíà íàçèâàòè ôîðìàëiçìîì ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó.

Âèíèêà¹ ïðèðîäíå áàæàííÿ óçãîäèòè öi ãåîìåòðè÷íi ñòðóêòóðè, ÿêi ðiç-

íèìè ñïîñîáàìè çàäàþòüñÿ ãðóïàìè GgHM i T gHM . Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ââåñòè

óìîâè óçãîäæåíîñòi ðåïåðíîãî ïîëÿ òà çâ'ÿçîñòi:

1C) h̄mµ(x) = hmµ(x), (10)

2C) γ̄(x)mkn = γ(x)mkn, (11)

äå

γ̄(x)mkn := ∂kπ̄(x, t(x))mn|t=0, γ(x)mkn := ∂kλ(x, t(x))mn|t=0 (12)

(òóò i äàëi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîçíà÷åííÿ ∂k := ∂/∂tk àáî ∂k′ := ∂/∂t′k ), à

λ(x, t(x))mn := ∂n′ϕm(x, t(x), t′(x′))|t′=0 (13)

� äîïîìiæíi ôóíêöi¨ çàêîíó ìíîæåííÿ ãðóïè T gHM .

Çà öèõ óìîâ ãðóïè GgHM áóäåìî íàçèâàòè ãðóïàìè òðàíñëÿöiéíèõ

àâòîìîðôiçìiâ äåôîðìîâàíî¨ ãðóïè äèôåîìîðôiçìiâ i ïîçíà÷àòè DA.

Ïðè ïiäñèëåííi iíôiíiòåçèìàëüíèõ óìîâ óçãîäæåíîñòi (10), (11) äî ñêií-

÷åííèõ, ìîæíà âèîêðåìëþâàòè ðiçíi içîìîðôíi ìiæ ñîáîþ âàðiàíòè ãðóï

DA, çîêðåìà ôóíäàìåíòàëüíó ãðóïó ðiìàíîâîãî ïðîñòîðó DT [5] àáî ãðóïó

DP ñêií÷åííèõ ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü âåêòîðiâ â ðiìàíîâîìó ïðîñòîði [6].

2 Êàíîíi÷íà ãðóïà íà ìíîæèíi ãðóï DA

Ãðóïè òðàíñëÿöiéíèõ àâòîìîðôiçìiâ, îçíà÷åíi â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi,

ñïiëüíi â òîìó, ùî ìàþòü îäíàêîâi ãåíåðàòîðè òà ïðèâîäÿòü äî îäíàêîâèõ

ñòðóêòóðíèõ ðiâíÿíü ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi. Ïðîòå â äîòè÷íîìó ðîç-

øàðóâàííi ïðîñòîðó M ¨õ äi¨ ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ. Öå çóìîâëåíî òèì, ùî

ôóíêöiÿ π̄, ÿêà, ðàçîì ç ôóíêöi¹þ ϕ̄, çàäà¹ çàêîí ìíîæåííÿ (8), (9) ãðóï

DA, ¹ äîâiëüíî âèçíà÷åíîþ, çàëåæíîþ âiä òî÷îê ìíîãîâèäó M ôóíêöi¹þ.

Óìîâà óçãîäæåíîñòi (11) (i îïîñåðåäêîâàíî (12)) ôiêñó¹ ëèøå ïåðøèé ïîðÿ-

äîê ðîçêëàäó ôóíêöi¨ π̄ ïî ïàðàìåòðàì ãðóïè. �¨ âèãëÿä ìîæíà âèçíà÷èòè

îäíîçíà÷íî, ÿêùî ñôîðìóëþâàòè äëÿ ãðóï DA óìîâó êàíîíi÷íîñòi. Àäæå

âiäîìî, ùî óìîâà êàíîíi÷íîñòi ãðóï Ëi äîçâîëÿ¹ ôiêñóâàòè ¹äèíó ãðóïó ïî

âiäïîâiäíié àëãåáði Ëi (¨¨ iíôiíiòåçèìàëüíîìó àíàëîãó). Iíàêøå êàæó÷è, äîç-

âîëÿ¹ çà ñòðóêòóðíèìè êîíñòàíòàìè (ñòðóêòóðíi êîíñòàíòè áóäü-ÿêî¨ ãðóïè
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Ëi âèçíà÷àþòüñÿ àíòèñèìåòðè÷íîþ ÷àñòèíîþ ¨¨ êîåôiöi¹íòiâ γcab) ãðóïè âiä-

íîâëþâàòè ñàìó ãðóïó (¨¨ çàêîí ìíîæåííÿ), ïðè÷îìó îäíîçíà÷íî. Öåé ôàêò

ìè i õî÷åìî óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê ãðóï DA.

Ãðóïè DA ìàþòü ñòðóêòóðó íàïiâïðÿìîãî äîáóòêó T gHM ×)GL(n)g, òîìó

çðó÷íiøå ñïî÷àòêó ðîçãëÿíóòè óìîâè êàíîíi÷íîñòi íà âiäïîâiäíèõ ïiäãðóïàõ.

Åëåìåíòè l̃α = (0, L̃mn) ïiäãðóïè ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü GL(n) ⊂ GM ïðåä-

ñòàâëÿþòü ñîáîþ ìàòðèöi, à çàêîí ¨¨ ìíîæåííÿ âèçíà÷åíî, ÿê çâè÷àéíèé

ìàòðè÷íèé äîáóòîê (g̃ × g̃′)mn(x) := L̃ms(x)L̃′sn(x′). Âîíà íå äåôîðìóþòü-

ñÿ, îñêiëüêè â íàøîìó âèïàäêó íå ïåðåäáà÷åíî äåôîðìàöi¨ øàðiâ ðîçøàðó-

âàííÿ. Îòæå, íàêëàäàííÿ óìîâè êàíîíi÷íîñòi íà ïiäãðóïó GL(n) ïîçáàâëåíî

ñåíñó.

Ïðîòå íàêëàäàííÿ óìîâè êàíîíi÷íîñòi íà ïiäãðóïó T gH̄M äà¹ íàì çìîãó îä-

íîçíà÷íî çàôiêñóâàòè ¨¨ çàêîí ìíîæåííÿ ϕ̄(x, t(x), t′(x′)) . Ïèòàííÿ êàíîíi÷-

íîñòi ãðóï T gHM áóëî äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi [1], òîìó íàì çàëèøà¹òüñÿ

ëèøå ðîçøèðèòè éîãî íà âèïàäîê ãðóï DA.

Ðîçãëÿíåìî ñïåöiàëüíi ïàðàìåòðè ãðóïè DA:

ga = (sτ, 1)a, (14)

äå τ � âåêòîð, äîòè÷íèé â òî÷öi x äî ïàðàìåòðè÷íî¨ êðèâî¨ ç ïàðàìåòðîì s.

Îçíà÷åííÿ 1. ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ òî÷îê x òà x′ ìíîãîâèäó M

iñíó¹ êðèâà, âçäîâæ ÿêî¨

(sτ, 1) ∗ (s′τ ′, 1) = ((s+ s′)τ, 1), (15)

äå τ ′ � äîòè÷íèé âåêòîð, âçÿòèé â òî÷öi x′, òî ãðóïà DA ç òàêèì çàêî-

íîì ìíîæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ.

Ç îçíà÷åííÿ (15) îäðàçó ñëiäó¹ óìîâà êàíîíi÷íîñòi íà T gHM ⊂ DA:

(s+ s′)τm = ϕmx (sτ, s′τ ′) (16)

(â äàíîìó ðîçäiëi, íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî, çàëåæíiñòü ôóíêöié âiä òî-

÷îê ìíîãîâèäó áóäå ïîçíà÷àòèñÿ íèæíiì iíäåêñîì áiëÿ ôóíêöi¨ äëÿ áiëüø

êîìïàêòíîãî çàïèñó ôîðìóë).

Iíôiíiòåçèìàëüíèé àíàëîã ôîðìóëè (16), çãiäíî (13), ìà¹ âèãëÿä:

τm = λx(sτ)mnτ
′n. (17)

Ôîðìóëà (17) åêâiâàëåíòíà óìîâi êàíîíi÷íîñòi íà ïiäãðóïó T gHM (äèâ. [1]), i

ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ïðàâèëî ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ τ ç

òî÷êè x′ â òî÷êó x íà ñêií÷åííó âiäñòàíü x′− x = H−1
x (sτ) âçäîâæ ïàðàìåò-

ðè÷íî çàäàíî¨ êðèâî¨.
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Äèôåðåíöiþþ÷è óìîâó (17) ïî ïàðàìåòðó s â íóëi i âðàõîâóþ÷è ïåðøó

ôîðìóëó ç (12), îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ ãåîäåçè÷íî¨:

τ̇m + γmxknτ
nτk = 0.

Îòæå, âèõîäÿ÷è ç ðiâíÿííÿ (16), ÿêå ñïðàâåäëèâå äëÿ êàíîíi÷íî¨ ãðóïè DA,

ìè îäåðæàëè, ùî êðèâà, âäîâæ ÿêî¨ çäiéñíþþòüñÿ çðóøåííÿ âåêòîðiâ (17),

iñíó¹ i ¹ ãåîäåçè÷íîþ, à âîíà ¹äèíà äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ òî÷îê âèêðèâëåíîãî

ïðîñòîðó.

Çàêîí äi¨ êàíîíi÷íî¨ ãðóïè DA âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (7), çàïè-

ñàíèì äëÿ ïàðàìåòðiâ (14):

θm = πx(sτ)mnθ
′n. (18)

Ðiâíÿííÿ (18) ¹ ðiâíÿííÿì êîâàðiàíòíîãî ïåðåíåñåííÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà

âçäîâæ ãåîäåçè÷íî¨ i ïåðåõîäèòü ó ðiâíÿííÿ (17) ïðè θ = τ .

Â òîé æå ÷àñ çàêîí ìíîæåííÿ (8), ç âðàõóâàííÿì (14), (15), ïðèéìà¹

âèãëÿä:

δmn = πx(sτ)mkπx′(s′τ ′)klπ
−1
x (ϕx(sτ, s′τ ′))ln, (19)

à éîãî äðóãà ÷àñòèíà � ðiâíiñòü (9) � ñïiâïàäà¹ ç óìîâîþ (16).

ßêùî çàêîí ìíîæåííÿ (19) ïåðåïèñàòè â iíøîìó âèãëÿäi

πx((s+ s′)τ)mn = πx(sτ)mkπx′(s′τ ′)kn. (20)

ñòà¹ î÷åâèäíèì, ùî âií ¹ íi÷èì iíøèì, ÿê çàêîíîì êîìïîçèöiéíîñòi ïåðå-

íåñåíü âåêòîðíèõ ïîëiâ âçäîâæ êðèâî¨. Óìîâà êîìïîçèöiéíîñòi ïåðåíåñåíü

âåêòîðiâ ¹ øèðøîþ çà óìîâó êàíîíi÷íîñòi ãðóïè T gHM . Àäæå êàíîíi÷íiñòü

ïðèïóñêà¹ iñíóâàííÿ êðèâî¨, âçäîâæ ÿêî¨ âñi äîòè÷íi äî íå¨ âåêòîðè ïàðà-

ëåëüíi ìiæ ñîáîþ â ñìèñëi ñêií÷åííèõ ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü, à êîìïîçè-

öiéíiñòü ïðèïóñêà¹, ùî öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ i äëÿ âåêòîðiâ, ùî íå ¹

äîòè÷íèìè.

Òâåðäæåííÿ 1. Óìîâà êàíîíi÷íîñòi ãðóï DA îá'¹äíó¹ â ñîái óìîâó

êàíîíi÷íîñòi (16) ãðóïè T gHM , à òàêîæ âèìîãó êîìïîçèöiéíîñòi (20) äëÿ

ïåðåíåñåíü (18). Îñòàíí¹ çàáåçïå÷ó¹ òîé ôàêò, ùî ó âèïàäêó êàíîíi÷íî¨

ãðóïè DA ïîñëiäîâíiñòü iíôiíiòåçèìàëüíèõ ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü âçäî-

âæ ãåîäåçè÷íèõ äà¹ òîé ñàìèé ðåçóëüòàò, ùî i ñêií÷åííi ïàðàëåëüíi ïå-

ðåíåñåííÿ â ïðîñòîðàõ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi, íå ëèøå äëÿ äîòè÷íèõ âåêòîðiâ

τ , à é äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ θ.

Ç îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ ñëiäó¹ íàñòóïíå:
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Îçíà÷åííÿ 2. Ãðóïó, ÿêà ¹ êàíîíi÷íîþ íà ìíîæèíi ãðóï òðàíñëÿöié-

íèõ àâòîìîðôiçìiâ DA, áóäåìî íàçèâàòè ãðóïîþ ïàðàëåëüíèõ ïåðåíå-

ñåíü âåêòîðiâ â ïðîñòîði àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi i ïîçíà÷àòè DP .

Âàæëèâî çàçíà÷èòè, ùî â äàíié ñòàòòi ìè îäåðæàëè áiëüø çàãàëüíèé,

ó ïîðiâíÿííi ç ðîáîòîþ [6], âàðiàíò ãðóïè DP , áåç ïðèâ'ÿçêè äî ìåòðèêè

âèêðèâëåíîãî ïðîñòîðó.

Äèôåðåíöiþþ÷è óìîâó êîìïîçèöiéíîñòi (20) ïî ïàðàìåòðó s′ â íóëi i

ìíîæà÷è îäåðæàíèé âèðàç íà äîâiëüíèé âåêòîð θ′, îäåðæó¹ìî íàñòóïíå ðiâ-

íÿííÿ:

(∂kπx(sτ)mn − πx(sτ)mpγ
p
x′ kn)τ ′kθ′n = 0. (21)

Ðiâíÿííÿ (21) ðàçîì ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè (5) i (12) (ïåðøà ðiâíiñòü) ¹ çàäà-

÷åþ Êîøi íà ôóíêöié πx(sτ), ÿêi áóëè íàìè âèçíà÷åíi, ÿê äîâiëüíi ôóíêöi¨,

çàëåæíi âiä òî÷îê ìíîãîâèäó M . Ç òåîðåìè iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó

ëiíiéíèõ äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ñëiäó¹ îäíîçíà÷íiñòü

¨¨ ðîçâ'ÿçêó, à çíà÷èòü i îäíîçíà÷íà âèçíà÷åíiñòü ôóíêöié πx(sτ).

Òâåðäæåííÿ 2. Ãðóïà ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü âåêòîðiâ DP ¹ îäíî-

çíà÷íî âèçíà÷åíîþ ïî êîåôiöi¹íòàì çâ'ÿçíîñòi γ(x)mkn.

3 Ãåîìåòðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè âèêðèâëåíîãî àôiííîãî ïðîñòîðó

íà ðiâíi iíôiíiòåçèìàëüíèõ ñïiââiäíîøåíü ãðóï DA

Îçíà÷èìî ìàòðèöi αx(t, t′), ÿêi áóäóòü ïîâ'ÿçóâàòè ìàòðèöi πx(t) íàñòóïíèì

ñïiââiäíîøåííÿì:

αx(t, t′)mn = πx(ϕx(t, t′))mkπ
−1
x′ (t′)kn, (22)

òîäi

α−1
x (t, t′)ns = πx′(t′)nrπ

−1
x (ϕx(t, t′))rs (23)

i çàêîí ìíîæåííÿ (8) ãðóï DA ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi:

L′′mx n = Lmxpπx(t)prL
′r
x′ kα

−1
x (t, t′)kn. (24)

Îçíà÷èìî ôóíêöiþ

ηx(t)mln := ∂lαx(t, t′)mn|t′=0. (25)

Ïiäñòàâëÿþ÷è â îçíà÷åííÿ (25) ñïiââiäíîøåííÿ (22), îäåðæó¹ìî:

ηx(t)mln = λx(t)r l∂rπx(t)mn − πx(t)mkγ
k
x′ ln. (26)
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Ç ðiâíîñòi (26) ñëiäó¹ î÷åâèäíà âëàñòèâiñòü ôóíêöi¨ ηx(t):

ηx(0)mln = 0. (27)

Îñêiëüêè âñi ãðóïè DA âèçíà÷àþòüñÿ äâîìà ãðóïàìè ïàðàìåòðiâ (3), (4)

i ìàþòü ñêëàäíèé çàêîí ìíîæåííÿ (8), (9), òî, â çàëåæíîñòi âiä êîìáiíàöi¨

ìóëüòèiíäåêñiâ, ìè îäåðæó¹ìî ðiçíi äîïîìiæíi ôóíêöi¨ çàêîíó ìíîæåííÿ

ãðóïè.

Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ, âåðõíié ìóëüòèiíäåêñ ÿêî¨ âiäïîâiäà¹

ïàðàìåòðó (4), à íèæíié (çàïèñó¹òüñÿ äðóãèì, ÷åðåç êîìó) � ïàðàìåòðó

òðàíñëÿöi¨ (3). Çà îçíà÷åííÿì λx(g)mn, l := ∂l′L
′′m
x n|t′=0,L′=δ, òîäi ç çàêîíó

ìíîæåííÿ (8) îäåðæó¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ:

λx(t)mn, r = Lmxpπ
−1
x (t)sn(πx(t)pkγ

k
x′ rs − ∂lπx(t)psλx(t)lr), (28)

ÿêå, ç âðàõóâàííÿì (26), ïðèéìà¹ âèãëÿä:

λx(t)mn, l = −Lmxpπ−1
x (t)snηx(t)pls. (29)

Ôóíêöi¨, ùî âèçíà÷àþòü äðóãèé ïîðÿäîê ðîçêëàäó çàêîíó ìíîæåííÿ ïî

ïàðàìåòðàì ïiäãðóïè T gHM , âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ:

γmxn, kl := ∂kλx(t)mn, l|t=0,L=δ

i, çãiäíî ôîðìóëè (29), ¹ íi÷èì iíøèì, ÿê:

γmxn, kl = −∂kηx(t)mln|t=0. (30)

Çàçíà÷èìî, ùî íàâåäåíi òóò ñïiââiäíîøåííÿ (çîêðåìà ôîðìóëè (29) i (30))

ñïðàâåäëèâi äëÿ âñiõ ãðóïDA, îñêiëüêè îäåðæàíi ç ñïiëüíîãî äëÿ íèõ çàêîíó

ìíîæåííÿ (8),(9).

Ç ôîðìóëè (26) ç âðàõóâàííÿì îçíà÷åíü (12) çíàõîäèìî:

γmxn, kl = γmxksγ
s
x ln + ∂kγ

m
x ln − γmxrnγ̃rx kl − (∂2

lkπx(t)mn)|t=0.

Àíòèñèìåòðèçàöiÿ ôóíêöié γmxn, kl ïî äâîì îñòàííiì íèæíiì iíäåêñàì äà¹

íàì âèðàç äëÿ âiäïîâiäíèõ ñòðóêòóðíèõ ôóíêöié Fmxn, kl = γmxn, kl − γmxn, lk:

Fmxn, kl = γmksγ
s
ln − γmlsγskn + ∂kγ

m
ln − ∂lγmkn − γmrnF̃ rkl, (31)

äå F̃ rkl = γ̃rkl − γ̃r lk � ñòðóêòóðíi ôóíêöi¨ âèõiäíî¨ ãðóïè T gHm ; âñi ôóíêöi¨

ðiâíÿííÿ (31) çàëåæíi âiä òî÷êè x ìíîãîâèäó M .

Ôîðìóëà (31), îäåðæàíà ñóòî ç ãðóïîâèõ ñïiââiäíîøåíü, ïðèâîäèòü íàñ

äî êëàñè÷íîãî îçíà÷åííÿ òåíçîðà êðèâèçíè Ðiìàíà�Êðèñòîôåëÿ, ÿêèé ¹ àí-

òèñèìåòðè÷íîþ ÷àñòèíîþ êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ, êîòði âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç

êîåôiöi¹íòè àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi γpx rs.
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Òâåðäæåííÿ 3. Âñi ãðóïè ç ìíîæèíè DA çäiéñíþþòü îïèñ ïðîñòîðiâ

àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi äîâiëüíî¨ çìiííî¨ êðèâèçíè, ïðè öüîìó êðèâèçíà âèçíà-

÷à¹òüñÿ ÷åðåç ñòðóêòóðíi ôóíêöi¨ ãðóï DA, òîáòî ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà

ðiâíiñòü:

Fmn, kl = Rmnkl. (32)

Âèñíîâêè

Â äàíié ðîáîòi áóëî ðîçãëÿíóòî ãðóïè òðàíñëÿöiéíèõ içîìîðôiçìiâ DA,

ÿêi çäiéñíþþòü îïèñ ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi äîâiëüíî¨ çìiííî¨ êðèâèç-

íè. Ïîêàçàíî, ùî ¨õ ñòðóêòóðíi ôóíêöi¨ ñïiâïàäàþòü ç òåíçîðîì êðèâèçíè

Ðiìàíà�Êðèñòîôåëÿ. Ñôîðìóëüîâàíî óìîâó êàíîíi÷íîñòi ãðóï DA. Ç'ÿñî-

âàíî, ùî ïðè ïåðåíåñåííi ãðóïîþ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ θ, óìîâà êàíîíi÷íîñòi

(16) àâòîìàòè÷íî äîïîâíþ¹òüñÿ âèìîãîþ êîìïîçèöiéíîñòi ïåðåíåñåíü (20),

ùî äà¹ ïiäñòàâè íàçèâàòè ñàìå ãðóïó DP ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü âåêòîðiâ

â ïðîñòîðàõ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi êàíîíi÷íîþ ãðóïîþ íà ìíîæèíi ãðóï DA.
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