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Âiäîáðàæåííÿ äâîâèìiðíèõ ìíîãîâèäiâ íà ïëî-
ùèíó

À.Ì.Áîíäàðåíêî, Î.Î.Ïðèøëÿê

Àíîòàöiÿ Äëÿ êëàñèôiêàöi¨ âiäîáðàæåíü ç äâîâèìiðíèõ ìíîãîâèäiâ íà

ïëîùèíó âèçíà÷åíî p-ãðàô i îïèñàíî, ÿê âií çìiíþ¹òüñÿ ïðè içîòîïiÿõ ïðî-

åêöi¨. Äîñëiæäåíi ïèòàííÿ ðåàëiçàöi¨ ãðàôiâ òà êëàñèôiêàöi¨ âiäîáðàæåíü.

Êëþ÷îâi ñëîâà ãðàô Ðiáà · òîïîëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ

ÓÄÊ 517.91

1 Âñòóï

Â 1995 ðîöi Óiòíi îïèñàâ êëàñ ñòðóêòóðíî ñòiéêèõ âiäîáðàæåíü ìiæ 2-

âèìiðíèìè ìíîãîâèäàìè [4]. Òàêi âiäîáðàæåííÿ óòâîðþþòü ñêðiçü ùiëüíó

âiäêðèòó ìíîæèíó â ïðîñòîði âñiõ âiäîáðàæåíü. Áóëà îòðèìàíà ëîêàëüíà

êëàñèôiêàöiÿ òàêèõ âiäîáðàæåíü. Êðiì òîãî, áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ òàêèõ

âiäîáðàæåíü, êîæíà òî÷êà ¹ ðåãóëÿðíîþ, òî÷êîþ ñêëàäêè àáî òî÷êîþ çáîð-

êè. Â äàííié ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ âiäîáðàæåííÿ ç äâîâèìiðíèõ ìíîãîâèäiâ

íà ïëîùèíó. Äëÿ êëàñèôiêàöi¨ òàêèõ âiäîáðàæåíü ââîäÿòüñÿ p-ãðàôè, âîíè

äåìîíñòðóþòü, ÿê çìiíþ¹òüñÿ ãðàô Ðiáà äëÿ ñiìåéñòâà ôóíêöié Ìîðñà.

2 Ïîáóäîâà ïðîåêöi¨ i ïðàâèëà çìiíè.

Íåõàé ìà¹ìî äåÿêèé çàìêíóòèé ãëàäêèé äâîâèìiðíèé ìíîãîâèä M2 i ôóíê-

öiþ f : M2 → R íà íüîìó(ïðîåêöiþ ìíîãîâèäó íà ïëîùèíó). Öÿ ïðîåêöiÿ
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áóäå ðîçáèâàòè ïëîùèíó íà îáëàñòi. Íà ïðîåêöi¨ áóäåìî âiäìi÷àòè êiëüêiñòü

êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ìíîãîâèäó, ùî ïðîåêòóþòüñÿ íà âiäïîâiäíó îáëàñòü

ïðîåêöi¨.

Äëÿ öi¹¨ ïðîåêöi¨ áóäåìî áóäóâàòè ãðàô Ðiáà [1], íà ÿêîìó áóäåìî çîáðà-

æàòè çìiíó ãðàôà ïðè ïðîåêòóâàííi éîãî íà äåÿêó ïðÿìó.

Ðèñ.1

Äëÿ ñïðîùåííÿ áóäåìî çîáðàæàòè íå ïîñëiäîâíiñòü ãðàôiâ Ðiáà, ÿêà

óòâîðèòüñÿ ïðè ðóõàõ ïî ïðÿìié â íàïðÿìêó çëiâà íàïðàâî, à îäèí ãðàô,

íà ÿêîìó áóäåìî âiäñëiäêîâóâàòè çìiíó ãðàôó. Äëÿ òîãî, ùîá çîáðàçèòè öþ

çìiíó íà îäíîìó ãðàôi, áóäåìî âiäìi÷àòè ðåáðà, ùî äîäàþòüñÿ äî ãðàôó,

ïðÿìèì øðèôòîì i êóðñèâîì òi, ùî çíèêàþòü, â ïîñëiäîâíîìó ïîðÿäêó.

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî îäíî÷àñíî íå âèíèêàþòü i íå çíèêàþòü íåñóñiä-

íi ðåáðà(öüîãî ìîæíà äîñÿãòè ìàëèì ïîðóõîì ïðîåêöi¨). Òàêèì ÷èíîì äëÿ

áóäü-ÿêîãî âèãëÿäó ïðîåêöi¨ ìè ìîæåìî çíàéòè âiäïîâiäíèé ãðàô Ðiáà. Íà-

çèâàòèìåìî òàêèé ãðàô p-ãðàôîì.

Ðîçãëÿíåìî, ÿê çìiíþ¹òüñÿ ãðàô ïðè içîìîðôíèõ ðóõàõ ïðîåêöi¨.

Ðèñ.2

Ðîçãëÿíåìî, ùî âiäáóâà¹òüñÿ ç ãðàôîì, êîëè ìè ¾ðîçêðó÷ó¹ìî¿ïðîåêöiþ.

Àíàëîãi÷íi ñïðîùåííÿ ìîæíà ïðîâîäèòè äëÿ ÷àñòèí ïðîåêöié, ùî ñèìåò-

ðè÷íi äàíèì âiäíîñíî ïðÿìî¨ ïðîåêòóâàííÿ.
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Ðèñ.3

Ðèñ.4

Òàêèì ÷èíîì ìè ìà¹ìî ïåâíi ïðàâèëà, ÿê çìiíþ¹òüñÿ ãðàô ïðè ðóõàõ

ïðîåêöi¨.

Â ïîäàëüøîìó íàçèâàòèìåìî öi ïðàâèëà ¾ïðàâèëî 1¿(pèñ. 2), ¾ïðàâèëî

2¿(pèñ. 3) òà ¾ïðàâèëî 3¿(pèñ. 4).

Êðiì öüîãî, êîíòóðè, ùî îáìåæóþòü ðiçíi îáëàñòi ìîæóòü ïåðåòèíàòèñÿ,

à òàêîæ ìîæóòü âèíèêàòè i ñàìî ïåðåòèíè êîíòóðiâ. Ââåäåìî äîäàòêîâî

íàñòóïíi ïðàâèëà, ÿêi äîçâîëÿþòüñÿ içîòîïi¹þ ïðîåêöi¨ òà çíàéäåìî, ÿêèì

çìiíàì íà ãðàôi âîíè âiäïîâiäàþòü.

Ðèñ.5

Ðèñ.6
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Öi äâà ïðàâèëà áóäåìî íàçèâàòè ¾ïðàâèëî 4¿(Ðèñ. 5 ) òà ¾ïðàâèëî

5¿(Ðèñ. 6) âiäïîâiäíî.

3 Ðåàëiçàöiÿ ãðàôó.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð, ÿê ìàþ÷è ãðàô, ìîæíà âiäòâîðèòè âèãëÿä ïðîåêöi¨ íà

ïðèêëàäi ãðàôó. Ùîá ðîçãëÿíóòè äåòàëüíî êîæíèé êðîê, ðîçêëàäåìî öåé

ãðàô íà îêðåìi ãðàôè Ðiáà.

Ðèñ.7

Íåîáõiäíî çîáðàçèòè ÷àñòèíè ïðîåêöi¨, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðiçíèì ãðàôàì

Ðiáà, â ïîñëiäîâíîìó ïîðÿäêó. Âiäìi÷à¹ìî òàêîæ, ÿêié êiëüêîñòi êîìïîíåíò

çâ'ÿçíîñòi âiäïîâiäàþòü ðiçíi îáëàñòi ïëîùèíè. Ïiñëÿ öüîãî äîñòàòíüî ëèøå

ç'¹äíàòè ôðàãìåíòè i îòðèìà¹ìî âèõiäíó ïðîåêöiþ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíîãî p - ãðàôó iñíó¹ ¹äèíà ç òî÷íiñòþ äî içîòîïi¨

ïðîåêöiÿ íà ïëîùèíi, ùî éîìó âiäïîâiäà¹.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðîçãëÿäà¹ìî äîâiëüíèé ãðàô. Ðîçêëàäà¹ìî éîãî íà ïî-

ñëiäîâíiñòü ãðàôiâ Ðiáà. Çà öi¹þ ïîñëiäîâíiñòü áóäó¹ìî òàáëèöþ çà íàñòóï-

íèì ïðàâèëîì:

Íà ïðÿìîêóòíèêó âiäìi÷à¹ìî íà ëiâié ñòîðîíi êiëüêiñòü òî÷îê ãðàôó,

íèæíþ ãðàíü ðîçáèâà¹ìî òî÷êàìè íà êiëüêiñòü ÷àñòèí, ðiâíó êiëüêîñòi ãðà-

ôiâ Ðiáà. Ðóõàþ÷èñü çëiâà íàïðàâî, çîáðàæà¹ìî ïîñëiäîâíî ãðàôè Ðiáà, âiä-

ìi÷àþ÷è íà êîæíîìó âiäðiçêó êiëüêiñòü êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi.

Äëÿ êîæíîãî ç âiäðiçêiâ, ïðîäîâæó¹ìî éîãî äî íàñòóïíîãî ïðàâîðó÷,

âiäìi÷àþ÷è âiäïîâiäíî êiëüêiñòü êîìïîíåíò, ùî ïðîåêòóþòüñÿ, i îá'¹äíó¹ìî

ñóñiäíi êâàäðàòè ç îäíàêîâîþ êiëüêiñòþ êîìïîíåíò.

Îêðåìî áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê, êîëè íà ãðàôi ìà¹ìî ïåòëþ. Òîäi â

äåÿêié òî÷öi ìà¹ âèíèêíóòè äîäàòêîâà îáëàñòü â òàáëèöi:

Ó âèïàäêó, êîëè â îáëàñòi, ùî âiäïîâiäà¹ ñàìî ïåðåòèíó, ìà¹ìî ùå äåÿêi

çìiíè â ïðîåêöi¨, òî òðåáà ðîçáèòè íîâó îáëàñòü i ïðîðîáèòè ïðîöåäóðó,
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Ðèñ.8

Ðèñ.9

Ðèñ.10

àíàëîãi÷íó òié, ùî ìè ðîáèëè äëÿ òàáëèöi. Çàëèøà¹òüñÿ ëèøå çãëàäèòè êóòè

i îòðèìà¹ìî âèãëÿä âèõiäíî¨ ïðîåêöi¨.

4 Êëàñèôiêàöiÿ âiäîáðàæåíü.

Òåîðåìà 2. ßêùî âiä îäíîãî ãðàôà äî iíøîãî ìîæíà ïåðåéòè çà äîïîìî-

ãîþ ïðàâèë 1-5 àáî ñèìåòðè÷íèõ äî íèõ, òî ïðîåêöi¨, ùî ¨ì âiäïîâiäàþòü,

içîòîïíi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðîçãëÿäà¹ìî íà ïëîùèíi äåÿêó ïðîåêöiþ. Áóäåìî îêðå-

ìî ñïðîùóâàòè êîæíó ç êðèâèõ, ùî îáìåæóþòü îáëàñòi. Ïðîíóìåðó¹ìî âñi
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êðèâi. Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ¨õ Ii . Íà íié áóäåìî âiäìi÷àòè òî÷êè ïåðåòèíó

ç iíøèìè êðèâèìè.

Ðèñ.11

Äëÿ êîæíî¨ ç öèõ çàìêíåíèõ êðèâèõ, âèáèðà¹ìî äåÿêó ïî÷àòêîâó òî÷êó

i ïî÷èíà¹ìî ðóõàòèñÿ ïî êðèâié â âèáðàíîìó íàìè íàïðÿìêó. Ïðè öüîìó áó-

äåìî øóêàòè òî÷êè, â ÿêèõ äîòè÷íi âåðòèêàëüíi, òî÷êè ïåðåòèíó ç iíøèìè

êîíòóðàìè i òî÷êè ñàìîïåðåòèíó. Ïðè öüîìó ââàæà¹ìî, âåðòèêàëüíî íàïðàâ-

ëåíi äîòè÷íi ìà¹ìî ëèøå â òî÷êàõ çìiíè ãðàôó, òîáòî íåîáõiäíî âèêëþ÷èòè

íàñòóïíi ìîæëèâîñòi(ùî ìîæíà çðîáèòè íåâåëèêèìè ðóõàìè ïðîåêöi¨)

Ðèñ.12

Òîäi îòðèìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü äîòè÷íèõ i òî÷îê:

Ðèñ.13

Äî òî÷îê ïåðåòèíó ç iíøèìè êðèâèìè áóäåìî äîäàòêîâî äîïèñóâàòè çíè-

çó íîìåðè êðèâèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â öié òî÷öi i ïîðÿäêîâèé íîìåð òî÷êè

ïåðåòèíó öèõ äâîõ êðèâèõ.
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Òåïåð ðîçãëÿíåìî, ÿêèì ÷èíîì äiþòü íàøi ïðàâèëà.

Ïðàâèëî ¾1¿âiäïîâiäà¹ çàìiíi ïîñëiäîâíèõ òðüîõ îäíàêîâî íàïðàâëåíèõ

äîòè÷íèõ íà îäíó äîòè÷íó íàïðàâëåíó òàê ñàìî. Ïðàâèëî ¾2¿âiäïîâiäà¹ òà-

êié ñàìié çàìiíi.

Ðèñ.14

Äëÿ ïðàâèëà ¾3¿çíàõîäèìî ïîñëiäîâíiñòü ç òðüîõ äîòè÷íèõ òàêèõ, ùî

òðåòÿ íàïðàâëåíà â ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó äî ïåðøèõ äâîõ i çàìiíèìî ¨¨

íà òðåòþ äîòè÷íó.

Ðèñ.15

Ïðàâèëà ¾4¿i ¾5¿çìiíþþòü ëèøå ïîñëiäîâíiñòü ¾îñîáëèâèõ¿òî÷îê, à íå

çìiíþþòü ¨õ êiëüêiñòü, à îòæå ¹ içîòîïíèìè ðóõàìè ïðîåêöi¨.

Êîðèñòóþ÷èñü öèìè ïðàâèëàìè, ìè ìîæåìî ñïðîñòèòè êîæíó êðèâó íà-

øî¨ ïðîåêöi¨. ßêùî òî÷îê ñàìîïåðåòèíó i ïåðåòèíiâ áiëüø íiæ ó äâîõ òî÷êàõ

ç iíøèìè êðèâèìè íåìà¹, òî îòðèìà¹ìî äâi äîòè÷íi, íàïðàâëåíi â ðiçíi ñòî-

ðîíè, ùî âiäïîâiäà¹ êîëó (ÿêîìó içîìîðôíà êîæíà ãëàäêà çàìêíåíà êðèâà

áåç ñàìîïåðåòèíiâ).

Ó âèïàäêó, êîëè äâi êðèâi ïåðåòèíàþòüñÿ, òî êîæíó ç íèõ ñïðîùóâàòè

ìîæíà äî òèõ ïið, ïîêè íå çìiíèòüñÿ êiëüêiñòü ¨õ òî÷îê ïåðåòèíó.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíî¨ çìiíè íà ãðàôi ìè ìîæåìî ïðîðîáèòè âiäïî-

âiäíó içîòîïiþ ïðîåêöi¨, ÿêà íå çìiíèòü êiëüêiñòü òî÷îê ïåðåòèíó i ñàìîïå-

ðåòèíó.
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Òåîðåìà 3. Íåõàé ìà¹ìî íà ïëîùèíi ïðîåêöi¨ ìíîãîâèäiâ P1 i P2 òà

âiäïîâiäíi ¨ì p- ãðàôè Γ1 i Γ2. ßêùî ïðîåêöi¨ içîòîïíi, òî âiä Γ1 äî Γ2

ìîæíà ïåðåéòè çà äîïîìîãîþ ïðàâèë 1-5 òà ïåðåíóìåðàöi¹þ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìè âæå ïîêàçàëè, ùî çìiíà çà ïðàâèëàìè ãðàôiâ îä-

íîçíà÷íî âiäïîâiäà¹ içîòîïíèì ðóõàì ïðîåêöi¨. Îäíàê, ìè áóäóâàëè p- ãðàô,

ïðîåêòóþ÷è ïðîåêöiþ íà äîâiëüíó ïðÿìó. Çìiíà ïðÿìî¨ ïðîåêòóâàííÿ - òå

æ ñàìå, ùî ïîâîðîò ïðîåêöi¨ íà äåÿêèé êóò. Ïîêàæåìî, ùî ïîâîðîò ìîæíà

çäiéñíèòè, êîðèñòóþ÷èñü ïðàâèëàìè 1-5.

Ðîçãëÿäà¹ìî íå âñþ ïðîåêöiþ, à ëèøå äåÿêó ¨¨ ÷àñòèíó.

Ðèñ.16

Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ïî÷èíàëè, ïðîåêòóþ÷è íà ïðÿìó 1. ÿêùî òðîõè ¨¨

ñóìiñòèòè, òî ãðàô íå çìiíèòüñÿ, àëå ÿêùî ïðîäîâæóâàòè ðóõàòè ïðÿìó, òî

â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó (ïðÿìà 3) çìiíèòüñÿ êiëüêiñòü òî÷îê íà ãðàôi. Òàêà

içîòîïiÿ ïðîåêöi¨, ÿê íà íàøîìó ïðèêëàäi, âiäïîâiäà¹ ïðàâèëó 1. Ðîçãëÿíåìî

ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè íå ìà¹ìî òî÷îê ïåðåòèíó i ñàìî ïåðåòèíó. Òîäi,

ðîçãëÿäàþ÷è ïîñëiäîâíi òðiéêè äîòè÷íèõ, ìîæåìî ìàòè íàñòóïíi ñèòóàöi¨:

Ðèñ.17

Êîæíà çàìiíà òàêî¨ òðiéêè íà îäèí âåêòîð âiäïîâiäà¹ îäíîìó ç ïðàâèë

1-3.
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Ïðàâèëà 4 i 5 äàþòü ìîæëèâiñòü çìiíþâàòè ïîðÿäîê òî÷îê ïåðåòèíó i

ñóñiäíiõ äî íèõ òî÷îê.

Âèñíîâêè. Ðîçãëÿíóòi âiäîáðàæåííÿ ç äâîâèìiðíèõ ìíîãîâèäiâ íà ïëî-

ùèíó òà ïîâ'ÿçàíi ç íèìè p - ãðàôè, ùî äåìîíñòðóþòü çìiíó ãðàôiâ Ði-

áà. Ââåäåíî ïðàâèëà çìiíè òàêèõ ãðàôiâ, ùî âiäïîâiäàþòü içîòîïíèì ðóõàì

ïðîåêöi¨ íà ïëîùèíi. Ïðîäåìîíñòðîâàíà ïðîöåäóðà ñïðîùåííÿ p - ãðàôà òà

ïîêàçàíî, ùî òàêà çìiíà âiäïîâiäà¹ içîòîïíèì ðóõàì ïðîåêöi¨. Äîâåäåíî òåî-

ðåìó ðåàëiçàöi¨ òàêèõ ãðàôiâ òà ðÿä òåîðåì êëàñèôiêàöi¨ òàêèõ âiäîáðàæåíü.

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â ðîáîòi ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîäàëüøèõ äî-

ñëiäæåíü âiäîáðàæåíü ìàëîâèìiðíèõ ìíîãîâèäiâ. Íà ïðàêòèöi îòðèìàíi ðå-

çóëüòàòè ìîæóòü çàñòîñîâóâàòèñü â îïòèöi, áiîëîãi¨, ôiçèöi òîùî.
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