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Àòîìè òà ìîëåêóëè ôóíêöié ç içîëüîâàíèìè êðè-
òè÷íèìè òî÷êàìè íà ãðàíèöi òðèâèìiðíîãî òiëà

Î.M. Âÿò÷àíiíîâà

Àíîòàöiÿ Â ðîáîòi óçàãàëüíåíî ïîíÿòòÿ àòîìiâ òà ìîëåêóë íà âèïàäîê

ôóíêöié áåç âíóòðiøíiõ êðèòè÷íèõ òî÷îê íà òðèâèìiðíîìó òiëi òà ñêií÷å-

íîìó ÷èñëi êðèòè÷íèõ òî÷îê îáìåæåííÿ ôóíêöi¨ íà êðàé, îïèñàíi âñi ïðîñòi

àòîìè ñòåïiíi ìåíøå 5 òà âñi ìîëåêóëè ç 5 àòîìàìè, îäèí ç ÿêèõ ìà¹ ñòåïiíü

3.

Êëþ÷îâi ñëîâà Êðèòè÷íà òî÷êà · Òîïîëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ

ÓÄÊ 517.91

1 Âñòóï

Íåõàé M � òiëî â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði (îáìåæåíà îáëàñòü ç ãëàäêîþ ìå-

æåþ), f � ãëàäêà ôóíêöiÿ íà M . Êîìïîíåíòè ëiíié ðiâíÿ ôóíêöi¨ f íàçèâà-

þòü øàðàìè. Ãîìåîìîðôiçì ìíîãîâèäà, ùî âiäîáðàæà¹ øàðè íà øàðè, íàçè-

âà¹òüñÿ ïîøàðîâîþ åêâiâàëåíòíiñòþ. Äâi ôóíêöi¨ f, g : M → R íàçèâàþòüñÿ

òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíóþòü ãîìåîìîðôiçìè h : M → M ,

h1 : R → R, ùî fh = h1g. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ôóíêöi¨ ìîæóòü ìàòè

äîñèòü ñêëàäíó ñòðóêòóðó. Ïðîòå íà ìíîæèíi âñiõ ôóíêöié ìîæíà âèäiëè-

òè âiäêðèòó âñþäè ùiëüíó ïiäìíîæèíó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðîñòèõ ôóíêöié

Ìîðñà. À. Êðîíðîä [1] òà Ã. Ðiá [2] äëÿ äîñëiäæåííÿ ôóíêöié íà ïîâåðõíi

óâåëè ãðàô, ùî îòðèìó¹òüñÿ ç ïîâåðõíi ïiñëÿ ñòÿãóâàííÿ êîæíîãî øàðó äî

òî÷êè. Öåé ãðàô ¹ ïîâíèì òîïîëîãi÷íèì iíâàðiàíòîì ïðîñòèõ ôóíêöié Ìîð-
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ñà íà çàìêíåíèõ ïîâåðõíÿõ. Äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié Ìîðñà êðiì öüîãî ãðàôó

ïîòðiáíà äîäàòêîâà iíôîðìàöiÿ. Â ðîáîòi [3] Î. Áîëñiíîâà òà À. Ôîìåíêà áó-

ëî çàïðîïîíîâàíî ðîçøàðîâàíèé îêië êðèòè÷íîãî ðiâíÿ íàçèâàòè àòîìîì, à

ãðàô Ðiáà, ó ÿêîãî âåðøèíàì âiäïîâiäàþòü àòîìè, à ðåáðàì � êîìïîíåíòè

êðàþ àòîìiâ, íàçèâàòè ìîëåêóëîþ. Öå äîçâîëèëî ïîáóäóâàòè ïîøàðîâó òà

òîïîëîãi÷íó êëàñèôiêàöiþ äîâiëüíèõ ôóíêöié Ìîðñà.

Â ðîáîòi [4] îïèñàíi ïðîñòi àòîìè m-ôóíêöié òà ìîëåêóëè m-ôóíêöié íà

êîìïàêòíèõ ïîâåðõíÿõ ç êðà¹ì, ó ÿêèõ íå áiëüøå 6 îñîáëèâèõ òî÷îê.

Îñíîâíà ìåòà äàíî¨ ðîáîòè � óçàãàëüíèòè ïîíÿòòÿ àòîìiâ òà ìîëåêóë íà

âèïàäîê ôóíêöié áåç âíóòðiøíiõ êðèòè÷íèõ òî÷îê íà òðèâèìiðíîìó òiëi òà

ñêií÷åíîìó ÷èñëi êðèòè÷íèõ òî÷îê îáìåæåííÿ ôóíêöi¨ íà êðàé, îïèñàòè âñi

ïðîñòi àòîìè ñòåïåíi 3 òà 4 òà âñi ìîëåêóëè ç 5 àòîìàìè, îäèí ç ÿêèõ ìà¹

ñòåïiíü 3.

2 Ïîíÿòòÿ àòîìà òà ìîëåêóëè.

Íåõàé f : M → R � ôóíêöiÿ áåç âíóòðiøíiõ êðèòè÷íèõ òî÷îê íà òðèâè-

ìiðíîìó òiëi M òà ñêií÷åíîìó ÷èñëi êðèòè÷íèõ òî÷îê îáìåæåííÿ f∂ ôóíê-

öi¨ íà êðàé ∂M . ßêùî ðiâåíü ôóíêöi¨ Ly = f−1(y) ìiñòèòü êðèòè÷íó òî÷-

êó ôóíêöi¨ f∂ , òî âií íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íèì, à ÿêùî íå ìiñòèòü � ðåãó-

ëÿðíèì. Àòîìîì ôóíêöi¨ íàçèâà¹òüñÿ êîìïîíåíòó îêîëó êðèòè÷íîãî ðiâíÿ

M[y−ε, y+ε] = f−1([y−ε, y+ε]) ðîçøàðîâàíó íà êîìïîíåíòè ðiâíiâ ôóíêöi¨, i

òàêó, ùî ìiñòèòü êðèòè÷íi òî÷êè è ïåðåòèíà¹òüñÿ ëèøå ç îäíèì êðèòè÷íèì

ðiâíåì. Îñêiëüêè êðèòè÷íèõ òî÷îê ñêií÷åíå ÷èñëî, òî äëÿ êîæíîãî êðèòè÷-

íîãî ðiâíÿ çíàéäåòüñÿ òàêå ε, ùî êîìïîíåíòè M[y−ε, y+ε] áóäóòü àòîìàìè.

Ly+ε íàçèâàýòüñÿ âåðõíiì êiíöåì àòîìà, à Ly−ε � íèæíiì êiíöåì.

Äâà àòîìè íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì ìiæ

íèìè, ùî çáåðiãà¹ ðîçáèòòÿ íà êîìïîíåíòè ðiâíiâ (òîáòî êîìïîíåíòè ðiâíiâ

ôóíêöi¨ ïðè ãîìåîìîðôiçìi âiäîáðàæàþòüñÿ â êîìïîíåíòè ðiâíiâ).

ßêùî ó àòîìi çàôiêñóâàòè íàïðÿìîê çðîñòàííÿ ôóíêöi¨, òî òàêèé àòîì

áóäåìî íàçèâàòè f-àòîìîì. Íà âiäìiíó âiä ôóíêöié íà ïîâåðõíi, äå îäíîìó

àòîìó ìîæå âiäïîâiäàòè ÿê îäèí òàê i äâà íååêâiâàëåíòíi f -àòîìè, äëÿ ôóíê-

öié íà òðèâèìiðíèõ òiëàõ îäíîìó àòîìó âiäïîâiäà¹ äâà f -àòîìè. Â îäíîìó

ç íèõ ïîëå ãðàäi¹íòà grad f íàïðàâëåíî âñåðåäèíó òiëà (äîäàòíi òî÷êè òà

àòîìè), à â iíøîìó � íàçîâíi (âiä'¹ìíi).

Ùîá iç àòîìiâ óòâîðèòè òiëî ç çàäàíîþ íà íüîìó ôóíêöi¹þ, òðåáà âêà-

çàòè ÿê íèæíi êiíöi êîæíîãî àòîìà ñêëåþþòüñÿ ç âåðõíiìè êiíöÿìè iíøèõ
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àòîìiâ. Öå ïðàâèëî çàäà¹òüñÿ ìîëåêóëîþ, ÿêà òàêîæ ìiñòèòü iíôîðìàöiþ

ïðî êîæíèé àòîì.

3 Ïðîñòi àòîìè

Àòîì íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, ÿêùî âií ìiñòèòü îäíó êðèòè÷íó òî÷êó. Äàëi

áóäåìî ðîçãëÿäàòè ôóíêöi¨, ùî ìàþòü ëèøå ïî îäíié êðèòè÷íié òî÷öi íà

êîæíîìó êðèòè÷íîìó ðiâíi (ïðîñòi ôóíêöi¨) i âiäïîâiäíi ¨ì ïðîñòi àòîìè.

Îñêiëüêè ðåãóëÿðíèé ðiâåíü L � êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ ç êðà¹ì, ÿêà íå

çìiíþ¹òüñÿ ïðè ìàëèõ çìiíàõ ðåãóëÿðíîãî çíà÷åííÿ, òî ïðîõîäæåííÿ äî-

äàòíî¨ êðèòè÷íî¨ òî÷êè çìiíþ¹ öþ ïîâåðõíþ íà ïîâåðõíþ ç ïðèêëå¹íèì

2n-êóòíèêîì D äî L. Äå 2n-êóòíèê D ïðèêëåþ¹òüñÿ çà n ñòîðîíàìè, ùî íå

¹ ñóñiäíiìè, òîáòî ÷åðåç îäíó. Öå ïðèêëåþâàííÿ ïîâíiñòþ çàäà¹ ôóíêöiþ â

îêîëi ðåãóëÿðíîãî ðiâíÿ, ç òî÷íiñòþ äî òîïîëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi [5], à

îòæå i àòîì ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi àòîìiâ.

Çàiêñó¹ìî îði¹íòàöiþ íà àòîìi. Òîäi âîíà iíäóêó¹ îði¹íòàöiþ íà ãðàíèöi

2n-êóòíèêà D. Çàíóìåðó¹ìî ñòîðîíè, ùî ïðèêëåþþòüñÿ çãiíî öi¹¨ îði¹íòàöi¨

÷èñëàìè 1, 2, ..., n. Îòæå âñüîãî ìîæëèâî n ðiçíèõ íóìåðàöié, ùî âiäðiçíÿ-

þòüñÿ öèêëi÷íîþ ïåðåñòàíîâêî. Çàäàìî îáìåæåííÿ, ùî çìåíøóþòü äîâiëü-

íiñòü ó âèáîði íóìåðàöi¨. ×èñëî 1 âèáåðåìî òàê, ùî âîíî âiäïîâiäà¹ ñòîðîíi,

ÿêà ïðèêëåþþòüñÿ äî òi¹¨ êîìïîíåíòè ïîâåðõíi (íèæíüî¨ îñíîâè ìîëåêóëè),

äî ÿêî¨ ïðèêëåþ¹òüñÿ íàéáiëüøå ÷èñëî ñòîðií i òi¹¨ ¨¨ êîìïîíåíòè êðàþ,

äî ÿêî¨ ïðèêëåþ¹òüñÿ íàéáiëüøå ÷èñëî ñòîðií. Ïðè öüîìó n âiäïîâiäà¹ òié

êîìïîíåíòi ïîâåðõíi i òié êîìïîíåíòi êðàþ, äî ÿêèõ ïðèêëåþ¹òüñÿ íàéìåí-

øå ÷èñëî ñòîðií ç òèõ âàðiàíòiâ, ùî çàëèøèëèñÿ ïiñëÿ âèêîíàííÿ óìîâè íà

âèáið ÷èñëà 1. Çàóâàæèìî, ùî íàâiòü âèêîíàííÿ öèõ óìîâ ìîæå çàëèøèòè

äîâiëüíiñòü ó âèáîði ïî÷àòêîâî¨ ñòîðîíè íóìåðàöi¨.

Íà êîæíié êîìïîíåíòi êðàþ ∂L âèáåðåìî îði¹íòàöiþ, ùî çáiãà¹òüñÿ ç

îði¹íòàöi¹þ ãðàíèöi ∂D. Ïî÷íåìî îáõîäèòè òó êîìïîíåíòó êðàþ ∂L, ùî ìi-

ñòèòü ïðèêëå¹íó ñòîðîíó 1, ïî÷èíàþ÷è ç íå¨ çà îði¹íòàöi¹þ. Âèïèøåìî íî-

ìåðè âñiõ ñòîðií, ùî ïðèêëåþþòüñÿ äî öi¹¨ êîìïîíåíòè. Îòðèìàëè óïîðÿä-

êîâàíèé íàáið ÷èñåë, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ ç 1. Òàê ñàìî äëÿ êîæíî¨ êîìïîíåí-

òè çàïèøåìî óïîðÿäêîâàíèé íàáið ÷èñåë, òàê ùî íà ïåðøîìó ìiñöi ñòî¨òü

íàéìåíøå ÷èñëî â öüîìó íàáîði. Öi íàáîðè áóäåìî çàïèñóâàòè â êðóãëèõ

äóæêàõ, íàïðèêëàä (1,3,2). Äëÿ êîæíî¨ êîìïîíåíòè ïîâåðõíi L âèïèøåìî

â êâàäðàòíèõ äóæêàõ âñi íàáîðè, ÿêi âiäïîâiäàþòü êîìïîíåíòàì ¨¨ êðàþ.

Öi íàáîðè âïîðÿäêîâàíi çà çðîñòàííÿì ïåðøîãî ÷èñëà â íàáîði. Íàïðèêëàä,

[(1, 3), (2, 5), (4)]. Êðiì òîãî äëÿ êîæíî¨ êîìïîíåíòè ïîâåðõíi L âêàæåìî ¨¨
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ðiä g (âåðõíié iíäåêñ áiëÿ ñïèñêó) òà ÷èñëî k êîìïîíåíò êðàþ, äî ÿêèõ íå

ïðèêëåþ¹òüñÿ 2n-êóòíèê D (íèæíié iíäåêñ). Íàïðèêëàä, ñïèñîê [(1, 3), (2)]
3
2

äëÿ g = 3, k = 2. ßêùî öi iíäåêñè äîðiâíþþòü 0, òî ìè ¨õ íå áóäåìî ïèñàòè.

Îòðèìàëè äëÿ êîæíî¨ êîìïîíåíòè ïîâåðõíi L ñïèñîê íàáîðiâ. Óïîðÿäêó¹-

ìî ñïèñêè çà çðîñòàííÿì ïåðøîãî ÷èñëà. Íàïðèêëàä, [(1,3), (5)], [2]
1
1, [(4)]2.

Òàê ïîáóäîâàíó ïîñëiäîâíiñòü ñïèñêiâ áóäåìî íàçèâàòè êîäîì àòîìà.

Îñêiëüêè âèáið ïî÷àòêîâî¨ ñòîðîíè, âçàãàëi êàæó÷è íå îäíîçíà÷íèé, òî

ïðè öèêëi÷íié çàìiíi íîìåðiâ ìîæå âèíèêíóòè ïîñëiäîâíiñòü, âiäìiííà âiä

ïî÷àòêîâî¨ i ÿêà çàäà¹ îäèí i òîé ñàìèé àòîì. Íàïðèêëàä, [(1,2,4,3)] ∼
[(4,1,3,2)]=[(1,3,2,4)] (1 áóâ çàìiíåíèé íà 4, à ðåøòà íîìåðiâ çìåíøåíi íà

1).

Òåîðåìà 1. Êîæíèé àòîì ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi ìîæå áóòè

âiäòâîðåíèé çà ñâî¨ì êîäîì. Äâà êîäè çàäàþòü îäíàêîâi àòîìè, ÿêùî îäèí

ç iíøîãî ìîæå áóòè îòðèìàíèé öèêëi÷íîþçàìiíîþ òà ïåðåñòàíîâêîþ ÷è-

ñåë.

Äîâåäåííÿ. Êîæíèé êîä çàäà¹ îäíîçíà÷íî ïðèêëåþâàííÿ 2n-êóòíèêà äî

ïîâåðõîíü, ðîäè ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ âåðõíiìè iíäåêñàìè â ñïèñêàõ, à ÷èñëî

êîìïîíåíò êðàþ � ñóìîþ ÷èñëà íàáîðiâ â ñïèñêó òà íèæíüîãî iíäåêñó. Çà

[5] òàêå ïðèêëåþâàííÿ çàäà¹ ôóíêöiþ íà îêîëi êðèòè÷íîãî ðiâíÿ, à îòæå

ðîçøàðóâàííÿ öüîãî îêîëó, òîáòî àòîì.

Ïðè ïîáóäîâi àòîìà âñi îïåðàöi¨ áóëè âèçíà÷åíi îäíîçíà÷íî çà âèíÿòêîì

ìîæëèâî âèáîðó ïåðøî¨ ñòîðîíè àòîìó. Ïðè âèáîði iíøî¨ ñòîðîíè çà ïåðøó

âñi íîìåðè ñòîðií öèêëi÷íî ïåðåñòàâëÿþòüñÿ, ùî ïðèçâîäèòü äî öèêëi÷íî¨

çàìiíè òà öèêëi÷íî¨ ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë â êîäi. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Äàëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè àòîìè, â ñïèñêàõ ÿêèõ g = 0, k = 0. Äîâiëü-

íèé àòîì, ìîæíà îòðèìàòè ç òàêîãî äîïèñóþ÷è âåðõíi òà íèæíi iíäåêñè äî

ñïèñêiâ.

ßêùî ñòåïiíü êðèòè÷íî¨ n=2 (ÿê ó ôóíêöié Ìîðñà), òî ÷èñëî íå åêâiâà-

ëåíòíèõ àòîìiâ äîðiâíþ¹ 3. Âîíè ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

1) [(1,2)]; 2) [(1),(2)]; 3) [(1)],[(2)].

Ïðè n=3 ìà¹ìî 7 àòîìiâ:

1) [(1,2,3)]; 2) [(1, 3,2)]; 3) [(1,2),(3)]; 4) [(1),(2),(3)]; 5) [(1,2)],[(3)];

6) [(1),(2)],[(3)]; 7) [(1)],[(2)],[(3)].

Ïðè n=4 iñíó¹ 22 àòîìà:

1) [(1,2,3,4)]; 2) [(1,2,4,3)]; 3) [(1,4,3,2)]; 4) [(1,2,3),(4)]; 5) [(1,3,2),(4)];

6) [(1,2),(3,4)]; 7) [(1,3),(2,4)]; 8) [(1,2),(3),(4)]); 9) [(1,3),(2),(4)];

10) [(1),(2),(3),(4)]; 11) [(1,2,3)],[(4)]; 12) [(1,3,2)],[(4)]; 13) [(1,3),(2)],[(4)];
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14) [(1,2),(3)],[(4)]; 15) [(1),(2),(3)],[(4)]; 16) [(1,2)],[(3)],[(4)];

17) [(1,3)],[(2)],[(4)]; 18) [(1),(2)],[(3)],[(4)]; 19) [(1),(3)],[(2)],[(4)];

20) [(1)],[(2)],[(3)],[(4)]; 21) [(1),(2)],[(3),(4)]; 22) [(1),(3)],[(2),(4)].

4 Ãðàôè ôóíêöi¨ òà ìîëåêóëè.

Äëÿ âèâ÷åííÿ òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ôóíêöié íà ìíîãîâèäàõ ÷àñòî âè-

êîðèñòîâóþòü ãðàô, óâåäåíèé ó ðîáîòàõ Êðîíðîäà òà Ðiáà (äàëi ãðàô Ði-

áà). Âií îòðèìà¹òüñÿ ç ìíîãîâèäà ôàêòîðiçàöi¹þ çà òàêèì âiäíîøåííÿì: äâi

òî÷êè åêâiâàëåíòíi, ÿêùî ¨õ ìîæíà ç'¹äíàòè øëÿõîì â êîìïîíåíòi ðiâíÿ

ôóíêöi¨. Ïðè öüîìó âåðøèíàì ãðàôà âiäïîâiäàþòü êðèòè÷íi òî÷êè (ìîæ-

ëèâî äåêiëüêà êðèòè÷íèõ òî÷îê îäíié âåðøèíi). Íà ãðàôi Ðiáà ¹ îði¹íòàöiÿ

ðåáåð, çàäàíà íàïðÿìêîì çðîñòàííÿ ôóíêöi¨. Âêëàäåííÿ êðàþ ìíîãîâèäà â

ìíîãîâèä ïîðîäæó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ãðàôà Ðiáà G∂ ôóíêöi¨ f∂ íà

ãðàô Ðiáà Gf ôóíêöi¨ f . ßêùî îäíå ðåáðî âiäîáðàæàëîñü íà äåêiëüêà ðåáåð,

òî ìè ðîçiá'¹ìî éîãî íà äåêiëüêà ðåáåð, êîæíå ç ÿêèõ ãîìåîìîðôíî âiäî-

áðàæà¹òüñÿ íà îäíå ðåáðî. Îòðèìàíèé ãðàô ïîçíà÷èìî G1. Äëÿ òîãî ùîá

çàäàòè âiäîáðàæåííÿ ãðàôiâ Ðiáà äîñèòü çàäàòè ïðîîáðàçè äëÿ êîæíîãî ðåá-

ðà, òîáòî íà ãðàôi G âèäiëèòè íàáið ðåáåð, ùî âiäîáðàæàþòüñÿ â îäíå ðåáðî

ãðàôà Gf .

Âåðøèíè ãðàôà G1 ðîçáèòî íà òðè òèïè � äîäàòíi (ìè ¨õ áóäåìî çîáðà-

æóâàòè ÷îðíèì êîëüîðîì), âiä'¹ìíi (áiëèì) òà äîäàòêîâi (ñiðèì).

Äëÿ òîãî, ùîá íå çàäàâàòè äîäàòêîâî îði¹íòàöi¨ ðåáåð, ìè áóäåìî çîáðà-

æàòè ãðàô òàê, ùî îði¹íòàöiÿ êîæíîãî ðåáðà íàïðàâëåíà âiä íèæíüî¨ âåð-

øèíè äî âåðõíüî¨. Äëÿ êîæíîãî àòîìà çàïèñàíîãî ñâî¨ì êîäîì ñòàíäàðòíî

âiäòâîðþ¹òüñÿ ãðàô àòîìà. Ðîçãëÿíåìî äîäàòíié àòîì. Êîæíîìó ðåáðó, ùî

âõîäèòü ó âåðøèíó, âiäïîâiäà¹ íàáið, ÿêèé çàïèñàíèé â êðóãëèõ äóæêàõ. Â

òié ñàìié ïîñëiäîâíîñòi, ÿê öi íàáîðè çàïèñàíi â êîäi, áóäåìî çîáðàæàòè (çëi-

âà íà ïðàâî) ðåáðà, ùî âõîäÿòü, íà ãðàôi. Ðåáðàì, ùî âèõîäÿòü âiäïîâiäàþòü

êîìïîíåíòè êðàþ àòîìà. Çàíóìåðó¹ìî ¨õ ó òàêèé ñïîñiá. Ïåðøîþ áóäå òà,

ÿêà ìiñòèòü íå çàíóìåðîâàíó ñòîðîíó ìiæ ñòîðîíàìè ç íîìåðàìè 1 òà 2 ïðè

ðóñi âiä ïåðøî¨ äî äðóãîþ çà îði¹íòàöi¹þ ãðàíèöi 2n-êóòíèêà. ßêùî, ñòîðî-

íà ìiæ äðóãèì òà òðåòiì íîìåðîì íå ïîïàëà â ïåðøó êîìïîíåíòó, òî âîíà

çàäà¹ äðóãó êîìïîíåíòó, ÿêùî ïîïàëà, òî äðóãó êîìïîíåíòó âèçíà÷à¹ ïåðøà

íå çàíóìåðîâàíà ñòîðîíà, ÿêà íå ïîïàëà â ïåðøó êîìïîíåíòó. Òðåòþ êîì-

ïîíåíòó âèçíà÷à¹ íàñòóïíà íå çàíóìåðîâàíà ñòîðîíà, ÿêà íå ïîïàëà â ïåðøi

äâi i ò.ä. Òîäi ðåáðàì, ùî âèõîäÿòü çëiâà íàïðàâî ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü

ïåðøó, äðóãó i ò.ä. êîìïîíåíòè êðàþ àòîìà. ßêùî â ñïèñêàõ k 6= 0, òî âiä-
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ïîâiäíi ðåáðà áóäåìî çîáðàæàòè ñïðàâà âiä âåðøèíè ó òié ïîñëiäîâíîñòi, â

ÿêié iäóòü ñïèñêè â êîäi. Ç'¹äíà¹ìî âiäïîâiäíi ñiði âåðøèíè ãîðèçîíòàëüíèìè

(íåîði¹íòîâàíèìè) ðåáðàìè: çàäàíó âåðøèíó ç ñiðîþ âåðøèíîþ íà ïåðøîìó

ðåáði, ïîòiì ïåðøå ç äðóãèì, äðóãå ç òðåòiì i ò.ä. Îòðèìàíèé ãðàô ïîçíà-

÷èìî G. Äëÿ âåðøèí, ùî ¹ ëîêàëüíèìè åêñòðåìóìàìè ôóíêöi¨ f êîä áóäå

ïîðîæíiì, à äëÿ âåðøèí, ùî ¹ ëîêàëüíèìè åêñòðåìóìàìè ôóíêöi¨ f∂ , àëå íå

ëîêàëüíèìè åêñòðåìóìàìè ôóíêöi¨ f, êîä áóäåìî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi [0]
g
k.

Ãðàôè âiä'¹ìíèõ àòîìiâ � öå äçåðêàëüíèé îáðàç ãðàôiâ äîäàòíèõ àòîìiâ.

Êîæíîìó ðåáðó ãðàôà Gf (íàáîðó ðåáåð íà ãðàôi G) ïîñòàâèìî ó âiäïî-

âiäíiñòü ðiä g òà ÷èñëî êîìïîíåíò êðàþ k ïîâåðõíi ðiâíÿ, à òàêîæ åëåìåíò

ãðóïè ãîìåîòîïié îòðèìàíî¨ ïîâåðõíi F g
k , ùî çàäà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì ïðè-

êëåþâàííÿ âåðõíüîãî êiíöÿ àòîìà äî íèæíüîãî. ßêùî g=0 i k<4, òî òàêèé

åëåìåíò îäèí.

Çàóâàæèìî, ùî ëîêàëüíèì ìiíiìóìàì òà ìàêñèìóìàì íà ãðàôi Ðiáà âiä-

ïîâiäàþòü âåðøèíè âàëåíòíîñòi 1. Îòæå, ðàçîì ç òèïîì âîíè çàäàþòü àòîì.

Ìîëåêóëîþ íàçèâà¹òüñÿ ãðàô G, äåÿêi ðåáðà ÿêîãî îði¹íòîâàíi, à âåðøè-

íè ðîçáèòi íà òðè òèïè, êîæíié âåðøèíi ïåðøîãî àáî äðóãîãî òèïó ïîñòàâ-

ëåíî ó âiäïîâiäíiñòü êîä, òà óïîðÿäêîâàíî ðåáðà ùî âõîäÿòü òà âèõîäÿòü iç

âåðøèíè, ðåáðà ðîçáèòi íà ãðóïè, êîæíié òàêié ãðóïi ç k ðåáåð ïîñòàâëåíî

ó âiäïîâiäíiñòü ðiä g òà åëåìåíò ãðóïè ãîìåîòîïié ïîâåðõíi F g
k .

Îñêiëüêè iíôîðìàöiÿ ïðî êîæíó ãðóïó ðåáåð çàïèñàíà â êîäàõ ñóìiæíèõ

ç íåþ âåðøèí, òî ãðóïè ìîæíà íå âêàçóâàòè, à åëåìåíò ãðóïè ãîìåîòîïié

ïðèïèñóâàòè ïåðøîìó ðåáðó ãðóïè.

Äâi ìîëåêóëè íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹ içîìîðôiçì ¨õ ãðà-

ôiâ, ùî âiäîáðàæà¹ îði¹íòîâàíi ðåáðà â îði¹íòîâàíi çi çáåðåæåííÿì îði¹í-

òàöi¨, çáåðiãà¹ òèï âåðøèí, êîäè ó âåðøèíàõ òà ïîðÿäîê ðåáåð ùî âõîäÿòü

òà âèõîäÿòü ç êîæíî¨ âåðøèíè, à òàêîæ åëåìåíòè ãðóï ãîìåîòîïié äëÿ òèõ

ðåáåð, ó ÿêèõ âîíè ïðèïèñàíi àáî òàêèé içîìîðôiçì iñíó¹ ïiñëÿ öèêëi÷íèõ

ïåðåñòàíîâîê íîìåðiâ ó âåðøèíàõ i âiäïîâiäíèõ çìií ó ïîðÿäêó ðåáåð, ùî

âõîäÿòü òà âèõîäÿòü ç öèõ âåðøèí. Äëÿ òîãî, ùîá íå ïåðåâiðÿòè öèêëi÷íó

ïåðåñòàíîâêó íîìåðiâ ìîæíà äëÿ êîæíîãî n âèïèñàòè ñïèñîê âñiõ àòîìiâ i

îäèí ç êîäiâ äëÿ êîæíîãî àòîìà (ÿê öå áóëî çðîáëåíî ðàíiøå äëÿ n=2,3,4) ,

à â ìîëåêóëi çàïèñóâàòè òiëüêè êîäè iç ñïèñêó.

Çàíóìåðó¹ìî êðèòè÷íi òî÷êè çà çðîñòàííÿì çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â íèõ, òàê

ùî òî÷êà ìiíiìóìà ìà¹ íîìåð 1, íàñòóïíà 2 i ò.ä. Òîäi íà ìîëåêóëi âèíèêà¹

íóìåðàöiÿ âåðøèí. Ìîëåêóëó ç íóìåðàöi¹þ áóäåìî íàçèâàòè îñíàùåíîþ ìî-
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ëåêóëîþ. Îñíàùåíèé içîìîðôiçì ìîëåêóë, öå òàêèé içîìîðôiçì, ÿêèé çáåði-

ãà¹ íîìåðè âåðøèí.

Òåîðåìà 2. Äâi ôóíêöi¨ íà òðèâèìiðíèõ òiëàõ ïîøàðîâî åêâiâàëåíòíi

òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ ìîëåêóëè içîìîðôíi. Ôóíêöi¨ áóäóòü òîïîëî-

ãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ ìîëåêóëè îñíàùåíî içîìîðôíi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. ßêùî iñíó¹ åêâiâàëåíòíiñòü ôóíêöié, òîáòî

ãîìåîìîðôiçì ìiæ òiëàìè, òî éîãî îáìåæåííÿ íà àòîìè çàäà¹ içîìîðôiçì

àòîìiâ, òîáòî åêâiâàëåíòíiñòü êîäiâ, à îñêiëüêè âiä âiäîáðàæà¹ øàðè ôóíêöi¨

ó øàðè, òî âií ïîðîäæó¹ içîìîðôiçì ãðàôiâ çi çáåðåæåííÿì îði¹íòàöié, òèïó

âåðøèí, ïîðÿäîêó ðåáåð ùî âõîäÿòü òà âèõîäÿòü ç êîæíî¨ âåðøèíè, à òàêîæ

åëåìåíòiâ ãðóï ãîìåîòîïié.

Äîñòàòíiñòü. Åêâiâàëåíòíiñòü êîäiâ çà òåîðåìîþ 1 äîñòàòíÿ äëÿ iñíóâàí-

íÿ òîïîëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ôóíêöié â îêîëàõ êðèòè÷íèõ ðiâíiâ. Içî-

ìîðôiçì ãðàôiâ çàáåçïå÷ó¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ âåðõíiìè òà íèæíiìè îñíîâà-

ìè àòîìiâ, à ðiâíiñòü åëåìåíòiâ ãðóï ãîìåîòîïié îçíà÷à¹, ùî ïðèêëåþâàííÿ

âåðõíiõ îñíîâ äî íèæíiõ âiäðiçíÿþòüñÿ íà içîòîïiþ. À içîòîïiÿ çà îçíà÷åí-

íÿì çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ öèëiíäðà íàä êîìïîíåíòîþ ðåãóëÿðíîãî ðiâíÿ îäíi¹¨

ôóíêöi¨ â òàêèé öèëiíäð äëÿ äðóãî¨ ôóíêöi¨. Öå îçíà÷à¹, ùî ãîìåîìîðôiçì

ìiæ àòîìàìè ïðîäîâæó¹òüñÿ íà öèëiíäðè ìiæ íèìè òîáòî äî ãîìåîìîðôiç-

ìó âñüîãî òiëà, ùî çáåðiãà¹ øàðè ôóíêöié òîáòî ïîøàðîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi.

Òàê ñàìî ÿê i äëÿ ôóíêöié Ìîðñà, íóìåðàöiÿ âåðøèí çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ

ïðÿìî¨ çíà÷åíü îäíi¹¨ ôóíêöi¨ â iíøó i ïåðåòâîðþ¹ ïîøàðîâó åêâiâàëåíòíiñòü

íà òîïîëîãi÷íó. Òåîðåìó äîâåäåíî

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ ó ÿêèõ 5 êðèòè÷íèõ òî÷îê, îäíà ç ÿêèõ äîäàòíà òà

ìà¹ ñòåïiíü k=3. Âñi ìîæëèâi ìîëåêóëè òàêèõ ôóíêöié íà òðèâèìiðíîìó

äèñêó (òiëi ðîäó 0) çîáðàæåíi íà ðèñ. 1.

Ðèñ.1.
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Îòæå iñíó¹ 6 òàêèõ òîïîëîãi÷íî íå åêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié íà òðèâèìið-

íîìó äèñêó. Ïåðøà òà äðóãà, ÿê òðåòÿ òà ÷åòâåðòà ìîëåêóëè çàäàþòü ïîøà-

ðîâî åêâiâàëåíòíi ôóíêöi¨. Òîìó iñíó¹ 4 ðiçíèõ ïîøàðîâî íå åêâiâàëåíòíèõ

ôóíêöié íà òðèâèìiðíîìó äèñêó.

Âñi ìîæëèâi ìîëåêóëè òàêèõ ôóíêöié íà ïîâíîìó òîði (òiëî ðîäó 1) çîá-

ðàæåíi íà ðèñ. 2.

Ðèñ.2.

×åòâåðòà òà ï'ÿòà ìîëåêóëè âiäïîâiäàþòü ïîøàðîâî åêâiâàëåíòíèì ôóíê-

öiÿì. Â øîñòié ìîëåêóëi áiëÿ îäíîãî ç ðåáåð ñòî¨òü åëåìåíò À ãðóïè ãîìåî-

òîïié òîðà ç äiðêîþ. Îñêiëüêè öÿ ãðóïà íåñêií÷åíà, òî iñíó¹ íåñêií÷åííî

áàãàòî òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié â öüîìó âèïàäêó.

Íà òiëi ðîäó 2 ìîæëèâi ëèøå 2 ãðàôè:

Ðèñ.3

Íà äðóãîìó ãðàôi, ÿê i ðàíiøå, åëåìåíò À ìîæå ïðèéìàòè íåñêií÷åíå

÷èñëî çíà÷åíü. Îòæå, iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ó

öüîìó âèïàäêó.
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Âèñíîâîê. Â ðîáîòi óçàãàëüíåíî ïîíÿòòÿ àòîìiâ òà ìîëåêóë íà âèïàäîê

ôóíêöié áåç âíóòðiøíiõ êðèòè÷íèõ òî÷îê íà òðèâèìiðíîìó òiëi òà ñêií÷å-

íîìó ÷èñëi êðèòè÷íèõ òî÷îê îáìåæåííÿ ôóíêöi¨ íà êðàé, îïèñàíi âñi ïðîñòi

àòîìè ñòåïåíi 2 (3 àòîìè), 3 (7 àòîìiâ) òà 4 (22 àòîìè) òà âñi ìîëåêóëè ç 5

àòîìàìè, îäèí ç ÿêèõ ìà¹ ñòåïiíü 3 (14 ãðàôiâ ìîëåêóë).
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