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Àííîòàöèÿ Ìåòîä Ý. Êàðòàíà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ îáîáùåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ââåäåííûõ íàìè ðàíåå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà ãëàâíîå ðàññëîåíèå · G-ñòðóêòóðà · îáîáùåííîå ãëàâíîå
ðàññëîåíèå · K-îáîáùåííàÿ G-ñòðóêòóðà · ãðóïïà Ëè · äåôîðìàöèÿ ãðóïïû

(àëãåáðû) Ëè

ÓÄÊ 514.76

Íàïîìíèì, ÷òî ãëàâíîå ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî (ãëàâíîå ðàññëîåíèå)

åñòü ÷åòâåðêà (P,M, π,G), ãäå P èM � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, dimP = n+r,

dimM = n; G � ãðóïïà Ëè, ãëàäêî è ñâîáîäíî äåéñòâóþùàÿ ñïðàâà íà P ,

dimG = r; M = OrbGP � ïðîñòðàíñòâî îðáèò ýòîãî äåéñòâèÿ; π : P →M �

åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ òî÷êå p ∈ P åå îðáèòó. Ïðè ýòîì

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñâîéñòâî ëîêàëüíîé òðèâèàëüíîñòè.

Ãëàâíîå ðàññëîåíèå äîïóñêàåò èçó÷åíèå ìåòîäîì Êàðòàíà � Ëàïòåâà.

Ñóòü åãî â òîì, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè P ââîäèòñÿ êîáàçèñ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ ôîðì ωa, ωi, ãäå a, b, c, d, e, . . . = 1, 2, . . . r; i, j, k, . . . = r + 1, . . . r + n.

Ôîðìû ωi åñòü áàçèñíûå ôîðìû âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî åñòü ÿâëÿ-

þòñÿ êîìáèíàöèÿìè äèôôåðåíöèàëîâ ïàðàìåòðîâ ñëîÿ, êîòîðûå îáîçíà÷èì

xi. Èíûìè ñëîâàìè, ýòè ôîðìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áàçèñíûå ôîðìû

ìíîãîîáðàçèÿ M .

Ôîðìû ωa ñ òî÷íîñòüþ äî êîìáèíàöèè ôîðì ωi ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äó-

àëüíûé áàçèñ ôóíäàìåíòàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, îïðåäåëåííûõ äåéñòâèåì

ãðóïïû G â ñëîå, è çàâèñÿò îò äèôôåðåíöèàëîâ ïàðàìåòðîâ ua ãðóïïû G.
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Êàê ïîêàçàíî â [1], âñå ýòè ôîðìû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñòðóêòóðíûì

óðàâíåíèÿì âèäà

dωi =ωj ∧ ωij ,

dωa =− 1

2
Cabcω

b ∧ ωc + ωaj ∧ ωj ,
(1)

ãäå ôîðìû ωij çàâèñÿò îò äèôôåðåíöèàëîâ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò � ïàðàìåò-

ðîâ xi è äèôôåðåíöèàëîâ ïàðàìåòðîâ ïîäâèæíîãî ðåïåðà (êîðåïåðà) ïåð-

âîãî ïîðÿäêà; ôîðìû ωaj çàâèñÿò îò äèôôåðåíöèàëîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, âñåõ

ïàðàìåòðîâ: xi, ua è ïàðàìåòðîâ ðåïåðà. Âåëè÷èíû Cabc îáðàçóþò ñòðóêòóð-

íûé òåíçîð ãðóïïû Ëè G, òî åñòü êîñîñèììåòðè÷íû ïî íèæíèì èíäåêñàì è

óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó ßêîáè:

Cae[bC
e
cd] = 0.

Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü îáîáùåíèå ýòîé êîíñòðóêöèè � òàêîå ðàññëîå-

íèå, â êàæäîì ñëîå êîòîðîãî äåéñòâóåò r�ìåðíàÿ ãðóïïà Ëè, ãëàäêî çàâè-

ñÿùàÿ îò ñëîÿ. Ýòî ïîíÿòèå áûëî ââåäåíî íàìè ðàíåå, ñì., íàïðèìåð, [2] è

[3]. Çàâèñèìîñòü ãðóïïû îò ñëîÿ îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî

ãðóïï Ëè, èëè äåôîðìàöèÿ ãðóïïû Ëè. Ïóñòü G(x) � ñåìåéñòâî ãðóïï Ëè

ðàçìåðíîñòè r, ãäå x � ïàðàìåòð äåôîðìàöèè. Áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü,

÷òî ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ äåôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì

ðàçìåðíîñòè n, îáîçíà÷èì åãî M .

Ïóñòü, êàê è âûøå, P � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, dimP = n+r, π : P →M

� ñóáìåðñèÿ, è â ñëîå π−1(x), x ∈ M , ñâîáîäíî è òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò

ãðóïïà G(x). Ìíîãîîáðàçèå P ñ òàêîé ñòðóêòóðîé áóäåì íàçûâàòü îáîáùåí-

íûì ãëàâíûì ðàññëîåííûì ïðîñòðàíñòâîì èëè ïðîñòî îáîáùåííûì ãëàâ-

íûì ðàññëîåíèåì.

Íàéäåì ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ îáîáùåííîãî ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ, îáîá-

ùàþùèå óðàâíåíèÿ (1).

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðíûé òåíçîð Cabc(x) ãðóïïû G(x) òàê-

æå äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü òîæäåñòâàì ßêîáè:

Cae[b(x)C
e
cd](x) = 0, (2)

êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî ïðè ëþáîì x èç M .

Äàëåå íà ìíîãîîáðàçèè M ââåäåì áàçèñíûå ôîðìû ωi, êîòîðûå áóäóò

òàêæå óäîâëåòâîðÿòü ïåðâîé ñåðèè ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé (1). Òàêæå, êàê

è â ñëó÷àå îáû÷íûõ ãëàâíûõ ðàññëîåíèé ìû ìîæåì ïåðåíåñòè ëåâîèíâà-

ðèàíòíûå ïîëÿ ñ ãðóïïû Ëè G(x) íà ñîîòâåòñòâóþùèé ñëîé íàä òî÷êîé x,

ïîñêîëüêó ãðóïïà äåéñòâóåò íà ýòîì ñëîå òðàíçèòèâíî è ñâîáîäíî. Íà ñëîå
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ïîëó÷èì ôóíäàìåíòàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, äëÿ êîòîðûõ íàéäåì áàçèñ äó-

àëüíûõ ôîðì ωa. Ýòè ôîðìû áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ñòðóêòóðíûì óðàâíåíè-

ÿì

dωa = −1

2
Cabc(x)ω

b ∧ ωc + ωaj ∧ ωj , (3)

àíàëîãè÷íûì âòîðîé ñåðèè óðàâíåíèé (1). Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðíûå

óðàâíåíèÿ îáîáùåííîãî ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òîé æå

ôîðìå, ÷òî è ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ, ðàçíèöà â òîì,

÷òî âåëè÷èíû Cabc â ïåðâîì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè, à çàâèñÿò îò

ïåðåìåííîé x � òî÷êè áàçû ðàññëîåíèÿ.

Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ è äëÿ G-ñòðóêòóð. Êëàññè÷åñêîå ïî-

íÿòèå G-ñòðóêòóðû òàêæå äîïóñêàåò îáîáùåíèÿ. Îäíî èç íèõ çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òîáû îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.

ÒàêèåG-ñòðóêòóðîé íàçûâàþò îáîáùåííûìè. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äðó-

ãîå îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ G-ñòðóêòóðû, ñâÿçàííîå ñ äåôîðìàöèåé ãðóïïû Ëè.

Òàêîé îáúåêò ìû áóäåì íàçûâàòü K-îáîáùåííîé G-ñòðóêòóðîé.

Íàïîìíèì îäíî èç îïðåäåëåíèé G-ñòðóêòóðû. Ïóñòü G � ïîäãðóïïà ïîë-

íîé ëèíåéíîé ãðóïïû GL(n), äåéñòâóþùåé â íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì n-

ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ñî ñòàíäàðòíûì áàçèñîì, è ïóñòü B(M)

� ðàññëîåíèå ðåïåðîâ ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿM ðàçìåðíîñòè n, π : B(M)→
M � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ. Òîãäà âñÿêèé ðåïåð p èç B(M) îïðåäåëÿåò èçî-

ìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà V íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tx(M), ãäå x = π(p).

G-ñòðóêòóðîé BG íà ìíîãîîáðàçèèM íàçûâàåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèå â B(M),

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè p èç BG è äëÿ ëþáîãî g èç GL(n) òî÷êà p ·g ïðè-
íàäëåæèò BG òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ∈ G. Ïðè ýòîì, ïî îïðåäåëåíèþ,
p · g(v) = p(gv), v ∈ V.

Îáîáùèì ýòó êîíñòðóêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü G(x) � ãëàäêàÿ

äåôîðìàöèÿ â GL(n), òî åñòü n-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî r-ìåðíûõ ïîä-

ãðóïï ãðóïïû GL(n), ãëàäêî çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà x. Îáîçíà÷èì ïðî-

ñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ äåôîðìàöèè îïÿòü ÷åðåç M è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî M

� ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n.

K-îáîáùåííîé G-ñòðóêòóðîé BG(x) íà ìíîãîîáðàçèè M íàçîâåì ïîä-

ìíîãîîáðàçèå â ðàññëîåíèè B(M) ðåïåðîâ ìíîãîîáðàçèÿ M òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáîé òî÷êè p èç BG(x) è äëÿ ëþáîãî g èç GL(n) òî÷êà p · g ïðèíàäëåæèò
BG(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ∈ G(x), ãäå x = π(p). Ïðè ýòîì, êàê è

âûøå, p · g(v) = p(gv), v ∈ V, è ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå G(x) äåéñòâóþò â íåêîòî-

ðîì ôèêñèðîâàííîì n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ñî ñòàíäàðòíûì

áàçèñîì.
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Ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ G-ñòðóêòóðû BG íàéäåíû, íàïðèìåð, â [4]:

dωi =aijαω
j ∧ θα + bijkω

j ∧ ωk,

dθα =− 1

2
Cαβγθ

β ∧ θγ + θαj ∧ ωj ,
(4)

ãäå èíäåêñû ïðîáåãàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: α, β, γ, ε, . . . =

1, 2, . . . r; i, j, k, . . . = 1, . . . n. Çäåñü ωi � áàçèñíûå ôîðìû ìíîãîîáðàçèÿ

M , aijα � ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿþùèå âëîæåíèå ãðóïïû G êàê ïîäãðóïïû

â ïîëíóþ ëèíåéíóþ ãðóïïó GL(n), äåéñòâóþùóþ íà ðàññëîåíèè ðåïåðîâ

ìíîãîîáðàçèÿ M :

πij = aijαθ̃
α; (5)

πij � èíâàðèàíòíûå ôîðìû ãðóïïû GL(n), θ̃α � èíâàðèàíòíûå ôîðìû ãðóï-

ïû G; Cαβγ � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ãðóïïû G, óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäå-

ñòâó ßêîáè (ñì. âûøå); bijk � ïåðâûé ñòðóêòóðíûé îáúåêò G-ñòðóêòóðû.

Ôîðìû θα åñòü êîáàçèñ, äóàëüíûé áàçèñó ôóíäàìåíòàëüíûõ âåêòîðíûõ ïî-

ëåé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ íà ðàññëîåíèè ðåïåðîâ ìíîãîîáðàçèÿ M ïðè äåé-

ñòâèè ãðóïïû G.

Ïóñòü òåïåðü, êàê è âûøå, G(x) � ãëàäêàÿ äåôîðìàöèÿ ãðóïïû Ëè,M �

ìíîãîîáðàçèå ïàðàìåòðîâ. Òîãäà âëîæåíèå ãðóïïû G(x) â GL(n) çàïèøåòñÿ

â âèäå

πij = aijα(x)θ̃
α,

ãäå aijα(x) óæå íå ïîñòîÿííûå, à ôóíêöèè îò òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿM . Ñòðóê-

òóðíûå ïîñòîÿííûå ãðóïïû G òàêæå ñòàíîâÿòñÿ ôóíêöèÿìè îò x è óäî-

âëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì (2) ïðè ëþáîì x. Ïîýòîìó ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ

K-îáîáùåííîé G-ñòðóêòóðû ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó, àíàëîãè÷íîìó

(4):

dωi = aijα(x)ω
j ∧ θα + bijkω

j ∧ ωk, dθα = −1

2
Cαβγ(x)θ

β ∧ θγ + θαj ∧ ωj . (6)

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Ëàïòåâ Ã.Ô. Ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ ãëàâíîãî ðàññëîåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Òðóäû
ãåîìåòðè÷åñêîãî ñåìèíàðà, ò. 2, Ìîñêâà, ÂÈÍÈÒÈ ÀÍ ÑÑÑÐ, 1969, ñ. 161-178.

2. Êóçàêîíü Â.Ì. Generalized �ber bundles with connections// Ukr. J. Phys. 1998, v. 43,
n. 7, pp. 14-16.

3. Êóçàêîíü Â.Ì. Îáîáùåííûå ðàññëîåííûå ïðîñòðàíñòâà// Æ. Ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè
òà ôiçèêî-ìåõàíi÷íi ïîëÿ, òîì 45, � 2, 2002, ñ. 58-63.

4. Àêèâèñ Ì.À. Î çàìêíóòûõ G-ñòðóêòóðàõ íà äèôôåðåíöèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè.

Ïðîáëåìû ãåîìåòðèè (Èòîãè íàóêè è òåõíèêè ÂÈÍÈÒÈ ÀÍ ÑÑÑÐ) 7 (1975), 69�79.



50 Â.Ì. Êóçàêîíü

Â. Ì. Êóçàêîíü

ÎÍÀÏÒ, Îäåññà, Óêðàèíà

E-mail: kuzakon_v@ukr.net

ViktorM. Kuzakon'

ONAFT, Odessa, Ukraine.

The generalized structures associated with a group Lie deformation

We use Cartan's method for the investigation of the generalized geometrical

structures which were introduced by us earlier.


