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Ñîõðàíåíèå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïðè êîí-
ôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ

Å. Â. ×åðåâêî

Àííîòàöèÿ Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ñ óñëîâèåì

ñîõðàíåíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà. Ïîëó÷åíû äèôôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé. Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ýòèõ

óðàâíåíèé. Íàéäåíû äðóãèå èíâàðèàíòû òàêèõ îòîáðàæåíèé, äîêàçàíà

èíâàðèàíòíîñòü â ýòîì ñëó÷àå òåíçîðîâ Ðèìàíà è Ðè÷÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ · Óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ·
Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

ÓÄÊ 514.822

1 Âñòóïëåíèå

Îòîáðàæåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ èçó÷àëèñü

â ðàáîòàõ [10], [2], [6], [7], â ÷àñòíîñòè, òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â [5]. Öåëü

íàñòîÿùåé ñòàòüè � äàëüíåéøåå èçó÷åíèå êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, îñòàâ-

ëÿþùèõ èíâàðèàíòíûì òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà. Îñîáûé èíòåðåñ ê ïîñëåä-

íèì âûçâàí òåì, ÷òî ïðè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ âñåãäà ñîõðàíÿåòñÿ àë-

ãåáðàè÷åñêèé òèï ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè Ïåòðîâà

[8].

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1 Ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà (Vn, g) è (V n, g) íàõîäÿòñÿ â

êîíôîðìíîì ñîîòâåòñòâèè, åñëè èõ ìåòðèêè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

gij(x) = e2ϕ(x)gij(x), (1)
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ãäå ϕ(x) � íåêîòîðûé èíâàðèàíò.

Ïðè ýòîì äëÿ äëÿ îáúåêòîâ ñâÿçíîñòè Γ kij è Γ
k

ij êîíôîðìíî ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïðîñòðàíñòâ (Vn, g) è (V n, g) âûïîëíÿåòñÿ:

Γ
k

ij = Γ kij + δki ϕj + δkj ϕi − ϕkgij (2)

Èíâàðèàíò ϕ äîëæåí óäîëåòâîðÿòü ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé[1]:

∇jϕi = ϕiϕj −
1

2
gij∆1ϕ+

1

n− 2

(
Rij −

Rgij
2(n− 1)

)
− 1

n− 2

(
Rij −

Rgij
2(n− 1)

)
(3)

Çäåñü ϕi = ∂iϕ, ∆1ϕ = ϕiϕjg
ij . Äàëåå, Rij = Rαijα è Rij = R

α

ijα, � ñîîòâåò-

ñòâåííî òåíçîðû Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâ Vn è V n, à R = Rijg
ij è R = Rijg

ij- èõ

ñêàëÿðíûå êðèâèçíû. Ñëåäóÿ [3] è [4], äèôôåðåíöèðóåì êîâàðèàíòíî (3) ïî

xk â ñâÿçíîñòè Γ ïðîñòðàíñòâà (Vn, g):

∇k∇jϕi = ∇kϕiϕj + ϕi∇kϕj − gijgαβ∇kϕαϕβ+

+
1

n− 2

(
∇kRij −

ϕkRgije
2ϕ

n− 1
− ∂kRgije

2ϕ

2(n− 1)

)
−

− 1

n− 2

(
∇kRij −

ϕkRgije
2ϕ

n− 1
− ∂kRgije

2ϕ

2(n− 1)

) (4)

Ó÷èòûâàåì, ÷òî ∇kRij = ∇kRij + PαkiRαj + PαkjRiα, ãäå

P kij = δki ϕj + δkj ϕi − ϕkgij , à îòñþäà

∇kRij = ∇kRij + ϕkRij + ϕiRjk − ϕαRαjgik + ϕkRij + ϕjRik − ϕαRαigjk.

Ñèìâîëàìè ∇ è ∇ ìû îáîçíà÷àåì êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ñîîòâåòñòâåí-

íî â ñâÿçíîñòÿõ Γ è Γ . Àëüòåðíèðóÿ (4) ïî k, j, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî Ðè÷÷è

∇k∇jϕi −∇j∇kϕi = ϕαR
α
ijk (5)

ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ, ïîëó÷àåì:

(n− 3)ϕαC
α
ijk = ∇αCαijk −∇αCαijk. (6)

Çäåñü Chijk - òåíçîð Âåéëÿ êîíôîðìíîé êðèâèçíû:

Chijk
def
= Rhijk +

1

n− 2

(
δhjRik − δhkRij + gikR

h
j − gijRhk

)
+

+
R

(n− 1)(n− 2)

(
δhkgij − δhj gik

)
,

(7)
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à ∇αCαijk è ∇αCαijk- ñîîòâåòñòâåííî äèâåðãåíöèè òåíçîðà Âåéëÿ â ñâÿçíîñòÿõ
Γ è Γ :

∇αCαijk =
n− 3

n− 2

(
∇kRij −∇jRik +

1

2(n− 1)
(∇kRgik −∇jRgij)

)
(8)

∇αCαijk =
n− 3

n− 2

(
∇kRij −∇jRik +

1

2(n− 1)

(
∇kRgik −∇jRgij

))
Óðàâíåíèÿ (6) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû (3).

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1 Åñëè (Vn, g) è (V n, g), (n > 3) íàõîäÿòñÿ â êîíôîðìíîì ñîîò-

âåòñòâèè, òî èíâàðèàíò ϕ è äèâåðãåíöèè òåíçîðà êîíôîðìíîé êðèâèçíû â

ñâÿçíîñòÿõ, ñîãëàñîâàííûõ ñ ìåòðèêàìè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, äîëæíû óäî-

âëåòâîðÿòü óñëîâèþ

(n− 3)ϕαC
α
ijk = ∇αCαijk −∇αCαijk.

ut

Áóäåì íàçûâàòü ïðàâóþ ÷àñòü (6)

Dijk
def
= ∇αCαijk −∇αCαijk

êîíôîðìíîé äåôîðìàöèåé äèâåðãåíöèè òåíçîðà Âåéëÿ. Ñâåðíåì (5)

ñ ϕi = giα∇αϕ.

ϕi
(
∇αCαijk −∇αCαijk

)
= (n− 3)ϕiϕαC

α
ijk. (9)

Â ñèëó ñâîéñòâ òåíçîðà Âåéëÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåì:

Ñëåäñòâèå 1 Åñëè (Vn, g) è (V n, g), (n > 3) íàõîäÿòñÿ â êîíôîðìíîì ñî-

îòâåòñòâèè, òî êîíôîðìíàÿ äåôîðìàöèÿ äèâåðãåíöèè òåíçîðà Âåéëÿ îá-

ëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

ϕiDijk = ϕi
(
∇αCαijk −∇αCαijk

)
= 0.

ut
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3 Óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ïðè

êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ

Èçâåñòíî ([9], [12]), ÷òî ïîëÿ òÿãîòåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå (Vn, g) îïèñûâàþòñÿ

óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà:

Rij −
Rgij
2

= −8πk

c4
Tij .

Çäåñü ñèìâîëîì Tij îáîçíà÷åí äâàæäû êîâàðèàíòíèé òåíçîð ýíåðãèè-

èìïóëüñà, c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå, è k - ãðàâèòàöèîííàÿ êîíñòàíòà.

Ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä:

Rij −
Rgij
2

= −Tij . (10)

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî â äàëüíåéøåì, áóäåì ñ÷èòàòü ðàçìåðíîñòü èçó÷à-

åìûõ ïðîñòðàíñòâ n > 3. Ìû èññëåäóåì ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-

èìïóëüñà ïðè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ ïðîñòðàíñòâ (Vn, g) → (V n, g).

Ïîäîáíûì îáðàçîì, â ðàáîòàõ ([6], [7]) èçó÷àþòñÿ îòîáðàæåíèÿ, îòíîñèòåëü-

íî êîòîðûõ òåíçîð Ýéíøòåéíà

Eij = Rij −
Rgij
n

îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíûì. Öåëüþ æå íàøåãî èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ, ñîáñòâåííî,

òåíçîð

Sij = −Tij = Rij −
Rgij
2

,

êîòîðûé â íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ èñòî÷íèêàõ, íàïðèìåð â [11], òàêæå èìå-

íóåòñÿ òåíçîðîì Ýéíøòåéíà.

Èñõîäÿ èç (10), äåôîðìàöèþ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ìîæíà çàïèñàòü

êàê:

T ij − Tij = Rij −
Rgij
2
−Rij +

Rgij
2

. (11)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òðåáîâàíèå ñîõðàíåíèÿ, ò. å. T ij = Tij èç (11) èìååì:

Rij −Rij =
Rgij
2
− Rgij

2
. (12)

Çàïèøåì (3) ñ ó÷åòîì (12):

∇jϕi = ϕiϕj −
1

2
gij∆1ϕ+

Rgij
2(n− 1)

− Rgij
2(n− 1)

(13)



Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà è êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ 55

Äèôôåðåíöèðóåì êîâàðèàíòíî (13) ïî xk â ñâÿçíîñòè Γ ïðîñòðàíñòâà

(Vn, g):

∇k∇jϕi =∇kϕiϕj + ϕi∇kϕj − ϕmgml∇kϕlgij +
∂kRgij
2(n− 1)

+
ϕkRgij
n− 1

− ∂kRgij
2(n− 1)

=

=

(
ϕiϕk −

1

2
gik∆1ϕ+

Rgik
2(n− 1)

− Rgik
2(n− 1)

)
ϕj + ϕi∇kϕj−

− ϕmgml
(
ϕlϕk −

1

2
glk∆1ϕ+

Rglk
2(n− 1)

− Rglk
2(n− 1)

)
gij+

+
∂kRgij
2(n− 1)

+
ϕkRgij
n− 1

− ∂kRgij
2(n− 1)

= ϕiϕkϕj −
1

2
gik∆1ϕϕj+

+
ϕjRgik
2(n− 1)

− ϕjRgik
2(n− 1)

+ ϕi∇kϕj −
1

2
gij∆1ϕϕk +

ϕkRgij
2(n− 1)

+

+
ϕkRgij
2(n− 1)

+
∂kRgij
2(n− 1)

− ∂kRgij
2(n− 1)

(14)

Àëüòåðíèðóÿ (14) ïî j è k, ïðèìåíèâ òîæäåñòâî Ðè÷÷è (5), ïîëó÷àåì:

ϕαR
α
ijk =

1

n− 1
(
1

2
∂kRgij −

1

2
∂jRgik−

1

2
∂kRgij +

1

2
∂jRgik+R(ϕkgij −ϕjgik)).

(15)

Óñëîâèå (16) ìîæíà çàïèñàòü èíà÷å:

ϕαR
α
ijk−ϕα

R

n− 1
(δαk gij−δαj gik) =

1

2(n− 1)
(∂kRgij−∂jRgik−∂kRgij+∂jRgik),

èëè:

ϕαZ
α
ijk =

1

2(n− 1)
(∂kRgij − ∂jRgik − ∂kRgij + ∂jRgik), (16)

ãäå

Zhijk
def
= Rhijk −

R

n− 1
(δhkgij − δhj gik). (17)

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâà (Vn, g) è (V n, g), (n > 3) íàõîäÿòñÿ â

êîíôîðìíîì ñîîòâåòñòâèè, èõ òåíçîðû êðèâèçíû ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðà-

çîì [1], [3]:

R
h

ijk = Rhijk + δhkϕij − δhj ϕik + ghl(ϕlkgij − ϕljgik) + (δhkgij − δhj gik)∆1ϕ, (18)

ãäå ϕij = ∇jϕi − ϕiϕj . Èç (13) ìîæíî âðàçèòü ϕij :

ϕij = −
1

2
gij∆1ϕ+

Rgij
2(n− 1)

− Rgij
2(n− 1)

,

è ïîäñòàâèòü â (18). Ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå îáúåêòàì ïðî-

ñòðàíñòâà V n ñïðàâà, à ñîîòâåòñòâóþùèå Vn ñëåâà, ïîëó÷àåì:

Z
h

ijk = Zhijk,
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ãäå Zhijk îïðåäåëåí â (17). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2 Åñëè (Vn, g) è (V n, g), (n > 3) íàõîäÿòñÿ â êîíôîðìíîì ñîîò-

âåòñòâèè, òàê, ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè îòîáðàæå-

íèè, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå:

ϕαZ
α
ijk =

1

2(n− 1)
(∂kRgij − ∂jRgik − ∂kRgij + ∂jRgik),

ïðè÷åì, òåíçîð

Zhijk = Rhijk −
R

n− 1
(δhkgij − δhj gik)

ÿâëÿåòñÿ òàêæå èíâàðèàíòíûì. ut

Ìû ïîêàæåì, ÷òî òðåáîâàíèå èíâàðèàíòíîñòè òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà

òðåáóåò âûïîëíåíèÿ áîëåå ñèëüíûõ óñëîâèé. Ñâåðíåì òåíçîð Zhijk ïî èí-

äåêñàì h è k:

Zαijα = Rαijα −
R

n− 1
(δααgij − δαj giα) = Rij −Rgij

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñâåðòêà Zαijα = Rij − Rgij òàêæå äîëæíà áûòü

èíâàðèàíòíà ïðè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî òåí-

çîð Ðè÷÷è Rij òàêæå áóäåò â ýòîì ñëó÷àå ñîõðàíÿòüñÿ, ïîñêîëüêó, ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ èíâàðèàíòîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàêæå áóäåò èí-

âàðèàíòíà:

Rij = −2Tij − Zαijα = 2Rij −Rgij −Rij +Rgij .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü èíâàðèàíòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ Rgij . Òàêèì îá-

ðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé (13) ïðèîáðåòàåò âèä:

∇jϕi = ϕiϕj −
1

2
gij∆1ϕ. (19)

Äèôôåðåíöèðóåì êîâàðèàíòíî (19) ïî xk â ñâÿçíîñòè Γ ïðîñòðàíñòâà

(Vn, g):

∇k∇jϕi =∇kϕiϕj + ϕi∇kϕj − ϕmgml∇kϕlgij =

=

(
ϕiϕk −

1

2
gik∆1ϕ

)
ϕj + ϕi∇kϕj − ϕmgml

(
ϕlϕk −

1

2
glk∆1ϕ

)
gij =

=ϕiϕkϕj −
1

2
gik∆1ϕϕj + ϕi∇kϕj −

1

2
gij∆1ϕϕk.

(20)

Àëüòåðíèðóÿ (20) ïî j è k, ïðèìåíèâ òîæäåñòâî Ðè÷÷è (5), ïîëó÷àåì:

ϕαR
α
ijk = 0. (21)
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Èç (19) ìîæíî âûðàçèòü ϕij :

ϕij = ∇jϕi − ϕiϕj = −
1

2
gij∆1ϕ,

è ïîäñòàâèòü â (18).Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷àåì:

R
h

ijk = Rhijk,

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà 3 Åñëè (Vn, g) è (V n, g), (n > 3) íàõîäÿòñÿ â êîíôîðìíîì ñîîò-

âåòñòâèè, òàê, ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè îòîáðà-

æåíèè, èíâàðèàíò ϕ, ïîðîæäàþùèé îòîáðàæåíèå äîëæåí äîâëåòâîðÿòü

ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

∇jϕi = ϕiϕj −
1

2
gij∆1ϕ,

óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè êîòîðîé èìåþò âèä:

ϕαR
α
ijk = 0.

Ïðè ýòîì, òåíçîð Ðèìàíà Rhijk, òåíçîð Ðè÷÷è Rij, ïðîèçâåäåíèå Rgij òàê-

æå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè. ut

Çàìåòèì, íåêîòîðûå èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ áûëè ÷àñòè÷íî ïîëó÷åíû

â [5], à èìåííî, àíàëîãè (19) è (21).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáîáùèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàçîâåì òåíçîð

Eij
def
= Rij − κRgij . (22)

îáîáùåííûì òåíçîðîì Ýéíøòåéíà. Ïîâòîðèâ âûêëàäêè äëÿ (22), ïî-

ëó÷àåì:

Òåîðåìà 4 Åñëè (Vn, g) è (V n, g), (n > 3) íàõîäÿòñÿ â êîíôîðìíîì ñîîò-

âåòñòâèè, òàê, ÷òî îáîáùåííûé òåíçîð Ýéíøòåéíà Eij = Rij − κRgij

ñîõðàíÿåòñÿ ïðè îòîáðàæåíèè, ïðè÷åì κ 6= 1
n , òî èíâàðèàíò ϕ, ïîðîæ-

äàþùèé îòîáðàæåíèå, äîëæåí äîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé:

∇jϕi = ϕiϕj −
1

2
gij∆1ϕ,

óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè êîòîðîé èìåþò âèä:

ϕαR
α
ijk = 0.

Ïðè ýòîì, òåíçîð Ðèìàíà Rhijk, òåíçîð Ðè÷÷è Rij, ïðîèçâåäåíèå Rgij òàê-

æå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè. ut



58 Å. Â. ×åðåâêî

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Ýéçåíõàðò Ë.Ï. Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ. � Ì.: ÈË, 1948.
2. Êèðè÷åíêî Â. Ô. Äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Ì.,

ÌÏÃÓ, 2003, 495 ñ.
3. Ñèíþêîâ Í.Ñ. Ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåííÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ì., Íàóêà, 1979.
4. Brinkmann, H. IV.: Riemann spaces conformal to Einstein spaces. Mathematische Annalen,

vol. 91, pp. 269-278.
5. Êèîñàê Â. À. Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, //

Èçâåñòèÿ ÏÃÏÓ èì. Â. Ã. Áåëèíñêîãî. 2011. � 26. Ñ. 98�104.
6. Chepurna, O., Kiosak, V., Mike�s J. Conformal mappings of Riemannian spaces which

preserve the Einstein tensor. J. Appl. Math. Aplimat 3, 1 (2010), 253�258.
7. ×åïóðíàÿ Å. Å. , Êèîñàê Â. À. Èíâàðèàíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì ãåîäåçè-

÷åñêèõ.,-Proc. Intern. Geom. Center 2011 4(2) 36-42.
8. Êðàìåð Ä. , Øòåôàíí X., Ìàê-Êàëëóì Ì., Xåðëüò Ý. Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

Ýéíøòåéíà/Ïîä ðåä. Ý. Øìóòöåðà: Ïåð. ñ àíãë.�Ì.: Ýíåðãîèçäàò, 1982. 416 ñ.
9. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëèâøèö Òåîðèÿ ïîëÿ// Íàóêà. 1988. 512 ñ
10. J. Mike�s,A. Van�zurov�a,I. Hinterleitner I.Geodesic mappings and some generalizations.,-

Palacky University Press, Olomouc, 2009, 304p. Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì., 1994, � 3, 50�52
11. À. Ç. Ïåòðîâ Íîâûå ìåòîäû â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè// Íàóêà. 1966. 496

ñ
12. Ï. Ê. Ðàøåâñêèé Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ è òåíçîðíûé àíàëèç// Íàóêà. 1967. 664 ñ

Å. Â. ×åðåâêî

Îäåñüêèé íàöiîíàëüíèé åêîíîìè÷íèé óíiâåðñèòåò, Îäåñà, Óêðà¨íà.

E-mail: cherevko@usa.com

Eugen Cherevko

Conformal transformations preserving the stress-energy tensor

We study conformal mappings preserving the stress-energy tensor. We have

derived corresponding partial di�erential equations. Integrability conditionsare

obtained. In addition to the stress-energy tensor we get other invariants for the

mappings, including the well known Riemann and Ricci tensors.


