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Ïðî íåñêií÷åííî ìàëi ïîâîðîòíî-òàíãåíöiàëüíi
äåôîðìàöi¨ ïîâåðõîíü ñòàëî¨ ãàóññîâî¨ êðèâèíè

Þëiÿ Ñòåïàíiâíà Ôåä÷åíêî

Àíîòàöiÿ Äëÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ ïîâîðîòíèõ äåôîðìàöié çíàéäåíî íîâó

ôîðìó îñíîâíèõ ðiâíÿíü, ÿêó ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç êîìïîíåíòè âåêòîðà çìi-

ùåííÿ. Äîñëiäæåíî íåñêií÷åííî ìàëi ïîâîðîòíî-òàíãåíöiàëüíi äåôîðìàöi¨

ïîâåðõîíü ñòàëî¨ ãàóññîâî¨ êðèâèíè

Êëþ÷îâi ñëîâà íåñêií÷åííî ìàëà ïîâîðîòíà äåôîðìàöiÿ, ïîâåðõíÿ ñòàëî¨

ãàóññîâî¨ êðèâèíè

ÓÄÊ 514.76

Âñòóï Ó ðîáîòi [1] îäåñüêèì ãåîìåòðîì Ëåéêî Ñ.Ã. ââåäåíî íîâèé òèï

íåñêií÷åííî ìàëèõ äåôîðìàöié ïîâåðõîíü â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði E3, ÿêi

íàçâàíî ïîâîðîòíèìè. Äëÿ òàêèõ äåôîðìàöié õàðàêòåðíà íàñòóïíà ãåîìåò-

ðè÷íà âëàñòèâiñòü: êîæíà ãåîäåçè÷íà êðèâà ïåðåõîäèòü, â ãîëîâíîìó, â içî-

ïåðèìåòðè÷íó åêñòðåìàëü ïîâîðîòó. Äëÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ ïîâîðîòíèõ äå-

ôîðìàöié ïîâåðõîíü çíàéäåíî îñíîâíi ðiâíÿííÿ, äåòàëüíî âèâ÷åíî êîíôîðì-

íèé âèïàäîê [2]. Âêàçàíî çâ'ÿçîê íåñêií÷åííî ìàëèõ ïîâîðîòíî-êîíôîðìíèõ

äåôîðìàöié ç òåîði¹þ òîíêîñòiííèõ ïðóæíèõ îáîëîíîê [3].

Ó äàíîìó äîñëiäæåííi âèâ÷àþòüñÿ íåñêií÷åííî ìàëi ïîâîðîòíî-

òàíãåíöiàëüíi äåôîðìàöi¨ ïîâåðõîíü. Äëÿ òàêèõ äåôîðìàöié çíàéäåíî îñíîâ-

íi ðiâíÿííÿ òà ïîêàçàíî, ùî ïîâåðõíi ñòàëî¨ ãàóññîâî¨ êðèâèíè äîïóñêàþòü

ïîâîðîòíî-òàíãåíöiàëüíi äåôîðìàöi¨.

Ðîçãëÿíåìî ïîâåðõíþ S êëàñó C3 â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði E3 ç âåêòîðíî-

ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì r = r(x1, x2) òà ¨¨ äåôîðìàöiþ Sε:

rε = r(x1, x2) + εU(x1, x2), (1)
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äå

U(x1, x2) = uir
i+

0
u n (2)

- âåêòîð çìiùåííÿ, ε -íåñêií÷åííî ìàëèé ïàðàìåòð, à ui,
0
u-âiäïîâiäíî òàí-

ãåíöiàëüíi òà íîðìàëüíà êîìïîíåíòè âåêòîðà çìiùåííÿ. Âñi iíäåêñè òóò i

íàäàëi íåçàëåæíî íàáóâàþòü çíà÷åíü 1, 2.

Íåõàé γ � ãåîäåçè÷íà êðèâà íà S, γ̃ε � ¨¨ îáðàç ïðè íåñêií÷åííî ìàëié äå-

ôîðìàöi¨ (1) íà ïîâåðõíi Sε, k̃ε - ãåîäåçè÷íà êðèâèíà êðèâî¨ γ̃ε, K̃ε � ãàóñcîâà

êðèâèíà Sε, K̃ε 6= 0. Íàâåäåìî îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà òåîðåìè ç òåîði¨ íåñêií-

÷åííî ìàëèõ ïîâîðîòíèõ äåôîðìàöié ïîâåðõîíü [1].

Îçíà÷åííÿ 1 Êðèâà íà ïîâåðõíi S íàçèâà¹òüñÿ içîïåðèìåòðè÷íîþ åêñ-

òðåìàëëþ ïîâîðîòó, ÿêùî âçäîâæ íå¨ ãåîäåçè÷íà êðèâèíà k i ãàóññîâà êðè-

âèíà K ïîâåðõíi ïðîïîðöiéíi: k = cK , ñ-const

Îçíà÷åííÿ 2 Íåñêií÷åííî ìàëó äåôîðìàöiþ (1) ïîâåðõíi S íåíóëüîâî¨

ãàóñcîâî¨ êðèâèíè K 6= 0 áóäåìî íàçèâàòè íåñêií÷åííî ìàëîþ ïîâîðîòíîþ

äåôîðìàöi¹þ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ãåîäåçè÷íî¨ êðèâî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

lim
ε→0

k̃ε

εK̃ε

= c,

äå c - äåÿêà ñòàëà, ÿêà â çàãàëüíîìó âèïàäêó çàëåæèòü âiä γ.

Òåîðåìà 1 Íåõàé Phij = δΓhij � âàðiàöiÿ ñèìâîëiâ Êðèñòîôôåëÿ ïðè

íåñêií÷åííî ìàëié äåôîðìàöi¨ (1). Äëÿ òîãî, ùîá âåêòîð çìiùåííÿ U âèçíà-

÷àâ íåñêií÷åííî ìàëó ïîâîðîòíó äåôîðìàöiþ ïîâåðõíi S íåíóëüîâî¨ ãàóññî-

âî¨ êðèâèíè K 6= 0 íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá íà íié iñíóâàâ ñèìåòðè÷íèé

òåíçîð aij ðàçîì ç ÿêèì öåé âåêòîð çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

∇(kP
h
ij) = a(ijδ

h
k) +

1

K
K(iP

h
jk). (3)

Òóò δhk - ñèìâîë Êðîíåêåðà, Ki = ∂iK, ∇k - êîâàðiàíòíà ïîõiäíà ïî xk.

Êðóãëi äóæêè îçíà÷àþòü öèêëþâàííÿ.

Âiäìiòèìî, ùî íåñêií÷åííî ìàëi ãåîäåçè÷íi äåôîðìàöi¨ [4], [5] ¹ íàéïðîñòi-

øèìè ç íåñêií÷åííî ìàëèõ ïîâîðîòíèõ äåôîðìàöié. Ó öüîìó âèïàäêó áóäåìî

êàçàòè, ùî íåñêií÷åííî ìàëà ïîâîðîòíà äåôîðìàöiÿ ¹ òðèâiàëüíîþ.

Òåîðåìà 2 ßêùî íåñêií÷åííî ìàëà äåôîðìàöiÿ ãåîäåçè÷íà, òî âîíà ¹ ïî-

âîðîòíîþ i

aij = ∇jψi +∇iψj +
1

K
(Kiψj +Kjψi).
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Ëåìà 1 Äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåñêií÷åííî ìàëî¨ äåôîðìàöi¨ âàðiàöiþ ñèìâîëiâ

Êðèñòîôôåëÿ ìîæíà ïîäàòè ÷åðåç êîìïîíåíòè âåêòîðà çìiùåííÿ U (2) ó

âèãëÿäi

δΓhij ≡ Phij = gαh(∇ijuα+K(uαgij−uigjα)+
0
uα bij−

0
ui bjα−

0
uj biα−

0
u ∇ibjα).

(4)

Äîâåäåííÿ. Ïðè íåñêií÷åííî ìàëié äåôîðìàöi¨ âàðiàöi¨ ïåðøîãî ôóíäàìåí-

òàëüíîãî òåíçîðà òà ñèìâîëiâ Êðèñòîôôåëÿ ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

δgij ≡ 2εij = ∇jui +∇iuj − 2
0
u bij , (5)

δΓhij = gαh(∇jεiα +∇iεjα −∇αεij). (6)

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ðiâíiñòü (5) êîâàðiàíòíî ïî xk. Ìàòèìåìî

2∇kεij = ∇jkui +∇ikuj − 2
0
uk bij − 2

0
u ∇kbij , (7)

äå ∇jk = ∇k∇j .
Çìiíþþ÷è iíäåêñè â (7), îòðèìà¹ìî íàáîðè 2∇jεiα, 2∇iεjα, 2∇αεij :

2∇jεiα = ∇αjui +∇ijuα − 2
0
uj biα − 2

0
u ∇jbiα,

2∇iεjα = ∇αiuj +∇jiuα − 2
0
ui bjα − 2

0
u ∇ibjα,

2∇αεij = ∇jαui +∇iαuj − 2
0
uα bij − 2

0
u ∇αbij .

Âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ãàóññà

bikb
l
j − bijblk = Rlijk,

òîòîæíiñòü Ði÷÷i

(∇kj −∇jk)ui = K(ukgij − ujgik),

çíàõîäèìî, ùî

∇jεiα +∇iεjα −∇αεij = ∇ijuα+

+K(uαgij − uigjα)+
0
uα bij −−

0
ui bjα−

0
uj biα−

0
u ∇ibjα,

à âàðiàöiÿ ñèìâîëiâ Êðèñòîôôåëÿ, ç îãëÿäó íà (6), ìàòèìå âèãëÿä (4).

Ëåìà äîâåäåíà.
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1 Íîâà ôîðìà íåñêií÷åííî ìàëèõ ïîâîðîòíèõ äåôîðìàöié

ïîâåðõîíü

Ó äàíîìó ïóíêòi ïîäàìî îñíîâíi ðiâíÿííÿ (3) áåçïîñåðåäíüî ÷åðåç êîìïî-

íåíòè âåêòîðà çìiùåííÿ (2).

Òåîðåìà 3 Äëÿ òîãî, ùîá ïîâåðõíÿ S,K 6= 0 äîïóñêàëà íåñêií÷åííî ìàëó

ïîâîðîòíó äåôîðìàöiþ íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá íà íié iñíóâàâ ñèìåò-

ðè÷íèé òåíçîð aij, ÿêèé ðàçîì ç êîìïîíåíòàìè âåêòîðà çìiùåííÿ U (2)

çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü:



∇iuk = uki;

∇luki = vkil;

3∇ivhkj = Ki(ukghj − ujghk) +Kj(ukghi − uighk)+

+Ki

K (vhkj −∇k
0
u bhj −∇j

0
u bhk +∇h

0
u bjk−

0
u ∇kbhj)+

+
Kj

K (vhik −∇i
0
u bhk −∇k

0
u bhi +∇h

0
u bki−

0
u ∇ibhk)+

+Kk

K (vhji −∇j
0
u bhi −∇i

0
u bhj +∇h

0
u bij−

0
u ∇jbhi)+

+K(−3uhigkj + 2ujkghi + 2ukighj + 2ukjghi − uijghk − ujighk − uikghj)+

+2∇jk
0
u bhi + 2∇ik

0
u bhj + 2∇ij

0
u bhk−

−∇hk
0
u bij −∇hj

0
u bki −∇hi

0
u bjk+

+3∇j
0
u ∇kbhi + 3∇i

0
u ∇kbhj + 3∇k

0
u ∇jbhi − 3∇h

0
u ∇kbij+

+
0
u (3∇ikbhj +K(−2bijghk + 2bhkgij − bhjgik + bikghj + bjkghi − bhigjk))+

+aijghk + akighj + ajkghi.

(8)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ïîâåðõíÿ S äîïóñêà¹ íåñêií÷åííó ìàëó

ïîâîðîòíó äåôîðìàöiþ. Òîäi, çà òåîðåìîþ 1, ñèìåòðè÷íèé òåíçîð aij ç âåêòî-

ðîì çìiùåííÿ U çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (3). Çà ëåìîþ 1 âàðiàöiþ ñèìâîëiâ

Êðèñòîôôåëÿ ìîæíà ïîäàòè ëèøå ÷åðåç êîìïîíåíòè âåêòîðà çìiùåííÿ U :

δΓhij ≡ Phij = gαh(∇ijuα+K(uαgij−uigjα)+
0
uα bij−

0
ui bjα−

0
uj biα−

0
u ∇ibjα).

Çà àíàëîãi¹þ çàïèøåìî ùå äâà íàáîðè äëÿ Phki, P
h
jk:

Phki = gαh(∇kiuα +K(uαgki − ukgiα)+
0
uα bki−

0
uk biα−

0
ui bkα−

0
u ∇kbiα),

Phjk = gαh(∇jkuα +K(uαgjk − ujgkα)+
0
uα bjk−

0
uj bkα−

0
uk bjα−

0
u ∇jbkα).
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Âðàõîâóþ÷è îñòàííi ðiâíîñòi, çíàõîäèìî ∇kPhij ,∇jPhki, ∇iPhjk. Ïiäñòàâèìî
çíàéäåíi âèðàçè â ðiâíÿííÿ (3), ñêîðèñòà¹ìîñÿ òîòîæíîñòÿìè Ði÷÷i, çðîáèìî

ñïðîùåííÿ i îòðèìà¹ìî,ùî

3∇kjiuh = Ki(ukδ
h
j − ujδhk ) +Kj(ukδ

h
i − uiδhk )+

+Ki

K (∇kjuh −∇k
0
u bhj −∇j

0
u bhk +∇α

0
u gαhbjk−

0
u ∇kbhj )+

+
Kj

K (∇ikuh −∇i
0
u bhk −∇k

0
u bhi +∇α

0
u gαhbki−

0
u ∇ibhk)+

+Kk

K (∇jiuh −∇j
0
u bhi −∇i

0
u bhj +∇α

0
u gαhbij−

0
u ∇jbhi )+

+K(−3∇iuhgkj + 2∇kujδhi + 2∇iukδhj + 2∇jukδhi −∇juiδhk−

−∇iujδhk −∇kuiδhj )+

+2∇jk
0
u bhi + 2∇ik

0
u bhj + 2∇ij

0
u bhk−

−∇αk
0
u bijg

αh −∇αj
0
u bkig

αh −∇αi
0
u bjkg

αh+

+3∇j
0
u ∇kbhi + 3∇i

0
u ∇kbhj + 3∇k

0
u ∇jbhi − 3∇α

0
u ∇kbijgαh+

+
0
u (3∇ikbhj +K(−2bijδhk + 2bhkgij − bhj gik + bikδ

h
j+

+bjkδ
h
i − bhi gjk)) + aijδ

h
k + akiδ

h
j + ajkδ

h
i .

(9)

Îïóñòèìî â (9) h òà ïîêëàäåìî ∇iuk = uki, ∇luki = vkil. Îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

(8).

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé íà ïîâåðõíi iñíó¹ äåÿêèé ñèìåòðè÷íèé òåíçîð aij òà

äåÿêi ôóíêöi¨ ui,
0
u, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü (8). Ïîêàæåìî, ùî

iñíó¹ âåêòîð çìiùåííÿ ïîâîðîòíî¨ äåôîðìàöi¨.

Áóäåìî ìiðêóâàòè â çâîðîòíîìó íàïðÿìi. Ñïî÷àòêó â (8) ïiäíiìåìî iíäåêñ

h i ïåðåõîäèìî âiä ñèñòåìè (8) äî ñèñòåìè (9). Âèäiëèâøè â (9) âèðàçè äëÿ

∇kPhij ,∇jPhki, ∇iPhjk òà Phij ,Phki, Phjk îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ (3). Òîäi çà òåîðåìîþ
1 iñíó¹ âåêòîð çìiùåííÿ ïîâîðîòíî¨ äåôîðìàöi¨. Òåîðåìà äîâåäåíà.

2 Íåñêií÷åííî ìàëi ïîâîðîòíî-òàíãåíöiàëüíi äåôîðìàöi¨

ïîâåðõîíü

Ó äàíîìó ïóíêòi äîñëiäæåíî íåñêií÷åííî ìàëi ïîâîðîòíi äåôîðìàöi¨ ïîâåð-

õîíü çà íàÿâíiñòþ äîäàòêîâî¨ óìîâè
0
u= 0. Òàêi íåñêií÷åííî ìàëi äåôîðìà-

öi¨ áóäåìî íàçèâàòè ïîâîðîòíî-òàíãåíöiàëüíèìè. Çíàéäåíî îñíîâíi ðiâíÿííÿ

òàêèõ äåôîðìàöié. Âèâ÷åíî âèïàäîê ïîâîðîòíî-òàíãåíöiàëüíèõ äåôîðìàöié

ïîâåðõîíü ñòàëî¨ ãàóññîâî¨ êðèâèíè.

Òåîðåìà 4 Äëÿ òîãî, ùîá äåôîðìàöiÿ ïîâåðõíi áóëà ïîâîðîòíî-

òàíãåíöiàëüíîþ íåîáõiäíî, ùîá iñíóâàâ ñèìåòðè÷íèé òåíçîð aij ÿêèé
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ðàçîì ç êîìïîíåíòàìè âåêòîðà çìiùåííÿ U (2) çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó

ðiâíÿíü: 

0
u= 0;

∇iuk = uki;

∇luki = vkil;

3∇ivhkj = Ki(ukghj − ujghk) +Kj(ukghi − uighk)+

+Ki

K vhkj +
Kj

K vhik +
Kk

K vhji+

+K(−3uhigkj + 2ujkghi + 2ukighj + 2ukjghi − uijghk−

−ujighk − uikghj) + aijghk + akighj + ajkghi.

(10)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äåôîðìàöiÿ ¹ ïîâîðîòíîþ. Òîäi çà òåîðåìîþ 3 iñíó¹ ñèìåò-

ðè÷íèé òåíçîð aij , ÿêèé ç êîìïîíåíòàìè âåêòîðà çìiøåííÿ U çàäîâîëüíÿ¹

ñèñòåìó (8). Çà óìîâè òàíãåíöiàëüíîñòi
0
u= 0 cèñòåìà (8) i íàáóâà¹ âèãëÿäó

(10). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 5 ßêùî íà ïîâåðõíi iñíó¹ ñèìåòðè÷íèé òåíçîð aij òà äåÿêi

ôóíêöi¨ ui, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü (10), òîäi ïðè íóëüîâié

ôóíêöi¨
0
u= 0 äåôîðìàöiÿ ïîâåðõíi ç âåêòîðîì çìiùåííÿ U ¹ ïîâîðîòíî-

òàíãåíöiàëüíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé íà ïîâåðõíi iñíó¹ ñèìåòðè÷íèé òåíçîð aij òà äåÿêi ôóíêöi¨

ui, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (10). Ïîêàæåìî ùî äåôîðìàöiÿ ¹ ïîâîðîòíî-

òàíãåíöiàëüíîþ. Óìîâà
0
u= 0 çàáåçïå÷ó¹ òàíãåíöiàëüíiñòü äåôîðìàöi¨. Ðiâ-

íÿííÿ ñèñòåìè (10)4, âðàõîâóþ÷è íóëüîâó êîìïîíåíòó âåêòîðà çìiùåííÿ,

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi (8)3, ùî, çà òåîðåìîþ 3, ¹ óìîâîþ ïîâîðîòíî¨

äåôîðìàöi¨. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè (10) äëÿ ïîâåðõîíü ñòàëî¨ ãàóññîâî¨ êðè-

âèíè (K = const 6= 0). Äëÿ òàêèõ ïîâåðõîíü ñèñòåìà îñíîâíèõ ðiâíÿíü

ïîâîðîòíî-òàíãåíöiàëüíèõ äåôîðìàöié íàáóâà¹ íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

0
u= 0;

∇iuk = uki;

∇luki = vkil;

3∇ivhkj = K(−3uhigkj + 2ujkghi + 2ukighj + 2ukjghi − uijghk−

−ujighk − uikghj) + aijghk + akighj + ajkghi.

(11)

Ñèñòåìà âèäó (11) äîñëiäæåíà Ëåéêîì Ñ.Ã. ó ðîáîòi [6]. Ç ðiâíÿíü ñèñòå-

ìè, â içîòåðìi÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò, çíàõîäèìî óìîâè íà âèáið òåíçîðà aij ,
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ÿêi â ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi ìàþòü âèãëÿä

∇1a11 = K(6v221 − 7v111);

∇2a22 = K(6v112 − 7v222);

∇2a11 = 1
2K(3v222 − 9v121 − 5v112 − 9v211);

∇1a22 = 1
2K(3v111 − 9v212 − 5v221 − 9v122);

∇1a12 = 1
4K(9v222 − 17v121 − 9v112 − 17v211);

∇2a12 = 1
4K(9v111 − 17v212 − 9v221 − 17v122).

(12)

ßêùî çíàéòè óìîâè iíòåãðîâíîñòi ñèñòåìè (11)-(12) òà ïðîäèôåðåíöiþâàòè

¨õ, òî ìàòèìåìî ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi òîòîæíî âèêîíóþòüñÿ â ñèëó ñàìî¨ ñè-

ñòåìè. Îòæå, ìà¹ìî öiëêîì iíòåãðîâíó ñèñòåìó Êîøi i ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà

òåîðåìà.

Òåîðåìà 6 Ïîâåðõíi ñòàëî¨ ãàóññîâî¨ êðèâèíè (K = const 6= 0) äîïóñêà-

þòü íåñêií÷åííî ìàëi ïîâîðîòíi äåôîðìàöi¨, ùî ¹ òàíãåíöiàëüíèìè. Â içî-

òåðìi÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò âåêòîð çìiùåííÿ çíàõîäèòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê

ñèñòåìè (11)-(12) ïðè ïî÷àòêîâèõ äàíèõ u0i,u0ij, v0ijk, a0ij.
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On in�nitely small rotating-tangential deformations of the

surfaces of constant Gaussian curvature

The new form of the basic equations, which presents from the components

of the vector displacement, for in�nitely small rotating deformations is found.

The in�nitely small rotating-tangential deformations of the surfaces of constant

Gaussian curvature are studied.


