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Àíàòîëèé Äìèòðèåâè÷ Ìèëêà

Àííîòàöèÿ Ðàññìàòðèâàåòñÿ Òåîðåìà Ëåæàíäðà è Êîøè î æåñòêîñòè

çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîëèýäðîâ, îïðåäåëèâøàÿ ñîâðåìåííîå íàó÷íîå

íàïðàâëåíèå "Ãåîìåòðèÿ â öåëîì". Îïðîâåðãàåòñÿ ïîïóëÿðíàÿ â ïðîøëîì

ñòîëåòèè âåðñèÿ Øòåéíèöà îá îøèáêå, äîïóùåííîé àâòîðàìè â åå äîêàçà-

òåëüñòâå. Ñïèñîê åâêëèäîâñêèõ "Íà÷àë" , â àêñèîìàòè÷åñêèõ Îïðåäåëåíèÿõ

êîòîðûõ Ëåæàíäð óâèäåë ýòó Òåîðåìó, îòëè÷àåòñÿ îò âîññòàíîâëåííîãî

Ãåéáåðãîì Îðèãèíàëà "Íà÷àë". Ñïèñîê âêëþ÷àåò íåïîëíûé è èñïðàâëåí-

íûé Âàðèàíò ñîäåðæàùåéñÿ â Îðèãèíàëå ïðåäåëüíî îáùåé Òåîðåìû î

æåñòêîñòè ïîëèýäðîâ, îòêðûòîé ïðîôåññèîíàëüíûìè ìàòåìàòèêàìè çàäîë-

ãî äî âðåìåíè Àëåêñàíäðèè è Àôèí. Â ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ ýòà Îáùàÿ

Òåîðåìà, íàçâàííàÿ Òåîðåìîé Åâêëèäà, è íàõîäÿòñÿ åå åñòåñòâåííûå àíà-

ëîãè â ñôåðè÷åñêîì, ãèïåðáîëè÷åñêîì è äå Ñèòòåðà ïðîñòðàíñòâàõ. Ñòàòüÿ

ïðîäîëæàåò ðàáîòû àâòîðà: ×òî òàêîå ãåîìåòðèÿ "â öåëîì"? � Ìîñêâà:

Çíàíèå, 12, 1986, 32 ñ.; Íåîïîçíàííàÿ åãèïåòñêàÿ ãåîìåòðèÿ // Proc. Int.

Geom. Center, 2008, ò.1, â.1-2, ñ.97-115; Èñòîêè è ñîäåðæàíèå àêñèîìàòèêè

"Íà÷àë" // Proc. Int. Geom. Center, 2009, ò.2, â.3, ñ.41-54; Unidenti�ed

Egyptian Geometry // Europ. J. of Combin., 2010, v.31, p.1065-1071.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Èçãèáàíèÿ, æåñòêîñòü ïîëèýäðîâ, òåîðåìà Ëåæàíäðà è

Êîøè, òåîðåìà Åâêëèäà, òåîðåìû Àëåêñàíäðîâà è Ìèíêîâñêîãî.
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ÓÄÊ 514

Âäîõíîâåíèå

Íóæíî â ïîýçèè

Êàê è â ãåîìåòðèè

À.Ñ. Ïóøêèí

Ïàìÿòè Âåíèàìèíà Ôåäîðîâè÷à ÊÀÃÀÍÀ

1. Êîä Ëåæàíäðà è Êîøè

Â òåîðèè Ëåæàíäðà è Êîøè î æåñòêîñòè çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîëèýä-

ðîâ åñòü äâà êëþ÷åâûõ Ïðåäëîæåíèÿ îá èçãèáàíèÿõ ïëîñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ

ïîëèãîíîâ [1, 1794; 2, 1812]. Ïî÷òè ñòîëåòèå ãåîìåòðû óäåëÿëè ýòèì Ïðåä-

ëîæåíèÿì îñîáîå âíèìàíèå. Èçëîæèì ïåðâîå Ïðåäëîæåíèå âìåñòå ñ äîêàçà-

òåëüñòâîì, êîòîðûìè îòêðûâàåòñÿ çíàìåíèòûé ìåìóàð Êîøè:

"Ëåììà 1.1. Åñëè â òðåóãîëüíèêå ABC, ïëîñêîì èëè ñôåðè÷åñêîì, ñîõ-

ðàíÿÿ äëèíû ñòîðîí AB è BC, óâåëè÷èòü óãîë B, çàêëþ÷åííûé ìåæäó ýòè-

ìè ñòîðîíàìè, òî ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà AC óâåëè÷èòñÿ.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè â âûïóêëîì ïîëèãîíå ABCDEFG, ïëîñêîì èëè ñôå-

ðè÷åñêîì, ñîõðàíÿÿ äëèíû ñòîðîí AB, BC, ... FG, óâåëè÷èòü îäíîâðåìåííî

óãëû B, C,... F , çàêëþ÷åííûå ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè, òî çàìûêàþùàÿ õîð-

äà ïîëèãîíà AG óâåëè÷èòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óâåëè÷èòñÿ îäèí óãîë B; òîãäà óâåëè÷èòñÿ óãîë

ABG; çíà÷èò, óâåëè÷èòñÿ õîðäà AG. Àíàëîãè÷íî ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ïðè

ïîñëåäîâàòåëüíîì óâåëè÷åíèè óãëîâ C, D, ... F õîðäà AG âñåãäà óâåëè÷è-

âàåòñÿ. Îäíîâðåìåííîå óâåëè÷åíèå âñåõ óãëîâ äàåò òîò æå ýôôåêò, ÷òî è èõ

ïîñëåäîâàòåëüíîå óâåëè÷åíèå, ðàññìàòðèâàåìàÿ õîðäà AG òîëüêî âîçðàñòà-

åò".

Äîêàçàòåëüñòâî íå ñîïðîâîæäàåòñÿ íàäëåæàùèì ðèñóíêîì, è â ñîðîêî-

âûå ãîäû íåìåöêèé ìàòåìàòèê Øòåéíèö íàøåë ó Ëåæàíäðà è Êîøè îøèá-

êó [3, 1934]. Èçîãíóòûé ïîëèãîí ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâûïóêëûì, ìîíîòîííîå

âîçðàñòàíèå çàìûêàþùèõ õîðä èçîãíóòûõ ïîëèãîíîâ áóäåò íàðóøåíî, äîêà-

çàòåëüñòâî ïîòåðÿåò ñèëó. Ýòà âåðñèÿ, íà÷èíàÿ ñ Àäàìàðà, äî ïîñëåäíåãî

âðåìåíè ïîääåðæèâàëàñü âåäóùèìè ãåîìåòðàìè [4, 2004]. Èíòóèòèâíî ïîëà-

ãàëîñü, ÷òî àâòîðû íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿþò öèòèðîâàííóþ Ëåììó. Íî

âòîðîå è òðåòüå ïðåäëîæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû, äà è åå ôîðìóëèðîâ-

êà, ñòàâøèå äëÿ Øòåéíèöà çàêðûòûì Êîäîì, ñâèäåòåëüñòâóþò îá îáðàòíîì.

Ëåæàíäð è Êîøè, ãëóáæå âíèêàÿ â ïðîáëåìó, ïðèìåíÿþò Ëåììó îïîñðåä-

ñòâîâàííî, óäîáíî ïðåäñòàâëÿÿ ëèøü ïåðâûé øàã äîêàçàòåëüñòâà. Îíè ïðÿ-
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ìî ñðàâíèâàþò çàìûêàþùóþ õîðäó êàæäîãî èçîãíóòîãî ïîëèãîíà ñ õîðäîé

AG, õàðàêòåð âîçðàñòàíèÿ õîðä è âûïóêëîñòü èçîãíóòûõ ïîëèãîíîâ èõ íå

èíòåðåñóþò. Èç ïåðâîãî ïðåäëîæåíèÿ òîëüêî ñëåäóåò, ÷òî èçãèáàíèå ïîëè-

ãîíà îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïëîñêîñòè è ïðè ñîõðàíåíèè ëîêàëüíîé âûïóêëîñòè;

ïîëèãîí íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëûì, åñëè âñå åãî óãëû îáðàùåíû îòíî-

ñèòåëüíî ïîëèãîíà â îäíó è òó æå ñòîðîíó.

Ðèñ. 1à

Íà Ðèñ. 1à ïîêàçàíû èñõîäíûé âûïóêëûé è èçîãíóòûå ëîêàëüíî âûïóê-

ëûå ïîëèãîíû ñ îáùåé ôèêñèðîâàííîé âåðøèíîé D, íàèâûñøåé èç âåðøèí

ïîëèãîíîâ íàä ïðÿìîé AG. Î÷åâèäíî, ïðîåêöèÿ íà ïðÿìóþ AG çàìûêàþ-

ùåé õîðäû êàæäîãî èçîãíóòîãî ïîëèãîíà ñ èçáûòêîì ïîêðûâàåò õîðäó AG.

Òàê ÷òî äåéñòâèòåëüíî "õîðäà AG òîëüêî âîçðàñòàåò". Îáðàçíî ãîâîðÿ, â

ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè êîíöû èçîãíóòûõ ïîëèãîíîâ ðàñïîëàãàþò-

ñÿ áëèæå ê "áåñêîíå÷íîñòè" ó ïðÿìîé AG, ÷åì êîíöû õîðäû AG. Ýòèì

ïðîñòûì ýôôåêòíûì ïðèåìîì è äîêàçûâàåòñÿ Òåîðåìà.

Âåðñèÿ Øòåéíèöà íå âåðíà, äîêàçàòåëüñòâî Ëåæàíäðà è Êîøè áåçóïðå÷-

íî. Èëëþñòðàòèâíûé Ðèñ. 1à òî÷íî ñîîòâåòñòâóåò àâòîðñêîìó òåêñòó. Àâòîð-

ñêîìó òåêñòó ñîîòâåòñòâóåò è ïðèâåäåííîå íèæå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñôåðè-

÷åñêèõ ïîëèãîíîâ; íàïîìíèì, ÷òî èìåííî âàðèàíò ñôåðû òðåáóåòñÿ â ðåøå-

íèè ïðîáëåìû î æåñòêîñòè ïîëèýäðîâ, êîòîðàÿ èíòåðåñîâàëà Ëåæàíäðà è

Êîøè.

Ðèñ. 1b Ðèñ. 1c

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû äëÿ èçãèáàíèé ïîëèãîíîâ íà ñôåðå ADEFG

→ A ′D ′E ′F ′G ′, ãäå Ëåììà ïðèìåíÿåòñÿ ê âíåøíèì óãëàì ïîëèãîíîâ, èç-

ëîæåíî â áðîøþðå àâòîðà [5, 1986]; åãî èíòåðïðåòèðóþò Ðèñ. 1b è Ðèñ. 1ñ.
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Ðîëü "áåñêîíå÷íîñòè" ó "ïðÿìûõ" ëèíèé íà ñôåðå AG è A ′G ′ äëÿ òî÷åê

A è A ′ èãðàþò äèàìåòðàëüíûå ê íèì òî÷êè A1 è A′
1; äóãè AA1 = A ′A′

1,

DD1 = D ′D′
1, EE1 = E ′E ′

1. Çàìûêàþùèå õîðäû èñõîäíîãî è èçîãíóòîãî

ïîëèãîíîâ AG < A ′G ′, òàê êàê èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà è ïî Ëåììå

G ′A′
1 ≤ G ′E ′

1 + E ′
1D

′
1 +D′

1A
′
1 < GE1 + E1D1 +D1A1 = GA1.

Òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîëèãîíîâ, äîñòàòî÷íî

àäåêâàòíî ïîâòîðèòü äîêàçàòåëüñòâî, èçëîæåííîå äëÿ ïëîñêîñòè. Àíàëîã

ýòîé Òåîðåìû äëÿ îáùèõ âûïóêëûõ êðèâûõ ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå [6, 1970].

Çàìå÷àíèå. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [4, 5], âîïðîñ îá èçãèáàíèÿõ ïîëèãî-

íîâ ñ ñîõðàíåíèåì âûïóêëîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Äîñòîèíñòâîì ôîðìóëèðîâêè Òåîðåìû Ëåæàíäðà è Êîøè ÿâëÿåòñÿ åå

÷ðåçâû÷àéíàÿ îáùíîñòü. Ïðèíàäëåæíîñòü ïëîñêîñòè èëè ñôåðå èçîãíóòûõ

ïîëèãîíîâ, èõ ëîêàëüíàÿ âûïóêëîñòü, óâåëè÷åíèå âñåõ óãëîâ ïîëèãîíîâ ñóòü

òîëüêî òåõíè÷åñêèå óïðîùåíèÿ. Òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è ïðè èçãèáàíèè ïî-

ëèãîíà ñ ïîòåðåé ëîêàëüíîé âûïóêëîñòè, äàæå åñëè èçîãíóòûé ïîëèãîí ïðè-

íèìàåò ïðîñòðàíñòâåííóþ ôîðìó. Ýòî õîðîøî âèäíî íà ñôåðè÷åñêèõ ïîëè-

ãîíàõ.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè â âûïóêëîì ïëîñêîì, ñôåðè÷åñêîì èëè ãèïåðáîëè÷å-

ñêîì ïîëèãîíå P ≡ A...D...G, ñîõðàíÿÿ äëèíû ñòîðîí, èçìåíèòü îäíîâðåìåí-

íî, íå óìåíüøàÿ, óãëû ìåæäó ñòîðîíàìè, åñëè ïðè ýòîì ïîëèãîí ïîòåðÿåò

ëîêàëüíóþ âûïóêëîñòü ëèáî ëîêàëüíàÿ âûïóêëîñòü ñîõðàíèòñÿ, íî õîòÿ áû

îäèí èç óãëîâ óâåëè÷èòñÿ, òî çàìûêàþùàÿ õîðäà ïîëèãîíà AG óâåëè÷èòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èçãèáàíèå ïîëèãîíà P â íåêîòîðûé ïîëè-

ãîí P ′ ñ ïîòåðåé ëîêàëüíîé âûïóêëîñòè â åâêëèäîâîì è ãèïåðáîëè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâàõ.

Äîïóñòèì, ÷òî íåêîòîðûå óãëû ïîëèãîíà P óâåëè÷èëèñü. Òîãäà âûïîë-

íèì ñëåäóþùóþ Ïåðâóþ îïåðàöèþ. Èçãèáàåì ïîëèãîí P ñ ñîõðàíåíèåì ëî-

êàëüíîé âûïóêëîñòè, ÷òîáû âñå óãëû ïîëèãîíà óðàâíÿëèñü ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè óãëàìè ïîëèãîíà P ′. Ïðè ýòîì îñòàâëÿåì ôèêñèðîâàííîé ñïåöèàëüíî

âûáðàííóþ âåðøèíó D (Ðèñ. 1à).

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì Òåîðåìû, íà ïîëèãîíå P ′ åñòü íåêîòîðûé ó÷àñòîê èç

òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ çâåíüåâ, íå ÿâëÿþùèéñÿ ëîêàëüíî âûïóêëûì ïîëè-

ãîíîì. Ïóñòü R ′S ′T ′K ′ è RSTK � òàêîé ó÷àñòîê íà P ′ è ñîîòâåòñòâóþùèé

åìó ó÷àñòîê íà P . Òîãäà âûïîëíèì ñëåäóþùóþ Âòîðóþ îïåðàöèþ â îäíîì èç

âàðèàíòîâ: åñëè S ′ 6= D ′, òî çàìåíÿåì â ïîëèãîíàõ P ′ è P ó÷àñòêè R ′S ′T ′ è

RST íîâûìè çâåíüÿìè R ′T ′ è RT ; åñëè T ′ 6= D ′, òî çàìåíÿåì â ïîëèãîíàõ
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P ′ è P ó÷àñòêè S ′T ′K ′ è STK íîâûìè çâåíüÿìè S ′K ′ è SK. Â ïåðâîì âà-

ðèàíòå óãîë ïðè âåðøèíå T ′ ïîëèãîíà P ′ ñòàíåò áîëüøèì óãëà ïðè âåðøèíå

T ïîëèãîíà P , âî âòîðîì âàðèàíòå óãîë ïðè âåðøèíå S ′ ïîëèãîíà P ′ ñòàíåò

áîëüøèì óãëà ïðè âåðøèíå S ïîëèãîíà P . Ýòî óâåëè÷åíèå óãëîâ ïîÿñíÿåòñÿ

ðàâåíñòâîì ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ èñõîäíûõ ïîëèãîíîâ P ′ è P è ïðèìåíå-

íèåì â âåðøèíàõ T ′ è T , S ′ è S íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ óãëîâ ìåæäó

çâåíüÿìè.

Ïîäâåðãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëèãîíû P è P ′ Ïåðâîé è Âòîðîé îïåðà-

öèÿì, ïðèõîäèì ê êîíãðóýíòíûì ïîëèãîíàì. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïðîåêöèÿ

çàìûêàþùåé õîðäû èçîãíóòîãî ïîëèãîíà P íà èñõîäíóþ ïðÿìóþ AG ñòàëà

áîëüøåé õîðäû AG. Â ïîñëåäóþùåì ýòà ïðîåêöèÿ òîëüêî óâåëè÷èâàëàñü.

Âåðøèíû æå A ′ è G ′ ïîëèãîíà P ′ îñòàâàëèñü íåïîäâèæíûìè. Ýòè ïîëîæå-

íèÿ è óòâåðæäàþò Òåîðåìó.

2. Äåôîðìàöèè çàìêíóòûõ ïîëèãîíîâ

Âòîðîå êëþ÷åâîå, è âåäóùåå, Ïðåäëîæåíèå Ëåæàíäðà è Êîøè (Òåîðåìà

2.1, åâêëèäîâû è ñôåðè÷åñêèå ïîëèãîíû) îòíîñèòñÿ ê èçãèáàíèÿì çàìêíó-

òûõ ïîëèãîíîâ. Îíî óñòàíàâëèâàåòñÿ àâòîðàìè íà áàçå Òåîðåìû 1.1; ìû ïðè-

âîäèì èíîå, íåçàâèñèìîå è îïòèìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìàòðèâàþòñÿ

åâêëèäîâû, ñôåðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîëèãîíû.

Ëåììà 2.1. Åñëè â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD, ñîõðàíÿÿ äëè-

íû ñòîðîí AB, BC, CD è âûïóêëîñòü, óâåëè÷èòü óãëû B è C, çàêëþ÷åííûå

ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè, òî ñòîðîíà ÷åòûðåõóãîëüíèêà AD óâåëè÷èòñÿ.

Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíî, òàê æå, êàê è Ëåììà 1.1.

Ðèñ. 2à

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü P è P ′ � íåêîíãðóýíòíûå çàìêíóòûå âûïóêëûå

ïîëèãîíû ñ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûìè ñòîðîíàìè. Îòìåòèì óãëû ïîëèãîíîâ

çíàêàìè "+" èëè "− åñëè êîíêðåòíûé óãîë îäíîãî ïîëèãîíà áîëüøå èëè
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ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî óãëà äðóãîãî ïîëèãîíà. Òîãäà ïðè îáõîäå êàæäîãî

ïîëèãîíà áóäåò íå ìåíåå ÷åòûðåõ ïåðåìåí çíàêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî îòìå÷åííûõ âåðøèí íà êàæäîì èç ïîëèãîíîâ � íå

ìåíüøå ÷åòûðåõ. Åñëè ýòî ÷èñëî áîëüøå ÷åòûðåõ, òî íà îäíîì èç ïîëèãîíîâ,

ïóñòü íà P , íàéäóòñÿ ÷åòûðå îòìå÷åííûå âåðøèíû, òðè èç êîòîðûõ èìåþò

çíàêè "−". Ïóñòü òàêèìè âåðøèíàìè áóäóò B, D, F è H, êàê ïîêàçàíî íà

Ðèñ. 2à.

Áóäåì íåïðåðûâíî èçãèáàòü ïîëèãîí P , èçìåíÿÿ óãëû â ýòèõ âåðøèíàõ,

óìåíüøàÿ óãëû D, H. Ïî Ëåììå 2.1 óãëû B, F ÷åòûðåõóãîëüíèêà BDFH

óâåëè÷èâàþòñÿ. Íàñòóïèò ìîìåíò, êîãäà îäèí èç óãëîâ B, F , H ïîëèãîíà

P ñòàíåò ðàâíûì ñîîòâåòñòâóþùåìó óãëó ïîëèãîíà P ′. ×èñëî îòìå÷åííûõ

âåðøèí íà ïîëèãîíàõ óìåíüøèòñÿ, ÷èñëî ïåðåìåí çíàêîâ íå óâåëè÷èòñÿ, ïðè

ýòîì åùå îñòàíóòñÿ îòìå÷åííûå âåðøèíû, òàê êàê óãîë D ñ èçãèáàíèåì

ïîëèãîíà P óìåíüøàëñÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ê ðàññìàòðèâàåìûì ïîëèãîíàì îïèñàííóþ

îïåðàöèþ, ïðèäåì ê ïîëèãîíàì P è P ′, èìåþùèì òî÷íî ïî ÷åòûðå îòìå-

÷åííûå âåðøèíû. Ñíîâà ó÷èòûâàÿ Ëåììó 2.1, íàõîäèì, ÷òî ÷èñëî ïåðåìåí

çíàêîâ ðàâíî ÷åòûðåì. Çíà÷èò, íà èñõîäíûõ ïîëèãîíàõ áûëî íå ìåíüøå, ÷åì

ïî ÷åòûðå ïåðåìåíû çíàêà.

Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû èçëîæåíî â áðîøþðå àâòîðà [5,

1986]; â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ýòîé Òåîðåìå ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíàÿ

Òåîðåìà î ÷åòûðåõ âåðøèíàõ îâàëà [7, 1935].

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü P è P ′ � íåêîíãðóýíòíûå çàìêíóòûå âûïóêëûå

ïîëèãîíû ñ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûìè óãëàìè, ïðè÷åì åâêëèäîâû ïîëèãîíû

îãðàíè÷èâàþò ðàâíûå ïëîùàäè. Îòìåòèì ñòîðîíû ïîëèãîíîâ çíàêàìè "+"

èëè "− åñëè êîíêðåòíàÿ ñòîðîíà îäíîãî ïîëèãîíà áîëüøå èëè ìåíüøå ñîîò-

âåòñòâóþùåé ñòîðîíû äðóãîãî ïîëèãîíà. Òîãäà ïðè îáõîäå êàæäîãî ïîëèãî-

íà áóäåò íå ìåíåå ÷åòûðåõ ïåðåìåí çíàêîâ.

Ýòà Òåîðåìà äâîéñòâåííà Òåîðåìå 2.1 [5; 8, 1996]. Â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêèõ

ïîëèãîíîâ îíà âûòåêàåò èç Òåîðåìû 2.1; ñòîèò ëèøü ïåðåéòè íà ñôåðå îò

ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëèãîíîâ ê ïîëÿðíûì ê íèì ïîëèãîíàì. Äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà Òåîðåìû â ñëó÷àå åâêëèäîâûõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîëèãîíîâ íóæíû äî-

ïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Ââåäåì Îïðåäåëåíèÿ. Ïîëîñîé â ãèïåðáîëè÷åñêîé

(åâêëèäîâîé) ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ îáëàñòü ìåæäó ðàñõîäÿùèìèñÿ (ïàðàë-

ëåëüíûìè) ïðÿìûìè r è s, ñòîðîíàìè ïîëîñû; äëèíà îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà

h(r, s) ê ñòîðîíàì ïîëîñû íàçûâàåòñÿ øèðèíîé ïîëîñû.
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Ðèñ. 2b Ðèñ. 2c

Ëåììà 2.2. Ïóñòü P = A...BC...D è P ′ = A′...B′C ′...D′ � ãèïåðáîëè÷å-

ñêèå èëè åâêëèäîâû íåêîíãðóýíòíûå âûïóêëûå ïîëèãîíû ñ ðàâíûìè ñîîò-

âåòñòâóþùèìè óãëàìè, âïèñàííûå â ïîëîñû H è H ′ ïîä ðàâíûìè íåíóëåâû-

ìè íàêëîíàìè ê ñòîðîíàì ïîëîñ a è a′, d è d′ â âåðøèíàõ A è A′, D è D′

ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü çâåíüÿ ïîëèãîíà P � íå ìåíüøèå ñîîòâåòñòâóþùèõ

èì çâåíüåâ ïîëèãîíà P ′. Òîãäà øèðèíà h(a, d) ïîëîñû H áîëüøå øèðèíû

h(a′, d′) ïîëîñû H ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ åâêëèäîâûõ ïîëèãîíîâ Ëåììà î÷åâèäíà. Îãðàíè-

÷èìñÿ òðåõçâåííûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè ïîëèãîíàìè ABCD è A′B′C ′D′.

Ïóñòü A′
1D

′
1 � îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíàì ïîëîñû H ′, ãäå A′

! ∈ a′,

D′
1 ∈ d′. Ïóñòü b′, c′ � ïðÿìûå ëèíèè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíû B′, C ′ ïî-

ëèãîíà P ′ ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé A′
1D

′
1 â òî÷êàõ B

′
1 ∈ A′

1D
′
1, C

′
1 ∈ A′

1D
′
1.

Ëèíèè b′, c′ äåëÿò ïîëîñó H ′ íà òðè ìåíüøèå ïîëîñû.

Íà Ðèñ. 2b ïîêàçàíû ýëåìåíòû ïîëîñû H, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì

ïîëîñû H ′: A1D1 � îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíàì a è d ïîëîñû; b è c

� ïðÿìûå ëèíèè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíû B è C ïîä òåìè æå óãëàìè ê

çâåíüÿì ïîëèãîíà P , ïîä êàêèìè ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíèè b′ è c′ íàêëîíåíû

ê çâåíüÿì ïîëèãîíà P ′; B1 è C1 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé b è c ñ ïåð-

ïåíäèêóëÿðîì A1D1. Ëèíèè b è c äåëÿò ïîëîñó H íà òðè ìåíüøèå ïîëîñû,

ñîîòâåòñòâóþùèå ìåíüøèì ïîëîñàì â ïîëîñå H ′; íà Ðèñ. 2b ïîêàçàíû îáùèå

ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì ìåíüøèõ ïîëîñ.

Î÷åâèäíî,

A1B1 ≥ h(a, b), B1C1 ≥ h(b, c), C1D1 ≥ h(c, d).

Èç óñëîâèé Ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

h(a, b) ≥ h(a′, b′), n(b, c) ≥ h(b′, c′), h(c, d) ≥ h(c′, d′),
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è õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñòðîãîå, ïîñêîëüêó ïîëèãîíû P è P ′ �

íåêîíãðóýíòíûå. Ýòèìè ïîëîæåíèÿìè è óòâåðæäàåòñÿ Ëåììà:

h(a, d) = A1B1 +B1C1 + C1D1 > h(a′, b′) + h(b′, c′) + h(c′, d′).

Ëåììà 2.3. Ïóñòü P = AB...CD...E è P ′ = A′B′...C ′D′...E′ � ãèïåð-

áîëè÷åñêèå èëè åâêëèäîâû íåêîíãðóýíòíûå âûïóêëûå ïîëèãîíû ñ ðàâíûìè

ñîîòâåòñòâóþùèìè óãëàìè, âïèñàííûå îäèíàêîâûìè ñòîðîíàìè â óãëû AOE

è A′O′E′ ïîä ðàâíûìè íåíóëåâûìè íaêëîíàìè ê ëó÷àì OA è O′A′, OE è

O′E′ â âåðøèíàõ A è A′, E è E′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü çâåíüÿ ïîëèãîíà P �

íå áîëüøèå ñîîòâåòñòâóþùèõ èì çâåíüåâ ïîëèãîíà P ′. Òîãäà ïëîùàäü σ(W )

îáëàñòè W , îòñåêàåìîé ïîëèãîíîì P îò óãëà AOE, ìåíüøå ïëîùàäè σ(W ′)

îáëàñòè W ′, îòñåêàåìîé ïîëèãîíîì P ′ îò óãëà A′O′E′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèàíãóëèðóåì îáëàñòüW ′ õîðäàìèB′O′, ..., C ′O′,D′O′

... . Íàïðàâèì â îáëàñòüW èç âåðøèí B, ..., C,D ... ëó÷è b, ..., c, d ... ïîä òåìè

æå óãëàìè ê çâåíüÿì ïîëèãîíà P , ïîä êàêèìè ñîîòâåòñòâóþùèå õîðäû íà-

êëîíåíû ê çâåíüÿì ïîëèãîíà P ′. Ïðè÷èñëèì ê íàáîðó ëó÷åé òàêæå ëó÷è AO

è EO. Â óñëîâèÿõ Ëåììû ó êîíêðåòíîãî çâåíà XY ëó÷è x, y ïåðåñåêàþòñÿ â

íåêîòîðîé òî÷êå Z, îïðåäåëÿÿ íàä çâåíîì XY òðåóãîëüíèê XY Z. Ïëîùàäü

ýòîãî òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò ïëîùàäè ñîîòâåòñòâóþùåãî òðåóãîëüíè-

êà X ′Y ′O′ òðèàíãóëÿöèè W ′. Ââåäåì ïîëèãîí P̃ (B), ñîñòàâëåííûé èç ïîëè-

ãîíà P (B) = B...CD...E è ëó÷åé b, EO; ââåäåì ïîëèãîí P̃ ′(B′),ñîñòàâëåííûé

èç ïîëèãîíà P ′(B′) = B′...C ′D′...E′ è ëó÷åé B′O′, E′O′.

Ïóñòü ïîëèãîíû P è P ′ îáðàùåíû ê âåðøèíàì óãëîâ O è O′ âûïóêëû-

ìè ñòîðîíàìè. È ïóñòü ëó÷ b ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AO âî âíóòðåííåé òî÷êå

N . Òîãäà ëó÷ b òàêæå ïåðåñåêàåò â íåêîòîðîé òî÷êå K ëó÷ EO âíå ñòîðî-

íû EO; äîêàæåì ýòî Ïðåäëîæåíèå; â åâêëèäîâîì ñëó÷àå Ïðåäëîæåíèå î÷å-

âèäíî. Äåôîðìèðóåì ïîëèãîí P̃ ′(B′), ñîõðàíÿÿ åãî óãëû è ïîñëåäîâàòåëüíî

óðàâíèâàÿ (â óñëîâèÿõ Ëåììû � íå óâåëè÷èâàÿ) çâåíüÿ ïîëèãîíà P ′(B′) ñ

ñîîòâåòñòâóþùèìè çâåíüÿìè ïîëèíîìà P (B). Â ïðîöåññå äåôîðìàöèè ôàêò

ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé B′O′ è E′O′ ñîõðàíÿåòñÿ, ïî çàâåðøåíèè äåôîðìàöèè

ïîëèãîí P̃ ′(B′) ñòàíåò êîíãðóýíòíûì ïîëèãîíó P̃ (B). Çíà÷èò ëó÷è b è EO

äåéñòâèòåëüíî ïåðåñåêàþòñÿ. Îáëàñòü W ïîêðûâàåòñÿ òðåóãîëüíèêîì ABN

è íîâîé îáëàñòüþ W (B), îòñåêàåìîé ïîëèãîíîì P (B) îò óãëà BKE. Àíà-

ëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñ ïîêðûòèåì îáëàñòè W âîçíèêàåò â ñëó÷àÿõ, êîãäà ëó÷

b ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó O èëè êîãäà ëó÷ b ïðîõîäèò ÷åðåç âíóòðåííþþ

òî÷êóM ñòîðîíû EO è ïåðåñåêàåò â íåêîòîðîé òî÷êå T ëó÷ AO âíå ñòîðîíû

AO.
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Ïóñòü ïîëèãîíû P è P ′ îáðàùåíû ê âåðøèíàì óãëîâ O è O′ âîãíóòûìè

ñòîðîíàìè (Ðèñ. 2ñ). È ïóñòü ëó÷ b ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AO âî âíóòðåííåé

òî÷êå N . Òîãäà ëó÷ b òàêæå ïåðåñåêàåò â íåêîòîðîé òî÷êå K ëó÷ EO âíå

ñòîðîíû EO; äîêàæåì ýòî Ïðåäëîæåíèå; â åâêëèäîâîì ñëó÷àå Ïðåäëîæåíèå

î÷åâèäíî. Ïîëîæèì, ÷òî ëó÷è b è EO íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äåôîðìèðóåì âû-

ïóêëûé ïîëèãîí P̃ (B), ñîõðàíÿÿ åãî óãëû è ïîñëåäîâàòåëüíî óðàâíèâàÿ (â

óñëîâèÿõ Ëåììû � íå óìåíüøàÿ) çâåíüÿ ïîëèãîíà P (B) ñ ñîîòâåòñòâóþùè-

ìè çâåíüÿìè ïîëèíîìà P ′(B′). Â ïðîöåññå äåôîðìàöèè ôàêò íåïåðåñå÷åíèÿ

ëó÷åé b è EO ñîõðàíÿåòñÿ, ïî çàâåðøåíèè äåôîðìàöèè ïîëèãîí P̃ (B) ñòàíåò

êîíãðóýíòíûì ïîëèãîíó P̃ ′(B′). Íî ëó÷è B′O′ è E′O′ ïåðåñåêàþòñÿ � ïðîòè-

âîðå÷èå; çíà÷èò, ëó÷è b è EO òàêæå ïåðåñåêàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ëó÷ b

ïåðåñåêàåò â íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå ïîëèãîí AOE, òî õàðàêòåð ïîêðû-

òèÿ îáëàñòèW â ïðèíöèïå ïîâòîðÿåò óæå ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè ïîêðûòèÿ,

êîãäà ïîëèãîíû P (B) è P ′(B′) îáðàùåíû ê âåðøèíàì O è O′ âûïóêëûìè

ñòîðîíàìè. Ïðàâäà, çäåñü âîçíèêàåò åùå îñîáûé âàðèàíò ïîêðûòèÿ, êîãäà

ëó÷ b ïåðåñåêàåò â íåêîòîðîé òî÷êå L ïîëèãîí P (B).

Ïóñòü L � âíóòðåííÿÿ òî÷êà íåêîòîðîé ñòîðîíû CD, L′ � òî÷êà ñòîðîíû

C ′D′, äåëÿùàÿ ýòó ñòîðîíó â òîì æå îòíîøåíèè, â êàêîì òî÷êà L äåëèò

ñòîðîíó CD. Äîáàâèì â îáëàñòè W ′ õîðäó L′O′. Íàïðàâèì â îáëàñòü W ëó÷

LR ïîä òåìè æå óãëàìè ê çâåíüÿì ñòîðîíû CD, ïîä êàêèìè õîðäà L′O′

íàêëîíåíà ê çâåíüÿì ñòîðîíû C ′D′, è ââåäåì ëó÷ LF , ïðîòèâîïîëîæíûé

ëó÷ó LR. Ëó÷ LR ïðîõîäèò âíå óãëà BLC. Èíà÷å óñòàíàâëèâàåòñÿ íåâîç-

ìîæíîå � ÷òî ëó÷è L′O′ è E′O′ íå ïåðåñåêàþòñÿ; ïîäîáíûé ñëó÷àé óæå

ðàññìàòðèâàëñÿ. Ïóñòü S � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé b è AO âíå ñòîðîíû

AO. ÎáëàñòüW ïîêðûâàåòñÿ òðåóãîëüíèêîì ABS è íîâîé îáëàñòüþW1(B),

îòñåêàåìîé ïîëèãîíîì P1(B) = B...CL îò óãëà BLF . Òðåóãîëüíèêó ABS îò-

âå÷àåò òðåóãîëüíèê A′B′O′, îáëàñòèW1(B) � îáëàñòüW ′
1(B′), îòñåêàåìàÿ îò

óãëà B′O′L′ ïîëèãîíîì P ′
1(B′) = B′...C ′L′. Ïîäîáíî îïðåäåëÿåòñÿ è ñëó÷àé

ïîêðûòèÿ, êîãäà ëó÷ b ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó E.

Ïî èçëîæåííûì ñõåìàì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîêðûòèå îáëàñòè W ëèáî ïîë-

íîé ñèñòåìîé òðåóãîëüíèêîâ âèäà XY Z, ïîñòðîåííûõ íà ñòîðîíàõ XY ïî-

ëèãîíà P , ëèáî íåïîëíîé ñèñòåìîé òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ. Â ñëó÷àå ïîëíîé

ñèñòåìû òðåóãîëüíèêîâ ïëîùàäü ïîêðûòèÿ îáëàñòè W íå ïðåâîñõîäèò ïëî-

ùàäè σ(W ′); ýòà ïëîùàäü ïîêðûòèÿ ìåíüøå ïëîùàäè σ(W ′), òàê êàê ïîëè-

ãîíû P è P ′ íåêîíãðóýíòíûå. Íåïîëíàÿ ñèñòåìà òðåóãîëüíèêîâ ïîêðûòèÿ

ìîæåò âîçíèêíóòü ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ïîëèãîíû P è P ′ îáðàùåíû ê âåð-

øèíàì óãëîâ O è O′ âîãíóòûìè ñòîðîíàìè. Ïëîùàäü òàêîãî ïîêðûòèÿ íå
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ïðåâîñõîäèò ïëîùàäè ÷àñòè îáëàñòèW ′, ýòà ïëîùàäü ïîêðûòèÿ òàêæå ìåíü-

øå ïëîùàäè σ(W ′). Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.2.

Â óñëîâèÿõ Òåîðåìû ïðè îáõîäàõ ïîëèãîíîâ P è P ′ îáÿçàòåëüíî áóäóò

ïåðåìåíû çíàêîâ. Ýòî åñòü ñëåäñòâèå Ëåììû 2.3. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðè

îáõîäàõ ïîëèãîíîâ P è P ′ íå ìîæåò áûòü äâóõ ïåðåìåí çíàêîâ.

Ïóñòü ïîëèãîíû P è P ′ ðàçäåëÿþòñÿ âåðøèíàìè A, C è A′, C ′ íà

ïîëèãîíû P (B) = A...B...C, P (D) = A...D...C è P ′(B′) = A′...B′...C ′,

P ′(D′) = A′...D′...C ′ ñî çíàêàìè ó ñòîðîí "+" , "−" è "−" , "+" ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïðîâåäåì ê ïîëèãîíàì P è P ′ ÷åðåç âåðøèíû A, C è A′, C ′

îïîðíûå ïðÿìûå ëèíèè a, c è a′, c′ ïîä ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûìè íàêëîíà-

ìè ê ñòîðîíàì ýòèõ ïîëèãîíîâ. Â óñëîâèÿõ Òåîðåìû îïîðíûå ëèíèè ìîæíî

ïîäîáðàòü â äâóõ ñëåäóþùèõ âàðèàíòàõ. Ïåðâûé âàðèàíò: ëèíèè a, c è a′,

c′ ñóòü ðàñõîäÿùèåñÿ ïðÿìûå ëèíèè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàëëåëüíûå

ïðÿìûå ëèíèè äëÿ åâêëèäîâûõ ïîëèãîíîâ P è P ′. Âòîðîé âàðèàíò: ëèíèè a,

c è a′, c′ ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ O è O′, ïðè÷åì ïîëèãîíû P è P ′

îáðàùåíû ê òî÷êàì O è O′ âûïóêëûìè ñòîðîíàìè.

Ïåðâûé âàðèàíò. Ñðàâíèâàÿ ïîëèãîíû P (B) è P ′(B′), ïî Ëåììå 2.2 íà-

õîäèì, ÷òî øèðèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîñ ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì h(a, c) >

h(a′, c′). Ñðàâíèâàÿ ïîëèãîíû P (D) è P ′(D′), ïî Ëåììå 2.2 íàõîäèì, ÷òî

h(a, c) < h(a′, c′). Ïðîòèâîðå÷èå.

Âòîðîé âàðèàíò. Îáîçíà÷èì Σ ïëîùàäè ïîëèãîíîâ P è P ′, à σ, σ′ è σ+Σ,

σ′ + Σ � ñîîòâåòñòâåííî ïëîùàäè, îòñåêàåìûå ïîëèãîíàìè P (B), P ′(B′) è

P (D), P ′(D′) îò óãëîâ ABC, A′B′C ′. Ïî Ëåììå 2.3 íàõîäèì, ÷òî σ > σ′ è

σ +Σ < σ′ +Σ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîëó÷åííûå ïðîòèâîðå÷èÿ óòâåðæäàþò Òåîðåìó � ïðè îáõîäàõ ïîëèãî-

íîâ P è P ′ áóäåò íå ìåíåå ÷åòûðåõ ïåðåìåí çíàêîâ.

3. Æåñòêîñòü âûïóêëûõ ïîëèýäðîâ

Ðàññìîòðèì òðåõìåðíîå ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E3
1 ñ ìåòðè÷å-

ñêîé ôîðìîé z2 = z21 + z22 − z23 . Ñôåðû åäèíè÷íîãî è ìíèìîåäèíè÷íîãî

ðàäèóñîâ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïëîñêîñòü äå Ñèòòåðà

è ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïëîñêîñòü. Ïîëíûé, íå èìåþùèé ãðàíèöû, ïîëèýäðàëü-

íûé êîíóñ â E3
1 íàçûâàåòñÿ ïîëèýäðàëüíûì óãëîì. Ñòðîãî âûïóêëûå ïîëè-

ýäðàëüíûå óãëû ñ îáùåé âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò � ïðîñòðàíñòâåííî-

ïîäîáíûé óãîë P è âðåìåíè-ïîäîáíûé óãîë Q íàçûâàþòñÿ ïîëÿðíûìè óãëà-

ìè, åñëè êàæäîå ðåáðî îäíîãî óãëà âíåøíå îðòîãîíàëüíî íåêîòîðîé ãðàíè

äðóãîãî óãëà è êàæäîé ãðàíè îäíîãî óãëà âíåøíå îðòîãîíàëüíî íåêîòîðîå
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ðåáðî äðóãîãî óãëà. Ïîëèãîí Q̄, ïåðåñå÷åíèå óãëà Q ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñôå-

ðîé, íàçûâàåòñÿ ïîëèãîíîì, ïîëÿðíûì ê óãëó P . Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíàÿ

ãðàíü óãëà P , A � âåðøèíà ïîëèãîíà Q̄, îïðåäåëÿåìàÿ ðåáðîì óãëà Q, îð-

òîãîíàëüíûì ê ãðàíè α. Î÷åâèäíî, âíåøíèé óãîë ïîëèãîíà Q̄ â âåðøèíå

A ðàâåí ïëîñêîìó óãëó ãðàíè α. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíîå ðåáðî óãëà P , ā

� ñòîðîíà ïîëèãîíà Q̄, îïðåäåëÿåìàÿ ãðàíüþ óãëà Q, îðòîãîíàëüíîé ðåáðó

a. Î÷åâèäíî, ñòîðîíà ā ðàâíà âíåøíåìó äâóãðàííîìó óãëó ïîëèýäðà P ïðè

ðåáðå a. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî êðèâèçíà óãëà P � îòðèöàòåëü-

íàÿ � ñóììà ïëîñêèõ óãëîâ ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíîãî ñòðîãî âûïóêëîãî

ïîëèýäðàëüíîãî óãëà ïðåâîñõîäèò 2π, äëÿ ïðîâåðêè íàäî ëèøü ïåðåéòè ê ïî-

ëÿðíîìó ïîëèãîíó Q̄; âåñüìà ïîëåçíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî

ôàêòà.

Ëåììà 3. Ïóñòü P è P ′ � íåêîíãðóýíòíûå ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûå

ñòðîãî âûïóêëûå ïîëèýäðàëüíûå óãëû ñ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûìè ïëîñêèìè

óãëàìè. Îòìåòèì âíåøíèå äâóãðàííûå óãëû ïîëèãîíîâ çíàêàìè "+" èëè

"−" , åñëè êîíêðåòíûé äâóãðàííûé óãîë îäíîãî ïîëèýäðàëüíîãî óãëà áîëü-

øå èëè ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî äâóãðàííîãî óãëà äðóãîãî ïîëèýäðàëüíîãî

óãëà. Òîãäà ïðè îáõîäå âîêðóã âåðøèíû êàæäîãî ïîëèýäðàëüíîãî óãëà áóäåò

íå ìåíüøå ÷åòûðåõ ïåðåìåí çíàêîâ.

Ëåììà âûòåêàåò èç Òåîðåìû 2.2; íàäî ëèøü ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì ïîëè-

ãîíàì Q̄ è Q̄′, ñîîòâåòñòâóþùèì ïîëèýäðàëüíûì óãëàì P è P ′.

Òåîðåìà 3. Îäèíàêîâî ñîñòàâëåííûå çàìêíóòûå ñòðîãî âûïóêëûå ïîëè-

ýäðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîñêèå óãëû

ðàâíû, à ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè èìåþò ðàâíûå ïëîùàäè, ïîëèýäðû â ñôå-

ðè÷åñêîì è ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâàõ, ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå

ïëîñêèå óãëû ðàâíû, è ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûå ïîëèýäðû â ïðîñòðàíñòâå

äå Ñèòòåðà, ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîñêèå óãëû ðàâíû, êîíãðóåíòíû.

Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõìåðíîå ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E4
1 ñ ìåòðè-

÷åñêîé ôîðìîé z2 = z21 +z22 +z23−z24 . Ñôåðû åäèíè÷íîãî è ìíèìîåäèíè÷íîãî

ðàäèóñîâ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà

è ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñòðîãî âûïóêëûå ïîëèýäðàëüíûå óãëû ñ

îáùåé âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò � ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûé óãîë P

è âðåìåíè-ïîäîáíûé óãîë Q � íàçûâàþòñÿ ïîëÿðíûìè óãëàìè, åñëè êàæ-

äîå ðåáðî îäíîãî óãëà âíåøíå îðòîãîíàëüíî íåêîòîðîé ãðàíè äðóãîãî óãëà

è êàæäîé ãðàíè îäíîãî óãëà âíåøíå îðòîãîíàëüíî íåêîòîðîå ðåáðî äðóãîãî

óãëà. Ñòðîãî âûïóêëûå ïîëèýäðû P̄ è Q̄, ïåðåñå÷åíèÿ óãëîâ P è Q ñî ñôå-

ðîé äå Ñèòòåðà è ãèïåðáîëè÷åñêîé ñôåðîé, íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-
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ïîäîáíûì è âðåìåíè-ïîäîáíûì ïîëÿðíûìè ïîëèýäðàìè; ãðàíÿìè ýòèõ ïî-

ëèýäðîâ ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå ñôåðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷å-

ñêèå ïîëèãîíû. Êàæäûì âåðøèíå, ðåáðó, ãðàíè îäíîãî èç ïîëèýäðîâ P̄ è Q̄

ñîîòâåòñòâóþò ïîëÿðíûå ãðàíü, ðåáðî, âåðøèíà äðóãîãî ïîëèýäðà; êàæäîå

ðåáðî îäíîãî èç ïîëèýäðîâ P̄ è Q̄ ðàâíî âíåøíåìó äâóãðàííîìó óãëó ïðè

ïîëÿðíîì ðåáðå äðóãîãî ïîëèýäðà.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3 ïðîâîäèòñÿ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè Êîøè-

Ëåæàíäðà [1, 2] è Àëåêñàíäðîâà [9, 1950]. Ñíà÷àëà, ïî Ëåæàíäðó è Êîøè,

óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóãðàííûõ óãëîâ ðàññìàòðè-

âàåìûõ ïîëèýäðîâ; ïðè ýòîì ïðèìåíÿåòñÿ êîìáèíàòîðèêà Êîøè, îñíîâàí-

íàÿ íà Òåîðåìå Ýéëåðà. Çàòåì, ïî Àëåêñàíäðîâó, ñ ïîìîùüþ Òåîðåìû 2.2

óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáåð ìíîãîãðàííèêîâ; ïðèìå-

íÿåòñÿ ìåòîä, äâîéñòâåííûé ìåòîäó Êîøè-Ëåæàíäðà. Ýòèì è äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 3. Î÷åâèäíî, íåò íåîáõîäèìîñòè ïðèâîäèòü ïîäðîáíîå åå äîêàçà-

òåëüñòâî.

Àëåêñàíäðîâ êà÷åñòâåííî óïðîñòèë äîêàçàòåëüñòâî Êîøè-Ëåæàíäðà,

ïðèìåíÿÿ âìåñòî êîìáèíàòîðèêè Êîøè è Òåîðåìû Ýéëåðà Òåîðåìó Æîðäà-

íà äëÿ ñôåðû; âåäü Òåîðåìà Ýéëåðà òîæå îñíîâûâàåòñÿ íà Òåîðåìå Æîðäà-

íà. Äîáàâèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àåâ ñôåðè÷åñêîãî, ãèïåðáîëè÷åñêîãî è äå Ñèòòåðà

ïðîñòðàíñòâ âòîðîé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû ìîæåò áûòü ñîêðàùåí. Ñ

ýòîé öåëüþ, íàðÿäó ñ ðàññìàòðèâàåìûìè ïîëèýäðàìè ââîäÿòñÿ ïîëÿðíûå ê

íèì ïîëèýäðû, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ òîæå ñ ðàâíûìè ñîîòâåòñòâóþùèìè

ïëîñêèìè óãëàìè. Íà ïåðâîì ýòàïå óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâó-

þùèõ äâóãðàííûõ óãëîâ êàê ó èñõîäíûõ, òàê è ó ïîëÿðíûõ ïîëèýäðîâ. Íà

âòîðîì ýòàïå, ïî èçëîæåííîìó ðàíåå ãåîìåòðè÷åñêîìó ïðèçíàêó ïîëÿðíûõ

ðåáåð, èç ðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóãðàííûõ óãëîâ ïîëèýäðîâ èçâëåêà-

åòñÿ íåîáõîäèìîå ðàâåíñòâî èõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáåð � Òåîðåìà î êîíãðó-

åíòíîñòè ïîëèýäðîâ äîêàçàíà.

Åâêëèäîâ âàðèàíò Òåîðåìû 3 ñîäåðæèòñÿ â Îïðåäåëåíèè 10 êíèãè XI

"Íà÷àë" èçäàíèÿ Ãåéáåðãà [10, 1948-1950]; èçäàíèå îñíîâàíî íà ñðàâíèòåëü-

íîì àíàëèçå ðàçëè÷íûõ ñïèñêîâ "Íà÷àë" è ïðèçíàíî èñòîðèêàìè êàê áëè-

æàéøåå ê Îðèãèíàëó. Ýòî âàðèàíò ïðåäñòàâëÿåò ïðåäåëüíî îáùèé ðåçóëüòàò

î æåñòêîñòè çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîëèýëðîâ, îòêðûòûé ïðîôåññèîíàëüíû-

ìè ìàòåìàòèêàìè çàäîëãî äî âðåìåíè Àëåêñàíäðèè è Àôèí [11, 2008]. Îïðå-

äåëåíèå 9 åñòü âñïîìàãàòåëüíîå Ïðåäëîæåíèå ê Îïðåäåëåíèþ 10.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïîäîáíûìè òåëåñíûìè ôèãóðàìè áóäóò çàêëþ÷åííûå

ìåæäó ðàâíûìè ïî êîëè÷åñòâó ïîäîáíûìè ïëîñêîñòÿìè.
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Îïðåäåëåíèå 10. Ðàâíûå æå è ïîäîáíûå òåëåñíûå ôèãóðû áóäóò çà-

êëþ÷åííûå ìåæäó ðàâíûìè ïî êîëè÷åñòâó è ïî âåëè÷èíå ïîäîáíûìè ïëîñ-

êîñòÿìè.

Çäåñü "òåëåñíûå ôèãóðû" è "ïëîñêîñòè" � ïîëèýäðû è ïîëèãîíû, ãðà-

íè ïîëèýäðîâ; "òåëåñíûå ôèãóðû, çàêëþ÷åííûå ìåæäó ðàâíûìè ïî êîëè-

÷åñòâó ïîäîáíûìè ïëîñêîñòÿìè" � îäèíàêîâî ñîñòàâëåííûå (êîìáèíàòîðíî

ýêâèâàëåíòíûå) ïîëèýäðû ñ ðàâíûìè ñîîòâåòñòâóþùèìè ïëîñêèìè óãëàìè;

"ðàâíûå òåëåñíûå ôèãóðû" è "ðàâíûå ïî âåëè÷èíå ïëîñêîñòè" � ïîëèýäðû

ñ ðàâíûìè ïî äëèíå ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåáðàìè è ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëè-

ãîíû ñ ðàâíûìè ïëîùàäÿìè.

Â "Íà÷àëàõ" ðàññìàòðèâàþòñÿ áåç êàêèõ-ëèáî îïðåäåëåíèé òîëüêî âû-

ïóêëûå ïîëèãîíû è ïîëèýäðû. Åñëè íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è áûëè â

Îðèãèíàëå, òî îíè óñòðàíåíû "èñïðàâëåíèÿìè" ïåðåïèñ÷èêîâ. Íàïðèìåð,

ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ Ïðåäëîæåíèåì 21 èç êíèãè XI: "Âñÿêèé òåëåñíûé óãîë

çàêëþ÷àåòñÿ ìåæäó ïëîñêèìè óãëàìè, ìåíüøèìè [÷åì] ÷åòûðå ïðÿìûõ <óã-

ëà>"; Ïðåäëîæåíèå âåðíî òîëüêî äëÿ âûïóêëûõ "òåëåñíûõ óãëîâ".

Ä.Ä. Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîé ïðèâîäèò ñëåäóþùèé Êîììåíòàðèé 6 (Ïîäî-

áèå òåë) ê êíèãå XI "Íà÷àë" [10]: "Â Îïðåäåëåíèè 9 âûñòóïàåò äèñãàðìîíèÿ

ñ îïðåäåëåíèåì ïîäîáèÿ ïëîñêèõ ôèãóð â øåñòîé êíèãå "Íà÷àë" (Îïðåäå-

ëåíèå 1). Òàì ïîäîáíûå ôèãóðû îïðåäåëÿþòñÿ êàê òàêèå, êîòîðûå èìåþò

ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûå óãëû, è ñòîðîíû, çàêëþ÷àþùèå ýòè óãëû, ïðîïîð-

öèîíàëüíû." Ïî òåêñòó "Íà÷àë" ýòîò ïðèçíàê "ïîäîáèå" îòíîñèòñÿ ëèøü

ê "ïðÿìîëèíåéíûì ôèãóðàì" � ê ïîëèãîíàì. Òàêîå îïðåäåëåíèå ïîäîáèÿ

íå ïðèìåíèìî ê "òåëåñíûì ôèãóðàì è íå òîëüêî èç-çà äèñãàðìîíèè ñ Îïðå-

äåëåíèåì 9. Òðåáîâàíèå Îïðåäåëåíèÿ 1 "ñòîðîíû ïðîïîðöèîíàëüíû" ïðî-

òèâîðå÷èò òðåáîâàíèþ Îïðåäåëåíèÿ 10 "ðàâíûå ïî âåëè÷èíå ïëîñêîñòè" �

îíî ïåðåãðóæàåò Îïðåäåëåíèå 10. Ïîýòîìó â Îïðåäåëåíèÿõ 9 è 10 è äëÿ

"ïëîñêîñòåé è äëÿ "òåëåñíûõ ôèãóð" ïðèçíàê "ïîäîáíû" îçíà÷àåò "ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïëîñêèå óãëû ðàâíû"; ó "òåëåñíûõ ôèãóð" äâóãðàííûé óãîë

õàðàêòåðèçóåòñÿ "ïëîñêèì óãëîì" � ëèíåéíûì óãëîì â ñîâðåìåííîé òåðìè-

íîëîãèè. Â ïîäòâåðæäåíèå ýòîãî âûâîäà äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü Îïðåäåëåíèå

8 (Ïëîñêèé óãîë) è Îïðåäåëåíèå 6 (Íàêëîí ïëîñêîñòè ê ïëîñêîñòè) èç êíèã

I è XI "Íà÷àë"; óãëû ôèãóð çäåñü îïðåäåëÿþòñÿ îáùåé òåðìèíîëîãèåé. Ïî

ñâèäåòåëüñòâàì Àðèñòîòåëÿ è Ïðîêëà, òàê êâàëèôèöèðîâàëîñü ïîäîáèå ôè-

ãóð Ïèôàãîðîì � êàê ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ïëîñêèõ óãëîâ; ýòî âïîëíå

ãàðìîíèðóåò ñ íàãëÿäíûìè, îïûòíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè.
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Â ñâÿçè ñ èçëîæåííûì, âñïîìîãàòåëüíîå Îïðåäåëåíèå 9 ÷èòàåòñÿ êàê

Òåîðåìà: Êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûå çàìêíóòûå âûïóêëûå ïîëèýäðû, ó

ãðàíåé êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû ðàâíû, èìåþò ðàâíûå ñîîòâåòñòâó-

þùèå äâóãðàííûå óãëû.

Îïðåäåëåíèÿ 9 è 10 â "Íà÷àëàõ" ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè, íåîáõîäèìûìè

äëÿ ïîñòðîåíèÿ Òåîðèè îáúåìîâ è îòíîñÿùèìèñÿ ê òðåóãîëüíûì ïèðàìè-

äàì è ïðèçìàì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñàìè Îïðåäåëåíèÿ â êà÷åñòâå Òåîðåì äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ âûïóêëûõ ïîëèýäðîâ áûëè èçâåñòíûì ìíîãî ðàíåå ðàçðàáîò-

êè ñîäåðæàòåëüíîãî Ó÷åíèÿ î ãåîìåòðèè, êàêèìè ÿâëÿþòñÿ "Íà÷àëà" [12,

2010]. Îòäàâàÿ äîëæíîå âûñîêîìó íàó÷íîìó è àêñèîìàòè÷åñêîìó óðîâíþ

ýòîãî Ó÷åíèÿ, à òàêæå íåïðåâçîéäåííîé Øêîëå åãî Ñîçäàòåëåé, ìû íàçû-

âàåì åâêëèäîâ âàðèàíò Òåîðåìû 3 (Îïðåäåëåíèÿ 10) Òåîðåìîé Åâêëèäà [11,

12]. Ó÷åíèåì íàçûâàë "Íà÷àëà" Ä. Ãèëüáåðò, èõ âûñîêî öåíèë è Ê.Ô. Ãàóññ.

Òåîðåìà Åâêëèäà. Çàìêíóòûå îäèíàêîâî ñîñòàâëåííûå âûïóêëûå ïî-

ëèýäðû êîíãðóåíòíû, åñëè ó íèõ ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîñêèå óãëû ðàâíû è

ïëîùàäè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíåé ðàâíû.

Â çàêëþ÷åíèå íàïîìíèì Òåîðåìû î æåñòêîñòè âûïóêëûõ ïîëèýäðîâ, çà-

ëîæèâøèå îñíîâû âàæíîãî íàïðàâëåíèÿ ñîâðåìåííîé Ãåîìåòðèè "â öåëîì"

� âíóòðåííåé è âíåøíåé Ãåîìåòðèè îáùèõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé.

Òåîðåìà 3.1. (Ëåæàíäð è Êîøè) Çàìêíóòûå âûïóêëûå ïîëèýäðû, îäè-

íàêîâî ñîñòàâëåííûå èç êîíãðóåíòíûõ ãðàíåé, êîíãðóýíòíû.

Òåîðåìà ñëåäóåò èç Òåîðåìû - Îïðåäåëåíèÿ 9. Êàê îòìå÷àåò Êîøè, Ëå-

æàíäð óâèäåë ýòó Òåîðåìó [òàêæå] â Îïðåäåëåíèè 9 êíèãè XI "Íà÷àë" ; ê

ñîæàëåíèþ, ó Ëåæàíäðà áûë ñïèñîê "Íà÷àë" , ÿâíî èñïîð÷åííûé ïåðåïèñ-

÷èêàìè. Â ïîäòâåðæäåíèå ïðèâîäèì îðèãèíàëüíûå ôîðìóëèðîâêè èç [2]:

"Ñëåäñòâèå 1. Èç ïðåäûäóùåé Òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âûïóêëûå ïîëèýäðû,

îäèíàêîâî ñîñòàâëåííûå èç êîíãðóýíòíûõ ãðàíåé, êîíãðóýíòíû. Ýòî åñòü òî,

÷òî ñîñòàâëÿåò Òåîðåìó, çàêëþ÷àþùóþñÿ â Îïðåäåëåíèè 9 êíèãè XI Åâêëè-

äà.

Ñëåäñòâèå 2. Èç ïðåäûäóùåé Òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âûïóêëûå ïîëèýä-

ðû, îäèíàêîâî ñîñòàâëåííûå èç ïîäîáíûõ ãðàíåé, ïîäîáíû. Ýòî åñòü òî, ÷òî

ñîñòàâëÿåò Òåîðåìó, çàêëþ÷àþùóþñÿ â Îïðåäåëåíèè 10 öèòèðîâàííîé êíè-

ãè."

Òåîðåìà 3.2. (Ìèíêîâñêèé) Åñëè ó äâóõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîëèýä-

ðîâ ãðàíè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû è èìåþò ðàâíûå ïëîùàäè, òî ïîëè-

ýäðû êîíãðóýíòíû è ïàðàëëåëüíî ðàñïîëîæåíû.
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Òåîðåìà ñëåäóåò èç Òåîðåìû-Îïåðåäåëåíèÿ 10 [9]. Ìèíêîâñêèé ïîëó÷èë

ýòó òåîðåìó, ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷ó î çàïîëíåíèè ïðîñòðàíñòâà ðàâíûìè è

ïàðàëëåëüíî ðàñïîëîæåííûìè âûïóêëûìè ïîëèýäðàìè � ïàðàëëåëîýäðàìè.

Çàäà÷à âîçíèêëà ïðè èññëåäîâàíèè ïðîáëåì ãåîìåòðè÷åñêîé Òåîðèè ÷èñåë

è Êðèñòàëëîãðàôèè Ôåäîðîâûì.

Òåîðåìà 3.3. (Àëåêñàíäðîâ) Åñëè ó äâóõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîëè-

ýäðîâ ãðàíè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû è åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè íå

ìîãóò áûòü ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ïîìåùåíû îäíà â äðóãîé, òî ïîëèýäðû

êîíãðóýíòíû è ïàðàëëåëüíî ðàñïîëîæåíû.

Òåîðåìà øèðîêî îáîáùàåò Òåîðåìó 3.2 [9].

4. Ïðîáëåìû

Ïðåäñòàâëÿåì àêòóàëüíóþ ïðîáëåìàòèêó, ñâÿçàííóþ ñ Òåîðåìîé.

Æåñòêîñòü ïîëèýäðîâ ïðè ìèíèìàëüíûõ äàííûõ.

Ïðîáëåìà 1. Äîêàçàòü, ÷òî êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûå çàìêíóòûå

âûïóêëûå ïîëèýäðû â Rn êîíãðóýíòíû, åñëè (a) ïëîùàäè ñôåðè÷åñêèõ èçîá-

ðàæåíèé èõ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí ðàâíû, (b) ñðåäíèå êðèâèçíû èõ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ðåáåð âñåõ ðàçìåðíîñòåé ðàâíû, (c) ïëîùàäè èõ ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ãèïåðãðàíåé ðàâíû.

Ýòà ïðîáëåìà ôîðìóëèðîâàëàñü àâòîðîì â the workshop "Rigidity and

Flexibility Vienna, Austria, 2006 [13, Problem section].

Àíàëîã ïðîáëåìû Ñòîêåðà (J.J. Stoker, 1968).

Ïðîáëåìà 2. Äîêàçàòü, ÷òî êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûå íååâêëèäî-

âû çàìêíóòûå âûïóêëûå ïîëèýäðû êîíãðóýíòíû, åñëè èõ ñîîòâåòñòâóþùèå

ðåáðà èëè èõ ñîîòâåòñòâóþùèå äâóãðàííûå óãëû ðàâíû.

Â.À. Àëåêñàíäðîâûì äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ñôåðè÷åñêèå è ãèïåðáî-

ëè÷åñêèå çàìêíóòûå íåâûïóêëûå ïîëèýäðû áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, äîïóñêà-

þùèå íåòðèâèàëüíûå íåïðåðûâíûå äåôîðìàöèè ñ ñîõðàíåíèåì äâóãðàííûõ

óãëîâ [14].

Àíàëîã ïðîáëåìû Áðèêàðà (R. Bricard, 1897).

Ïðîáëåìà 3. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò åâêëèäîâû, ñôåðè÷åñêèå, ãè-

ïåðáîëè÷åñêèå, ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûå äåñèòòåðîâû çàìêíóòûå íåâû-

ïóêëûå ïîëèýäðû áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, êîòîðûå äîïóñêàþò íåòðèâèàëüíûå

íåïðåðûâíûå äåôîðìàöèè ñ ñîõðàíåíèåì óãëîâ ãðàíåé è, â åâêëèäîâîì ñëó-

÷àå, ñ ñîõðàíåíèåì ïëîùàäåé ãðàíåé.

Íåïðåðûâíî èçãèáàåìûå ïî Êîøè çàìêíóòûå íåâûïóêëûå ïîëèýäðû-

ôëåêñîðû áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé â R3 îòêðûòû Ð. Êîííåëè [15]; èíâàðèàíò-

íîñòü îáúåìîâ ïîëèýäðîâ ïðè èçãèáàíèÿõ äîêàçàíà È.Õ. Ñàáèòîâûì. Ðå-
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øåíèå ýòîé ïðîáëåìû âàæíî äëÿ òåîðèè îáîëî÷åê. Êàê ïîä÷åðêèâàåò È.È.

Âîðîâè÷ â Ïîñëåñëîâèè ê èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè À.Â. Ïîãîðåëîâà [16], íåîá-

õîäèìî èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê, "èìåþùèõ íóëåâóþ æåñòêîñòü

íà èçãèá è êîíå÷íóþ æåñòêîñòü íà ðàñòÿæåíèå" , ó êîòîðûõ "ýíåðãèÿ, íà-

êîïëåííàÿ ïðè ðàñòÿæåíèè, ïðîïîðöèîíàëüíà èçìåíåíèþ ïëîùàäè". Òàêîå

èññëåäîâàíèå ìîæåò ðàñøèðèòü êëàññ ìîäåëüíûõ ôëåêñîðîâ, îòêðûòûõ àâ-

òîðîì [17].

Àíàëîã ïðîáëåìû Ìèíäèíãà (E.F.A. Minding, 1836).

Ïðîáëåìà 4. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûå äåñèòòåðîâû çà-

ìêíóòûå âûïóêëûå èçîìåòðè÷íûå ïîâåðõíîñòè êîíãðóýíòíû.

Ýòà ïðîáëåìà â åâêëèäîâîì è ñôåðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâàõ ðåøåíà

À.Â. Ïîãîðåëîâûì [18], à â ãèïåðáîëè÷åñêîì - À.Ä. Ìèëêîé [19].
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Rigidity of closed convex polyhedra

We discuss Theorem of Legendre and Cauchy concerning the rigidity of closed

convex polyhedra, which determined the actual scienti�c direction of "Geometry

in large". We deny the version of Steinitz, which was popular in the last century,

about a mistake admitted in the proof by Legendre and Cauchy. A version of

Euclid's "Elements" , in which axiomatic De�nitions Legendre has seen this

Theorem, di�ers from the Original version of "Elements"restored by Heiberg.

This version of "Elements"includes an incomplete and corrected Variant of an

extremely general Theorem, contained in the Original, concerning the rigidity of

polyhedra, which had been opened by professional mathematicians long before

the time of Alexandria and Athens. In our paper we prove this General Theorem,

named Theorem of Euclid, and �nd its natural analogues in spherical, hyperbolic

and de Sitter spaces. Article continues the previous paper of the author: What

is the geometry "in large" ? � Moscow: Znanie, 12, 1986, 32 p.; Unidenti�ed

Egyptian Geometry // Proc. Int. Geom. Center, 2008, v.1, n.1-2, p.97-115;

Sources and contents of the axiomatic of "Elements" // Proc. Int. Geom. Center,

2009, v.2, n.3, p.41-54; Unidenti�ed Egyptian Geometry // Europ. J. of Combin.,

2010, v.31, p.1065-1071.


