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Òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîñòûõ ìñ-
ïàð íà ÷åòûð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Í. Â. Ëóêîâà - ×óéêî

Àííîòàöèÿ Äîêàçàí êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîñòîé

ïîëÿðíîé ÌÑ-ïàðû áåç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èíäåêñà 3 íà ÷åòûð¼õìåðíîì

ìíîãîîáðàçèè â òåðìèíàõ óïîðÿäî÷åííûõ äèàãðàìì Êèðáè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà ôóíêöèè Ìîðñà, ýêâèâàëåíòíîñòü, ïîëå Ìîðñà - Ñìåéëà

ÓÄÊ 517.91

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ X,Y íà M íà-

çûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

h : M → M , îòîáðàæàþùèé òðàåêòîðèè ïîëÿ X â òðàåêòîðèè ïîëÿ Y , ñî-

õðàíÿÿ èõ îðèåíòàöèþ.

Ðàçíûìè ñïîñîáàìè òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé

Ìîðñà - Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîëó÷åíà Å.À.Ëåîíòîâè÷åì è À.Ã.Ìàéåðîì,

Ì.Ïåéêñîòî, Â.Â.Øàðêîì, Õ.Âîíãîì, Ã.Ôëåéòèñîì, Å.Ãèðèê è äð.

Òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè âåêòîðíûõ ïîëåé Ìîðñà - Ñìåéëà íà

òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ã.Ôëåéòàñà, ß.Ë.Óìàíñüêîãî

òà Î.Î.Ïðèøëÿêà, à â ÷åòûð¼õìåðíîì ñëó÷àå ðàáîòà [1].

Ôóíêöèè f, g : M → R íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû h : M → M , h′ : R→ R, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî f ◦ h = h′ ◦ g è ãîìåîìîðôèçì h′ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ

ïðÿìîé.

Ãëîáàëüíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ôóíêöèé Ìîðñà íà ïîâåðõ-

íîñòÿõ è îäíîñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè áîëüøåé 5 áûëà ïîëó÷åíà
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â ðàáîòàõ À.Ò.Ôîìåíêî è Â.Â.Øàðêî [2], [3]. Òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêà-

öèÿ ôóíêöèé Ìîðñà íà çàìêíóòûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîñòðîåíî â

[4], à íà ÷åòûð¼õìåðíûõ â [5].

Â [6] ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ ôóíêöèé Ìîðñà - Ñìåéëà íà çàìêíóòûõ

ðèìàíîâûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïî îòíîøåíèþ ê ãåîìåòðè÷åñêîé ýê-

âèâàëåíòíîñòè â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ äèàãðàìì Õåãîðà.

ÌÑ-ïàðîé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïàðà {f,X}, â êîòîðîé f � ôóíêöèÿ Ìîðñà,

à X � ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîå âåêòîðíîå ïîëå ýòîé ôóíêöèè.

Äâå ÌÑ-ïàðû {f,X}, {g, Y } íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû-

ìè, åñëè ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû h : M →M , h′ : R→ R äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f ◦ h = h′ ◦ g è êðîìå òîãî ãîìåîìîðôèçì h îòîáðà-

æàåò òðàåêòîðèè ïîëÿ X íà òðàåêòîðèè ïîëÿ Y .

Ïî òåîðåìå Ìîðñà â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåíííîé êðèòè÷åñêîé òî÷-

êè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò x1, x2, ..., xn, â êîòîðîé ôóíêöèÿ èìå-

åò âèä f(x1, x2, ..., xn) = f(0) − x2
1 − x2

2 − ... − x2
k + x2

k+1 + ... + x2
n. Ïîëå

X = {−x1,−x2, ...,−xk, xk+1, ..., xn} áóäåò ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì äëÿ ýòîé

ôóíêöèè. Íàçîâåì ýòè ôóíêöèþ è ïîëå ñòàíäàðíîé ïàðîé.

ÌÑ-ïàðà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè äëÿ êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ôóíê-

öèè ñóùåñòâóåò îêðåñíîñòü â êîòîðîé îíà òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñòàí-

äàðòíîé ÌÑ-ïàðå.

ÌÑ-ïàðà íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíîé, åñëè ó ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ëèøü îäèí

ëîêàëüíûé ìèíèìóì è îäèí ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàéòè óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè

ïðîñòîé ïîëÿðíîé ÌÑ-ïàðû áåç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èíäåêñà 3.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ åêâèâàëåíòíîñòü ïðîñòîé ïîëÿðíîé ÌÑ-ïàðû

áåç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èíäåêñà 3. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè Ìîð-

ñà íà 4-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ó êîòîðûõ îäèí ìèíèìóì è îäèí ìàêñèìóì

è íåò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èíäåêñà 3. Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òîî÷åê óïîðÿ-

äî÷åíî ïî âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â íèõ. Íîìåð êðèòè÷åñêîé òî÷êè

� ýòî íîìåð åå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Ïî ôóíêöèè ïîñòðîèì ðàçëîæåíèå

íà ðó÷êè. Òîãäà ýòî ðàçëîæåíèå íà ðó÷êè áóäåò çàäàâàòü äèàãðàììó Êèðáè,

â êîòîðîé êàæäîé âëîæåííîé îêðóæíîñòè ñ òî÷êîé ñîîòâåòñòâóåò 1-ðó÷êà,

à îêðóæíîñòè ñ îñíàùåíèåì - 2-ðó÷êà (ýòà îêðóæíîñòü åñòü ñðåäíåé ñôåðîé

2-ðó÷êè). Ïðè ýòîìó êàæäàÿ îêðóæíîñòü èìååò òîò æå íîìåð, êîòîðûé è

ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ìîðñà (ðàâíûé íîìåðó ñîîò-

âåòñòâóþùåé ðó÷êè).
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Ïðè ýòîì âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû îêðóæíîñòü ñ òî÷êîé áûëà ñòàí-

äàðòíî âëîæåíîé, äóãè âíóòðè íåå áûëè ãîðèçîíòàëüíûìè è ïðîõîäèëè íàä

ëåâîé ïîëóîêðóæíîñòüþ è ïîä ïðàâîé ïîëóîêðóæíîñòüþ. Â äàëüíåéøåì ìû

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ âñåõ äèàãðàìì âûïîëíÿåòñÿ ýòî ñâîéñòâî. Ïî

äðóãîìó, ìû ýòî ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê ôèêñàöèþ âíóòðåííåãî äâóõìåð-

íîãî äèñêà, îðàíè÷åííîãî îêðóæíîñòüþ ñ òî÷êîé, è âñåõ åãî ïåðåñå÷åíèé ñ

äóãàìè.

Äèàãðàììó Êèðáè, â êîòîðîé êàæäîé îêðóæíîñòè ïðèïèñàí íîìåð, à äëÿ

îêðóæíîñòåé ñ òî÷êàìè çàôèêñèðîâàíû âíóòðåííèå äèñêè, íàçîâåì óïîðÿäî-

÷åííîé. Äâå óïîðÿäî÷åííûå äèàãðàììû Êèðáè íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè,

åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ñôåð S3, êîòîðûé îòîáðàæàåò âëîæåííûå

îêðóæíîñòè íà îêðóæíîñòè, ñîõðàíÿÿ òî÷êè èëè îñíàùåíèÿ îêðóæíîñòåé,

íîìåðà îêðóæíîñòåé è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ âíóòðåííèìè äèñêàìè.

Òåîðåìà 1 Äâå ïðîñòûå ïîëÿðíûå ÌÑ-ïàðû áåç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èíäåê-

ñà 3 íà ÷åòûðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà

è òîëüêî òîãäà, åñëè ïîñòðîåííûå ïî íèì óïîðÿäî÷åííûå äèàãðàììû Êèð-

áè èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïîñêîëüêó òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíò-

íîñòü çàäàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òðàåêòîðèÿìè ïîëåé, òî îíà ïîðîæäàåò

áèåêöèþ ìåæäó èõ ïåðåñå÷åíèÿìè ñ òðåõìåðíûìè ñôåðàìè, êîòîðàÿ ïî ïî

ïîñòðîåíèþ áóäåò ãîìåîìîðôèçìîì. Ïðè ýòîì îêðóæíîñòè îòîáðàæàþòñÿ â

îêðóæíîñòè, ñîõðàíÿÿ îòìå÷åíûå òî÷êè è îñíàùåíèÿ. Ñîîòâåòñòâèå êðèòè-

÷åñêèõ çíà÷åíèé ãàðàíòèðóåò ðàâåíñòâî íîìåðîâ (ïîðÿäêîâ) ýòèõ îêðóæíî-

ñòåé.

Äîñòàòî÷íîñòü. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó äâóõ

ôóíêöèé îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ.

Ãîìåîìîðôèçì äèàãðàìì çàäàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òðàåêòîðèÿìè ïîëåé

(êðîìå íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èíäåêñà 2 è 3). Ïðè

íåîáõîäèìîñòè ïîäïðàâèì åãî òàê, ÷òîáû îí ñîâïàäàë ñ ãîìåîìîðôèçìîì â

îêðåñòíîñòè îñíàùåííûõ îêðóæíîñòåé, êîòîðûé çàäàåòñÿ óñëîâèåì ïðîñòî-

òû ôóíêöèé. Òîãäà ïîëó÷èì òàêæå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåóñòîé÷èâûìè ìíî-

ãîîáðàçèÿìè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èíäåêñà 2. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåóñòîé÷è-

âûìè ìíîãîîáðàçèÿìè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìîæíî ïîëó÷èòü èç óñëîâèÿ åäèí-

ñòâåííîñòè îäíîòî÷å÷íûõ êîìïàêòèôèêàöèé íà ïðîñòðàíñòâå îðáèò. Òàêèì

îáðàçîì, ïîëó÷èì ãîìåîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà îðáèò îäíîé ôóíêöèè â äðó-

ãóþ. Äëÿ êàæäîé îðáèòû (òðàåêòîðèè) çàäàäèì ãîìåîìîðôèçì íà ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ îðáèòó äðóãîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ðàâåíòñâà çíà÷åíèé ôóíêöèé
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â òî÷êàõ îðáèòû. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì èñêîìûé ãîìåîìîðôèçì ìíîãîîá-

ðàçèé.

Ïðèìåð. Íà ÷åòûð¼õìåðíîé ñôåðå ôóíêöèÿ Ìîðñà ñ 4 êðèòè÷åñêè-

ìè òî÷êàìè èíäåêñîâ 0,1, 2 è 4 çàäàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì óçëîì (2-ðó÷êà) è

îêðóæíîñòüþ ñ òî÷êîé, êîòîðàÿ åñòü ãðàíèöåé 2-äèñêà, êîòîðûé ïåðåñåêàåò-

ñÿ ñ óçëîì òðàíñâåðñàëüíî â îäíîé âíóòðåííåé òî÷êå. Äâå òàêèå äèàãðàììû

ýêâèâàëåíòíû, åñëè ýêâèâàëåíòíû èõ óçëû (ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì òðåõ-

ìåðíîé ñôåðû, ïåðåâîäÿùèé óçåë â óçåë).

Çàêëþ÷åíèå. Èññëåäîâàíû òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ÌÑ-ïàð íà çà-

ìêíóòûõ ÷åòûð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Àâòîð íàäååòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå

ðåçóëüòàòû ìîæíà áóäåò ðàñïðîñòðàíèòü íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ÌÑ-ïàð.
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Topological equivalance of simple MS-pairs on 4-manifolds

It is proved a criterion of topological equivalence of simple polar MS-pairs

without critical points of index 3 on 4-manifolds using ordered Kirby diagrams


