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Îá àôôèííûõ îìáèëè÷åñêèõ ïîãðóæåíèÿõ âû-
ñîêîé êîðàçìåðíîñòè.

Åëåíà Àëåêñååâíà Øóãàéëî

Àííîòàöèÿ Â ðàáîòå îïèñàíû ñâîéñòâà ìíîãîìåðíûõ àôôèííûõ îì-

áèëè÷åñêèõ ïîãðóæåíèé âûñîêîé êîðàçìåðíîñòè ñ ïëîñêîé è ëîêàëüíî

ñèììåòðè÷åñêîé èíäóöèðîâàííîé ñâÿçíîñòüþ. Äàíà ïàðàìåòðèçàöèÿ îìáè-

ëè÷åñêèõ ïîãðóæåíèé ñ íèëüïîòåíòíûì îïåðàòîðîì êðèâèçíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà àôôèííîå ïîãðóæåíèå, îïåðàòîð êðèâèçíû, ëîêàëüíî

ñèììåòðè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü.

ÓÄÊ 514.754

Ââåäåíèå

Ïóñòü (Mn,∇) � àôôèííîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñî ñâÿçíîñòüþ ∇,
(Rn+k, D) � ñòàíäàðòíîå (àðèôìåòè÷åñêîå) àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïëîñ-

êîé ñâÿçíîñòüþ D. Îáîçíà÷èì X(Mn) ìíîæåñòâî âñåõ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ

ïîëåé íà Mn. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [3], ïîãðóæåíèå f : (Mn,∇) → (Rn+k, D)

íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè âäîëü ïîãðóæåíèÿ îïðåäåëåíî k-ìåðíîå òðàíñ-

âåðñàëüíîå äèôôåðåíöèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå Q: x ∈ Mn 7→ Qx òàêîå, ÷òî

äëÿ âñåõ x ∈Mn è âñåõ X, Y ∈ X(Mn) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

DXf∗(Y ) = f∗(∇XY ) + h(X, Y ), h(X, Y ) ∈ Q, (1)

êîòîðîå îïðåäåëÿåò àôôèííóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó h(X,Y ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðàíñâåðñàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ çàïèñûâàåòñÿ

òàêæå àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå DXξ = −f∗(SξX) + ∇⊥Xξ, êîòîðîå îïðåäå-
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ëÿåò îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà Sξ îòíîñèòåëüíî ξ è òðàíñâåðñàëüíóþ ñâÿç-

íîñòü ∇⊥.
Îòîáðàæåíèå Sx : Qx × Tx(Mn) → Tx(Mn), äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

(ξ,X) 7→ SξX â êàæäîé òî÷êå x ∈ Mn, îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå Âåéíãàð-

òåíà.

Ïóñòü ξ1, . . . ξk � áàçèñ òðàíñâåðñàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Q. Àôôèííûå

àíàëîãè ðàçëîæåíèé Ãàóññà è Âåéíãàðòåíà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

DXY = ∇XY + hα(X, Y )ξα, (2)

DXξα = −SαX + τβα (X)ξβ . (3)

Êîìïîíåíòû êóáè÷åñêîé ôîðìû àôôèííîãî ïîãðóæåíèÿ îòíîñèòåëüíî

áàçèñà òðàíñâåðñàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò âèä:

Cα(X, Y, Z) = (∇Xhα)(Y, Z) + ταβ (X)hβ(Y, Z). (4)

Â [7] äîêàçàíî, ÷òî ðàíã îòîáðàæåíèÿ h(X, Y ) : Tx(M)×Tx(M)→ Qx íå

çàâèñèò îò âûáîðà òðàíñâåðñàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è íàçûâàåòñÿ òî÷å÷íîé

êîðàçìåðíîñòüþ àôôèííîãî ïîãðóæåíèÿ. Äîêàçàíî òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå àô-

ôèííîãî ïîãðóæåíèÿ ìàêñèìàëüíîé òî÷å÷íîé êîðàçìåðíîñòè ðàçìåðíîñòü

ÿäðà è îáðàçà îòîáðàæåíèÿ Âåéíãàðòåíà íå çàâèñÿò îò âûáîðà òðàíñâåð-

ñàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûäåëÿòü îòäåëüíûå êëàñ-

ñû ïîãðóæåíèé, èìåþùèå îáùèå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ Âåéíãàðòåíà. Îä-

íèì èç òàêèõ êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ îìáèëè÷åñêèå ïîãðóæåíèÿ. Õîðîøî èçó÷åíû

îìáèëè÷åñêèå ãèïåðïîâåðõíîñòè - ñîáñòâåííûå è íåñîáñòâåííûå àôôèííûå

ñôåðû ([2,3] è äð.). Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà îìáèëè÷åñêèõ ïîãðóæåíèé êî-

ðàçìåðíîñòè äâà äàíû â [4]. Äëÿ ïîãðóæåíèé áîëåå âûñîêîé êîðàçìåðíîñòè

ââåäåì àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 1 Àôôèííîå ïîãðóæåíèå f : (Mn, ∇) → (Rn+k, D), äëÿ

êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Q òàêîå, ÷òî îòîá-

ðàæåíèå Âåéíãàðòåíà îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

S : (ξ,X) 7→ λξ ·X, ãäå λξ − ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ∀ ξ,

íàçûâàåòñÿ àôôèííûì îìáèëè÷åñêèì ïîãðóæåíèåì. Ïðè ýòîì

(i) åñëè âñå λξ íóëåâûå, òî åñòü S ≡ 0, òî ïîãðóæåíèå íàçûâàåòñÿ íåñîá-

ñòâåííûì àôôèííûì îìáèëè÷åñêèì;

(ii) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîãðóæåíèå íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì àôôèííûì îì-

áèëè÷åñêèì.
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Îïåðàòîðû Âåéíãàðòåíà àôôèííîãî îìáèëè÷åñêîãî ïîãðóæåíèÿ îáëàäà-

þò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: Sα = λα · I, ãäå λα � ãëàäêèå ôóíêöèè, I �

òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Çàìåòèì, ÷òî àôôèííûå îìáèëè÷åñêèå ïîãðóæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì öåíòðî-àôôèííûõ ïîãðóæåíèé [4,3].

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñîáñòâåííûõ àôôèííûõ îìáèëè÷å-

ñêèõ ïîãðóæåíèé.

1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ðàññìîòðèì àôôèííîå ïîãðóæåíèå f : (Mn, ∇) → (Rn+k, D). Õîðîøî èç-

âåñòíû [2] îñíîâíûå óðàâíåíèÿ àôôèííûõ ïîãðóæåíèé:

R(X, Y )Z = hα(Y, Z)SαX − hα(X, Z)SαY ; (5)

(∇Xhα)(Y, Z) + ταβ (X)hβ(Y, Z) = (∇Y hα)(X, Z) + ταβ (Y )hβ(X, Z); (6)

(∇XSα)Y − τβα (X)SβY = (∇Y Sα)X − τβα (Y )SβX; (7)

hβ(X, SαY )− hβ(Y, SαX) =

X(τβα (Y )) + τβγ (X)τγα(Y )− Y (τβα (X))− τβγ (Y )τγα(X)− τβα ([X, Y ]). (8)

Äîêàçàíî [7], ÷òî åñëèMn � ïîäìíîãîîáðàçèå â Rn+k ñ òðàíñâåðñàëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì Q = span{ξ1, . . . , ξk} è Q̄ = span{ξ̄1, . . . , ξ̄k} � ïðåîáðàçîâà-
íèå òðàíñâåðñàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ξ̄α = Φβαξβ + Zα, (9)

ãäå Zα � êàñàòåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà Mn, Φ = [Φβα]k×k íåâûðîæäåííàÿ

ìàòðèöà èç ãëàäêèõ ôóíêöèé, òîãäà:

h̄α(X, Y ) = [Φ−1]αβh
β(X, Y ) (10)

∇̄XY = ∇XY − [Φ−1]αβh
β(X, Y )Zα (11)

S̄αX = ΦβαSβX −∇XZα + τ̄βα (X)Zβ (12)

τ̄βα (X) = [Φ−1]βγ{τ
γ
δ (X)Φδα + hγ(X, Zα) +X(Φγα)} (13)
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Òåîðåìà 1 Ïóñòü f : (Mn, ∇) → (Rn+k, D) � ñîáñòâåííîå àôôèííîå îì-

áèëè÷åñêîå ïîãðóæåíèå ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ïîãðóæåíèÿ r̄. Åñëè â òðàíñ-

âåðñàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå ξ òàêîå, ÷òî λξ 6= 0

âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òîãäà áàçèñ òðàíñâåðñàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ìîæåò áûòü âûáðàí ñëåäóþùèì îáðàçîì

ξ1 = −r̄, ξα =
−−−→
const ïðè α = 2, k. (14)

Ïðè ýòîì:

1) îïåðàòîðû Âåéíãàðòåíà èìåþò ñëåäóþùèé âèä

S1 = I, Sα ≡ 0 ∀α = 2, k; (15)

2) òðàíñâåðñàëüíàÿ ñâÿçíîñòü ïëîñêàÿ, ïðè÷åì

τβα (X) = 0 äëÿ âñåõ X è âñåõ α, β = 1, k;

3) òåíçîð êðèâèçíû èíäóöèðîâàííîé ñâÿçíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

R(X, Y )Z = h1(Y, Z)X − h1(X, Z)Y (16)

4) ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíî ïëîñêîé;

5) ñâÿçíîñòü ïîëóñèììåòðè÷åñêàÿ, ò.å. R ·R = 0;

6) òåíçîð Ðè÷÷è ñèììåòðè÷åí è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Ric(Y, Z) = (n− 1)h1(Y, Z).

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì àôôèííîå îìáèëè÷åñêîå ïîãðóæåíèå f :

(Mn, ∇) → (Rn+k, D). Îïåðàòîðû Âåéíãàðòåíà èìåþò ñëåäóþùèé âèä

Sα = λα · I, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò α òàêîå, ÷òî λα 6= 0 âî âñåé îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ1 6= 0. Òîãäà ìîæíî

âûáðàòü áàçèñ â òðàíñâåðñàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè

ξ̄α = Φβαξβ , Φk×k =


1/λ1 −λ2/λ1 . . . −λk/λ1

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 1


òàêèì îáðàçîì, ÷òî S̄1 = I, S̄α ≡ 0 ∀α = 2, k. Òî åñòü îïåðàòîðû Âåéíãàðòåíà

èìåþò âèä (15).

Èç óðàâíåíèÿ Ãàóññà (5) ïîëó÷àåì, ÷òî òåíçîð êðèâèçíû âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå (16)

R(X, Y )Z = h1(Y, Z)X − h1(X, Z)Y.
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Òåíçîð êðèâèçíû â äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ òåíçîðîì êðèâèçíû èíäó-

öèðîâàííîé ñâÿçíîñòè öåíòðî-àôôèííîãî ïîãðóæåíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè [3].

Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå ñâÿçíîñòü èìååò òå æå ñâîéñòâà, à èìåííî:

1) òåíçîð Ðè÷÷è ñèììåòðè÷åí è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Ric(Y, Z) = (n− 1)h1(Y, Z);

2) ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíî ïëîñêîé.

Ïðÿìûì ïîäñ÷åòîì ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííàÿ ñâÿçíîñòü ïîëóñèììåòðè-

÷åñêàÿ, ò.å. R ·R = 0.

(R(U,W ) ·R)(X,Y )Z = R(U,W )(R(X,Y )Z)−R(R(U,W )X,Y )Z−

R(X,R(U,W )Y )Z −R(X,Y )(R(U,W )Z) = (R(U,W )(h1(Y,Z)X−

h1(X,Z)Y )−R(h1(W,X)U − h1(U,X)W,Y )Z −R(X,h1(W,Y )U−

h1(U, Y )W )Z −R(X,Y )(h1(W,Z)U − h1(U,Z)W ) =

h1(Y,Z)(h1(W,X)U − h1(U,X)W )− h1(X,Z)(h1(W,Y )U − h1(U, Y )W )−

h1(W,X)(h1(Y,Z)U − h1(U,Z)Y ) + h1(U,X)(h1(Y,Z)W − h1(W,Z)Y )−

h1(W,Y )(h1(U,Z)X − h1(X,Z)U) + h1(U, Y )(h1(W,Z)X − h1(X,Z)W )−

h1(W,Z)(h1(Y,U)X − h1(X,U)Y ) + h1(U,Z)(h1(Y,W )X − h1(X,W )Y ) = 0

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Ðè÷÷è (8) äëÿ äàííîãî ïîãðóæåíèÿ

ïðè α = 1 : hβ(X, S1Y )− hβ(Y, S1X) = hβ(X, Y )− hβ(Y, X) = 0;

ïðè α = 2, k : hβ(X, SαY )− hβ(Y, SαX) = hβ(X, 0)− hβ(Y, 0) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî ïîãðóæåíèÿ òðàíñâåðñàëüíàÿ ñâÿçíîñòü

ïëîñêàÿ.

Ïîñêîëüêó Sα = 0 ïðè α = 2, k è ∇S1 = 0 ïðè α = 1, òî èç óðàâíå-

íèé Êîäàööè (7), ïîëó÷àåì: −τ1α(X)Y = −τ1α(Y )X. Òàê êàê ýòî ðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ X, Y , òî ñëåäîâàòåëüíî,

τ1α(X) = 0 äëÿ âñåõ X è âñåõ α = 1, k. (17)

Ïîñêîëüêó òðàíñâåðñàëüíàÿ ñâÿçíîñòü ïëîñêàÿ, òî ìîæíî âûáðàòü áàçèñ â

òðàíñâåðñàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå ôîðìû òðàíñâåð-

ñàëüíîé ñâÿçíîñòè áóäóò íóëåâûå. À ñ ó÷åòîì (17) îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òà-

êîé áàçèñ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðåîáðàçîâàíèåì ξ̄α = Φβαξβ ñ ìàòðèöåé

Φk×k =

(
1 01×(k−1)

b(k−1)×1 Ψ(k−1)×(k−1)

)
, êîòîðàÿ íå ìåíÿåò (12,13) âèä îïåðàòî-

ðîâ Âåéíãàðòåíà (15).
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Èòàê, ïîëó÷àåì DXξ1 = −X, DXξα = 0 ïðè α = 2, k. Òàêèì îáðàçîì, åñ-

ëè r̄ - ðàäèóñ-âåêòîð ïîãðóæåíèÿ, òî áàçèñ òðàíñâåðñàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ìîæåò áûòü âûáðàí ñëåäóþùèì îáðàçîì ξ1 = −r̄, ξα =
−−−→
const ïðè α = 2, k.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ëåììà 1 Ïóñòü f : (Mn, ∇) → (Rn+k, D) � ñîáñòâåííîå àôôèííîå îì-

áèëè÷åñêîå ïîãðóæåíèå, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò α òàêîå, ÷òî λα 6= 0 âî âñåé

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Òîãäà ïîãðóæåíèå ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíî

ñëåäóþùèì îáðàçîì

r̄(x) = {ρ1(x), . . . , ρn+1(x), F 2(x), . . . , F k(x)} (18)

ñ áàçèñîì òðàíñâåðñàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ξ1 =−ρ̄=−{ρ1, . . . , ρn+1, 0, . . . , 0}, ξα={0, . . . , 1, . . . , 0} ïðè α = 2, k, (19)

ãäå åäèíèöà ñòîèò íà (n+ α)-ì ìåñòå. Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ âñå ñâîé-

ñòâà, ñôîðìóëèðîâàííûå â òåîðåìå 1, çà èñêëþ÷åíèåì ôîðì òðàíñâåðñàëü-

íîé ñâÿçíîñòè: τβ1 (X) = X(F β) äëÿ β = 2, k, îñòàëüíûå êîìïîíåíòû íóëå-

âûå.

Äîêàçàòåëüñòâî Âûáåðåì áàçèñ òðàíñâåðñàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (14).

Èòàê, ξα � ïîñòîÿííûå âåêòîðíûå ïîëÿ äëÿ α = 2, k. Ïóñòü V = Rn+1 �

àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn+k, òðàíñâåðñàëüíîå ïðîñòðàíñòâó Q̃ =

Lin {ξ2, . . . , ξk}. Ïóñòü π : Rn+k → V � ïðîåêöèÿ âäîëü Q̃ òàêàÿ, ÷òî

π◦f : Mn → Rn+1 � öåíòðî-àôôèííîå ïîãðóæåíèå ñ îáðàçîìW � îòêðûòûì

ïîäìíîæåñòâîì V è òðàíñâåðñàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì ξ̃, ãäå ξ̃ � ïðîåêöèÿ

ξ1 íà V âäîëü Q̃. Ìîæåì íàéòè ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F : Mn → Rk−1 òàêîå,
÷òî f(x) = (π ◦ f)(x) +

n∑
α=2

Fα(x)ξα.

Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò â ïîäïðîñòðàíñòâå Q̃ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξα={0, . . . , 1, . . . , 0}, ãäå åäèíèöà ñòîèò íà (n+α)-ì ìåñòå ïðè α = 2, k. Òîãäà

ξ̃ = −{ρ1, . . . , ρn+1, 0, . . . , 0} = ξ1 è ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîãðóæåíèÿ èìååò âèä

(18).

Â òåîðåìå 1 ñâîéñòâà îìáèëè÷åñêîãî ïîãðóæåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ

áàçèñà òðàíñâåðñàëüíîãî ïîãðóæåíèÿ (14). Áàçèñ (19) ñîîòâåòñòâóåò ïðåîá-

ðàçîâàíèþ (9) áàçèñà (14) ñ Zα ≡ 0 è ìàòðèöåé

Φk×k =


1 0 . . . 0

F 2 1 . . . 0
...

...
. . .

...

F k 0 . . . 1

 .
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Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè h1 íå ìåíÿåòñÿ (10), âèä îïåðàòîðîâ Âåéíãàðòå-

íà (15) òàêæå íå ìåíÿåòñÿ (12), à çíà÷èò, íå ìåíÿþòñÿ è ñâîéñòâà òåíçîðà

êðèâèçíû. Òðàíñâåðñàëüíàÿ ñâÿçíîñòü îñòàåòñÿ ïëîñêîé, íî èç (13) ñëåäóåò,

÷òî τβ1 (X) = X(F β), îñòàëüíûå êîìïîíåíòû íóëåâûå.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè íå âñå λα íóëåâûå, íî íå ñóùåñòâóåò α, ïðè êîòîðîì

λα íå îáðàùàåòñÿ â íóëü âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òî ïàðàìåòðèçàöèÿ

(18) ìîæåò áûòü âûáðàíà ëîêàëüíî.

Åñëè äëÿ ñîáñòâåííîãî àôôèííîãî îìáèëè÷åñêîãî ïîãðóæåíèÿ âûáðàí

òðàíñâåðñàëüíûé áàçèñ (19), òî ñâîéñòâà ïîãðóæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êîì-

ïîíåíòîé àôôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû îòíîñèòåëüíî ξ1, òî åñòü

h1(X,Y ). Íàçîâåì ñîáñòâåííîå àôôèííîå îìáèëè÷åñêîå ïîãðóæåíèå ñ áà-

çèñîì òðàíñâåðñàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (19) íåâûðîæäåííûì, åñëè ôîðìà

h1 íåâûðîæäåíà, è âûðîæäåííûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåé ëåììû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 1 Îáðàç ñîáñòâåííîãî àôôèííîãî îìáèëè÷åñêîãî ïîãðóæå-

íèÿ f : (Mn, ∇)→ (Rn+k, D) ëåæèò íà àôôèííîì ãèïåðöèëèíäðå ñ (k−1)-

ìåðíîé îáðàçóþùåé, áàçîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíàÿ öåíòðî-àôôèííàÿ

ãèïåðïîâåðõíîñòü.

Ëåììà 2 Ïóñòü äàíû äâà ñîáñòâåííûõ àôôèííûõ îìáèëè÷åñêèõ ïîãðóæå-

íèÿ f : (Mn, ∇) → (Rn+k, D) è f̃ : (Mn, ∇̃) → (Rn+k, D). Ïðåäïîëîæèì

∇ = ∇̃, òîãäà îáðàçû ýòèõ ïîãðóæåíèé ëåæàò íà àôôèííî ýêâèâàëåíòíûõ

öèëèíäðàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî Âûáåðåì äëÿ êàæäîãî èç äàííûõ ïîãðóæåíèé òðàíñâåð-

ñàëüíûé áàçèñ (19). Ïîãðóæåíèÿ ëåæàò íà àôôèííûõ öèëèíäðàõ ñ áàçàìè,

êîòîðûå çàäàþòñÿ ðàäèóñàìè-âåêòîðàìè ρ è ρ̃ ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ öåíòðî-àôôèííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ρ è ρ̃ èìååì ñëåäóþùèå õà-

ðàêòåðèñòèêè: (∇, h = h1, S = S1 = I, τ = τ11 = 0), (∇̃, h̃ = h̃1, S̃ = S̃1 =

I, τ̃ = τ̃11 = 0). Ïîñêîëüêó ∇ = ∇̃, òî R = R̃, íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (16)

äåëàåì âûâîä, ÷òî h1 = h̃1, òî åñòü h = h̃. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå õàðàêòåðè-

ñòèêè äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñîâïàäàþò, è íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ òåîðåì

î åäèíñòâåííîñòè, äåëàåì âûâîä, ÷òî ρ è ρ̃ àôôèííî ýêâèâàëåíòíû. À ñëå-

äîâàòåëüíî, ýêâèâàëåíòíû àôôèííûå öèëèíäðû, íà êîòîðûõ ëåæàò îáðàçû

f è f̃ .
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2 Àôôèííûå îìáèëè÷åñêèå ïîãðóæåíèÿ ñ ïëîñêîé ñâÿçíîñòüþ

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íåñîáñòâåííîå àôôèííîå îìáèëè÷åñêîå ïîãðóæåíèå.

Òàêîå ïîãðóæåíèå àôôèííî ýêâèâàëåíòíî [7] ïîãðóæåíèþ ãðàôèêà íåêî-

òîðîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ F : Mn → Rk, èíäóöèðîâàííàÿ ñâÿçíîñòü â

äàííîì ñëó÷àå ïëîñêàÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîáñòâåííîå àôôèííîå îìáèëè÷åñêîå ïîãðóæåíèå.

Ëåììà 3 Îáðàç ñîáñòâåííîãî àôôèííîãî îìáèëè÷åñêîãî ïîãðóæåíèÿ f :

(Mn, ∇)→ (Rn+k, D) ñ ïëîñêîé ñâÿçíîñòüþ ∇ ëåæèò â àôôèííîé ãèïåð-

ïëîñêîñòè â Rn+k, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî Âûáåðåì äëÿ äëÿ ñîáñòâåííîãî àôôèííîãî îìáèëè÷åñêîãî

ïîãðóæåíèÿ òðàíñâåðñàëüíûé áàçèñ (19). Ïîñêîëüêó ñâÿçíîñòü ïëîñêàÿ, òî

R(X, Y )Z = h1(Y, Z)X − h1(X, Z)Y = 0 ∀X,Y, Z ⇒ h1 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòðî-àôôèííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ρ̄ ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé

ãèïåðïëîñêîñòüþ â Rn+1, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñóùåñòâó-

åò ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé ðàäèóñ-âåêòîð ïîãðóæåíèÿ çàäàåòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì

r̄(x) = {x1, . . . , xn, aixi + 1, F 2(x), . . . , F k(x)}.

Òàêèì îáðàçîì, îáðàç ïîãðóæåíèÿ ëåæèò íà àôôèííîé ãèïåðïëîñêîñòè â

Rn+k, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïîãðóæåíèå, ðàññìàòðèâàå-

ìîå êàê îòîáðàæåíèå â ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì ãðàôèêà

ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ F : Mn → Rk−1.

3 Îìáèëè÷åñêèå ïîãðóæåíèÿ ñ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîé

ñâÿçíîñòüþ

Íàïîìíèì, ÷òî ñâÿçíîñòü ∇ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè

∇R = 0. Ïóñòü f : (Mn, ∇) → (Rn+k, D) ñîáñòâåííîå àôôèííîå îìáè-

ëè÷åñêîå ïîãðóæåíèå. Âûáåðåì òðàíñâåðñàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (14), òîãäà
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òåíçîð êðèâèçíû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (16). Âû÷èñëèì ∇R:

(∇WR)(X,Y )Z =

= ∇W (R(X,Y )Z)−R(∇WX,Y )Z −R(X,∇WY )Z −R(X,Y )∇WZ =

= ∇W (h1(Y,Z)X − h1(X,Z)Y )− h1(Y,Z)∇WX + h1(∇WX,Z)Y−

− h1(∇WY,Z)X + h1(X,Z)∇WY − h1(Y,∇WZ)X + h1(X,∇WZ)Y =

= W (h1(Y, Z))X − h1(∇WY,Z)X − h1(Y,∇WZ)X −W (h1(X,Z))Y+

+ h1(X,Z)∇WY + h1(X,∇WZ)Y = (∇Wh1)(Y,Z)X − (∇Wh1)(X,Z)Y

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñîáñòâåííûõ àôôèííûõ îìáèëè÷åñêèõ ïîãðóæåíèé

ñ òðàíñâåðñàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì (14)

∇R = 0 ⇔ ∇h1 = 0 (20)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñâÿçíîñòü áûëà ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîé íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ñîãëàñîâàíà ñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé h1. Êàê

èçâåñòíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ, ñîãëàñîâàííàÿ

ñ íåâûðîæäåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé. Òåíçîð êðèâèçíû ïðè ýòîì èìååò

âèä (16). Â ñëó÷àå, êîãäà àôôèííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëü-

íî îïðåäåëåíà, ìû èìååì ïîëíóþ àíàëîãèþ ñ ðèìàíîâûì îìáèëè÷åñêèì ïî-

ãðóæåíèåì, èëè ïîãðóæåíèåì ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Ñëåäî-

âàòåëüíî, íåâûðîæäåííîå ñîáñòâåííîå àôôèííîå îìáèëè÷åñêîå ïîãðóæåíèå

f : (Mn, ∇) → (Rn+k, D) ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé h1 ìîæåò áûòü

ïàðàìåòðèçîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì

r̄ = {ρ1, . . . , ρn+1, f2, . . . , fk},

ãäå ρ̄ = {ρ1, . . . , ρn+1} � ðàäèóñ-âåêòîð ãèïåðñôåðû Sn, fα � ïðîèçâîëüíûå

ãëàäêèå ôóíêöèè äëÿ α = 2, k. Î÷åâèäíî, ÷òî∇ â äàííîì ñëó÷àå � ñâÿçíîñòü

ãèïåðñôåðû.

Â îáùåì ñëó÷àå âûáåðåì ïàðàìåòðèçàöèþ àôôèííîãî îìáèëè÷åñêîãî

ïîãðóæåíèÿ (18), ãäå ρ̄ � ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðî-àôôèííîé ãèïåðïîâåðõíî-

ñòè.Âû÷èñëèì äëÿ íåå êóáè÷åñêóþ ôîðìó Cρ:

Cρ(X, Y, Z) = (∇Xh1)(Y, Z) + τ11 (X)h1(Y, Z) = 0.

Èòàê, åñëè èíäóöèðîâàííàÿ ñâÿçíîñòü ëîêàëüíî-ñèììåòðè÷åñêàÿ, òî ρ̄ � ïà-

ðàëëåëüíàÿ öåíòðî-àôôèííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü. Òàêèå ïîâåðõíîñòè õîðî-

øî èçó÷åíû. Íåâûðîæäåííûìè ïàðàëëåëüíûìè öåíòðî-àôôèííûìè ãèïåð-

ïîâåðõíîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî öåíòðàëüíûå ãèïåðêâàäðèêè [3].
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Âûðîæäåííûìè ïàðàëëåëüíûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ àôôèí-

íûå öèëèíäðû [1], [3], [8]. Ñëåäîâàòåëüíî, âûðîæäåííûìè ïàðàëëåëüíûìè

öåíòðî-àôôèííûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ öèëèíäðû íàä öåíòðàëü-

íûìè êâàäðèêàìè.

Ïðåäëîæåíèå 2 Îáðàç ñîáñòâåííîãî àôôèííîãî îìáèëè÷åñêîãî ïîãðóæå-

íèÿ f : (Mn, ∇) → (Rn+k, D) ñ ëîêàëüíî-ñèììåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ ∇
ëåæèò íà àôôèííîì öèëèíäðå íàä öåíòðàëüíîé êâàäðèêîé.

4 Ñîáñòâåííûå àôôèííûå îìáèëè÷åñêèå ïîãðóæåíèÿ ñ

íèëüïîòåíòíûì îïåðàòîðîì êðèâèçíû

Îïðåäåëèì ñòåïåíè îïåðàòîðà êðèâèçíû R(X,Y ) ðåêóððåíòíî ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

Rp(X,Y )Z = Rp−1(X,Y )(R(X,Y )Z), p > 1

Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ôîðì (Mn, g) äëÿ ëþáûõ X è Y

èìååò ìåñòî ôîðìóëà [6]

Rp(X,Y ) =

{
(−b2c2)s−1R(X,Y ), p = 2s− 1,

(−b2c2)s−1R2(X,Y ), p = 2s,
s ∈ N,

ãäå b = |X ∧ Y | � íîðìà áèâåêòîðà X ∧ Y .
Íàéäåì ñòåïåíè îïåðàòîðà êðèâèçíû (16):

R2(X,Y )Z = h1(Y, h1(Y,Z)X−h1(X,Z)Y )X−h1(X,h1(Y, Z)X−h1(X,Z)Y )Y =

= {h1(Y,X)h1(Y, Z)−h1(Y, Y )h1(X,Z)}X−{h1(X,X)h1(Y, Z)−h1(X,Y )h1(X,Z)}Y,

R3(X,Y )Z = h1(Y, {h1(Y,X)h1(Y,Z)− h1(Y, Y )h1(X,Z)}X−

− {h1(X,X)h1(Y,Z)− h1(X,Y )h1(X,Z)}Y )X − h1(X, {h1(Y,X)h1(Y,Z)−

− h1(Y, Y )h1(X,Z)}X − {h1(X,X)h1(Y, Z)− h1(X,Y )h1(X,Z)}Y )Y =

= h1(X,Y )h1(X,Y ){h1(Y, Z)X−h1(X,Z)Y }−h1(X,X)h1(Y, Y ){h1(Y,Z)X−

− h1(X,Z)}Y } = {h1(X,Y )h1(X,Y )− h1(X,X)h1(Y, Y )}R(X,Y )Z.

Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì

Rp(X,Y ) =


{(h1(X,Y ))2 − h1(X,X)h1(Y, Y )}s−1R(X,Y )

äëÿ p = 2s− 1, s ∈ N;

{(h1(X,Y ))2 − h1(X,X)h1(Y, Y )}s−1R2(X,Y )

äëÿ p = 2s, s ∈ N,

(21)
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Â ñëó÷àå, êîãäà ïîãðóæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé öåíòðî-àôôèííîé

ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, â êà÷åñòâå ìåòðèêè ìîæíî âçÿòü àôôèííóþ ôóíäàìåí-

òàëüíóþ ôîðìó è òîãäà ìû ïîëó÷àåì òîò æå ðåçóëüòàò, ÷òî è â ðèìàíîâîì

ñëó÷àå.

Èññëåäóåì âîïðîñ î òîì, â êàêîì ñëó÷àå îïåðàòîð R(X,Y ) ìîæåò áûòü

íèëüïîòåíòíûì (ïðè âñåõ X,Y ).

Ëåììà 4 Îïåðàòîð R(X,Y ) ñîáñòâåííîãî àôôèííîãî îìáèëè÷åñêîãî ïî-

ãðóæåíèÿ r̄ : Mn → Rn+k ñ òðàíñâåðñàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì (14) è

íåïëîñêîé èíäóöèðîâàííîé ñâÿçíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì (ïðè

âñåõ X,Y ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rank h1 = 1, ïðè÷åì ñòåïåíü íèëü-

ïîòåíòíîñòè ðàâíà 2.

Äîêàçàòåëüñòâî Èç óñëîâèÿ R2(X,Y )Z = 0 ∀X,Y, Z, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

óðàâíåíèé {
h1(Y,X)h1(Y,Z)− h1(Y, Y )h1(X,Z) = 0

h1(X,X)h1(Y,Z)− h1(X,Y )h1(X,Z) = 0,

Îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ h1(Y,Z), h1(X,Z) � ýòî ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ñè-

ñòåìà, êîòîðàÿ èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå â ñëó÷àå, êîãäà rank h1 ≥
2. Åñëè æå rank h1 = 1, òî ìû ïîëó÷àåì âåðíûå ðàâåíñòâà ïðè ëþáûõ çíà-

÷åíèÿõ X, Y, Z.

Èòàê, R2 = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rank h1 = 1.

Ðàâåíñòâî R3(X,Y )Z = 0 ∀X,Y, Z â ñëó÷àå íåïëîñêîé ñâÿçíîñòè âîç-

ìîæíî ëèøü (21), êîãäà (h1(X,Y ))2 − h1(X,X)h1(Y, Y ) = 0 ∀X,Y , òî åñòü

rank h1 = 1.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü f : Mn → Rn+k � ñîáñòâåííîå àôôèííîå îìáèëè÷åñêîå

ïîãðóæåíèå ñ íèëüïîòåíòíûì îïåðàòîðîì êðèâèçíû è íåïëîñêîé èíäóöè-

ðîâàííîé ñâÿçíîñòüþ ∇. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé

äàííîå ïîãðóæåíèå çàäàåòñÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì

r̄(u1, . . . , un) = ϕ̄(u1) +

n∑
i=2

uic̄i +

k∑
α=2

fα(u1, . . . , un)ξα (22)

ñ òðàíñâåðñàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ξ1 = −r̄, ξα =
−−−→
const ïðè α = 2, k.

Âåêòîð-ôóíêöèÿ ϕ̄ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ϕ̄′′=−h(u1)ϕ̄+ a(u1)ϕ̄′.

Äîêàçàòåëüñòâî Íà îñíîâàíèè ëåììû 4 çàêëþ÷àåì, ÷òî rank h1 = 1. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòíûé áàçèñ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
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òàêîé, ÷òî

h1 =


h 0 . . . 0

0 0 . . . 0
...
...
. . .

...

0 0 . . . 0

 , hα =


hα11 h

α
12 . . . h

α
1n

hα12 h
α
22 . . . h

α
2n

...
...

. . .
...

hα1n h
α
2n . . . h

α
nn

 , α = 2, k, (23)

S1ei = ei, i = 1, n, Sα ≡ 0, α = 2, k. (24)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Êîäàööè äëÿ h (6) ïðè α = 1, i 6= 1:

(∇eih
1)(e1, e1) = (∇e1h

1)(ei, e1),

∂h

∂ui
− 2h1(∇eie1, e1) = −h1(∇e1ei, e1)− h1(ei, ∇e1e1),

∂h

∂ui
= hΓ 1

i1 (i 6= 1). (25)

À òàêæå ïðè α = 1, i, k 6= 1:

(∇eih
1)(e1, ek) = (∇e1h

1)(ei, ek),

−h1(∇eie1, ek)− h1(e1, ∇eiek) = −h1(∇e1ei, ek)− h1(ei, ∇e1ek),

hΓ 1
ik = 0 (i, k 6= 1). (26)

Èç óðàâíåíèÿ Ãàóññà (16) è âèäà àôôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû

(23) ïîëó÷àåì

R(e1, ej)e1 = −hej , j 6= 1,

R(e1, ej)ek = 0, j, k 6= 1,

R(ei, ej)ek = 0, i, j, k 6= 1.

(27)

Òàêèì îáðàçîì, kerR = {e2, e3, . . . , en}. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûáðàòü ïà-
ðàìåòðèçàöèþ ïîãðóæåíèÿ r̂ = r̄(u(v)), ÷òîáû Γ̂ kij = 0 ïðè i, j, k = 2, n.{

u1 = v1

ui = ψi(v2, . . . , vn) i = 2, n.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò âèä àôôèííîé ôóíäà-

ìåíòàëüíîé ôîðìû (23) è âèä îïåðàòîðîâ Âåéíãàðòåíà (24) íå èçìåíÿòñÿ.

∂uk

∂vγ
Γ̂ γαβ = Γ kij

∂ui

∂vα
∂uj

∂vβ
+

∂2uk

∂vα∂vβ
.

Ïîñêîëüêó (26) Γ 1
ij = 0, i, j 6= 1, òî â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Γ̂ 1

ij =

0, i, j 6= 1. Ñëåäîâàòåëüíî, Γ̂ kij = 0, i, j 6= 1, ∀k. Ó÷èòûâàÿ (14, 23), ïîëó÷àåì
i, j 6= 1

∂2r̂

∂vi∂vj
=

k∑
α=2

ĥαijξα.
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Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì:

r̂(v1, . . . , vn) = ϕ̄1(v1) +

n∑
i=2

viϕ̄i(v
1) +

k∑
α=2

f̂α(v1, . . . , vn)ξα,

ãäå
∂2f̂α

∂vi∂vj
= ĥαij . Ïîñêîëüêó (14), äëÿ ðåãóëÿðíîñòè ïîãðóæåíèÿ íåîáõîäè-

ìà ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ ϕ̄1
′(v1), ϕ̄1(v1), . . . , ϕ̄n(v1), ξ2, . . . , ξk.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü äàííîå ïîãðóæåíèå ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì (v1 = u1)

r̄(u1, . . . , un) = ϕ̄(u1) +

n∑
i=2

uic̄i +

k∑
α=2

fα(u1, . . . , un)ξα

Ñ òðàíñâåðñàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ξ1 = −r̄, ξ2, . . . , ξk. Âåêòîð-ôóíêöèÿ
ϕ̄(u1) ïðè ýòîì èìååò äâå íåíóëåâûå êîîðäèíàòû è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ϕ̄′′ = −h(u1)ϕ̄+ a(u1)ϕ̄′.

∂r̄

∂u1
= ϕ̄′(u1) +

k∑
α=2

∂fα

∂u1
ξα,

∂r̄

∂ui
= c̄i +

k∑
α=2

∂fα

∂ui
ξα ïðè i 6= 1

Âûïèøåì ðàçëîæåíèÿ Ãàóññà:
∂2r̄

∂ui∂uj
=

k∑
α=2

∂2fα

∂ui∂uj
ξα ïðè i · j 6= 1

∂2r̄

(∂u1)2
= ϕ̄′′(u1) +

k∑
α=2

∂2fα

(∂u1)2
ξα = −h(u1)ϕ̄(u1) + a(u1)ϕ̄′(u1)+

+
k∑

α=2

∂2fα

(∂u1)2
ξα = h(u1)ξ1 + a(u1)ϕ̄′(u1) + h(u1)

n∑
i=2

uic̄i+

+
k∑

α=2

(
h(u1)fα +

∂2fα

(∂u1)2

)
ξα = hξ1 + a

∂r̄

∂u1
+ h

n∑
i=2

ui
∂r̄

∂ui
+

+
k∑

α=2

(
hfα − a∂f

α

∂u1
− h

n∑
i=2

ui
∂fα

∂ui
+

∂2fα

(∂u1)2

)
ξα

Òàêèì îáðàçîì, äàííîå ïîãðóæåíèå èìååò íåïëîñêóþ èíäóöèðîâàííóþ

ñâÿçíîñòü, êîòîðàÿ â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇e1e1 = a(u1)e1 + h(u1)
n∑
i=2

uiei

∇e1ei = 0 äëÿ i = 2, n

∇eiej = 0 äëÿ i, j = 2, n.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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