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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñîâìåñòíî ïîðîæäåí-
íàÿ ìåòðèêîé è êðó÷åíèåì

Í.È. ßðåìåíêî

Àííîòàöèÿ Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãåîìåòðèÿ, êîòîðàÿ ïîðîæ-

äåíà ñîâìåñòíî è ñîãëàñîâàíî ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì è òåíçîðîì êðó÷åíèÿ.

Èçó÷åíû ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà îïèñàííîãî ïðè ïîìîùè çàäàíèÿ ìåòðèêè

è êðó÷åíèÿ; ïðè ýòîì èññëåäîâàí òåíçîð êðèâèçíû, ïîëó÷åíû àíàëîãè

òîæäåñòâà Ðè÷÷è � ßêîáè, óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà ìåòðè÷åñêèé òåíçîð,òåíçîð êðó÷åíèÿ, ñâÿçíîñòü, ãåîäå-

çè÷åñêèå ëèíèè, êðèâèçíà, êðó÷åíèå, àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî

ÓÄÊ 514.1

Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ ñ àôôèííîé ñâÿçíî-

ñòüþ ïðè íàëè÷èè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ñòðóêòóðå

òåíçîðà êðèâèçíû, ðàññìîòðåíî ïîñòðîåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé è ïîëó÷å-

íà îöåíêà çàçîðà êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè îáõîäå êîíòóðà ïàðàëëåëîãðàììà

â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ìåòðè÷åñêèõ è ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâÿçíîñòè

íà÷àëîñü, ïðèáëèçèòåëüíî, â íà÷àëå 20-ãî âåêà [6, 7] è ïðîäîëæàåòñÿ è ðàç-

âèâàåòñÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè [1-5, 7-16].

Âàæíîñòü ïîäîáíîãî ðîäà èññëåäîâàíèé îáóñëàâëèâàåòñÿ ñ îäíîé ñòî-

ðîíû âíóòðåííåé ëîãèêîé îñíîâàíèé ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè [6, 7, 9, 13], ñ

äðóãîé ïðèëîæåíèÿìè ê çàäà÷àì àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå [1, 12], òåîðèè

îòíîñèòåëüíîñòè [5, 14-16], ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, êîñìîëîãèè [10].
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Äîñòàòî÷íî õîðîøî èññëåäîâàíû Ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà [9], ââèäó áî-

ãàòñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ, ìåíåå èçó÷åíû ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé

ñâÿçíîñòè [3] è íå äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåíà íàèáîëåå èíòåðåñíàÿ ãåîìåòðèÿ,

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè îáúåäèíåíèè ãåîìåòðèé àôôèííîé ñâÿçíîñòè è ïî-

ðîæäåííîé ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì, èìåííî ýòîìó è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáî-

òà.

Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû � èññëåäîâàíèå òåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé ñâÿçíîñòè, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè åãî ïî-

ãðóæåíèè â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü ïîñòðîèòü ãåîìåòðèþ èñõîäÿ

èç äâóõ òåíçîðîâ � ìåòðèêè è êðó÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àè ñ îäíîé ñòîðîíû

ñîõðàíÿþòñÿ âñå ñâîéñòâà ãåîìåòðèè àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà, ñ äðóãîé ïî-

ÿâëÿþòñÿ ìíîãèå âàæíûå îñîáåííîñòè, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì ìåòðèêè, ïðè

ýòîì ñòðóêòóðà òåíçîðà êðèâèçíû èìååò õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè, à òàêæå

ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îöåíèòü çàçîð, êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè ïåðåõîäå îò

îðèãèíàëà ê èçîáðàæåíèþ è, íàîáîðîò, â ñëó÷àè áåñêîíå÷íî ìàëûõ êîíòó-

ðîâ.

Îñíîâíîå åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ íèæå äëÿ

ñîõðàíåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ èçó÷àåìîãî ïðîñòðàíñòâà: ñêàëÿðíîå ïðî-

èçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü ïðîèçâîëüíîãî

ïóòè íå ìåíÿåòñÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è èõ äîêàçàòåëüñòâà

Ìîæíî ïî-ðàçíîìó ïðåäñòàâëÿòü ôèçè÷åñêîå ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî, â êîòîðîì ïðîèñõîäÿò ñîáûòèÿ ðåàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè, ñ ìàòåìà-

òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíû äâå ïðèíöèïèàëüíûå ñõåìû ïîñòðîåíèÿ

ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå ìîæíî áû áûëî îòîæäåñòâèòü ñ íàáëþäà-

åìûì ôèçè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïåðâàÿ ñõåìà ýòî îáîáùåíèå ãåîìåòðèè Ýâêëèäà � ãåîìåòðèÿ ðèìàíîâîé

ìåòðèêè, òî åñòü ìíîãîîáðàçèå, â êîòîðîì çàäàíî ïîëå äâà ðàçà êîâàðèàíò-

íîãî ñèììåòðè÷åñêîãî è íåâûðîæäåííîãî òåíçîðà gik(M), ãäå Det|gik| 6= 0 è

gik = gki.

Çàìåòèì, ÷òî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî, êðîìå óñëî-

âèé ïîëîæåííûõ âûøå è ìíîãîîáðàçèå ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèì.

Âàæíûì åñòü òîò ôàêò, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

èíâàðèàíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà gik dx
idxk óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Det|gik| 6= 0, gik = gki îïðåäåëÿåì ãåîìåòðèþ Ðèìàíà.
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Êàê ñëåäñòâèå èíâàðèàíòíîñòè ôîðìû:

ds2 = gik dx
idxk (1)

ïîëó÷èì, ÷òî êîýôôèöèåíòû gikîáðàçóþò òåíçîðíîå ïîëå.

Â ýòîé ìîäåëè çà äëèíó äóãè êðèâîé ìîæíî ïðèíÿòü èíòåãðàë:

s =

∫ b

a

√
gik dxidxk. (2)

Âòîðàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëÿåì îáîáùåíèå àôôèííîé ãåîìåòðèè � ãåîìåòðèÿ

àôôèííîé ñâÿçíîñòè Γ i
jk(M), ïîñòðîåííàÿ íà áàçå n- ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ñèñòåìà ÷èñåë Γ i
jk(M) ïîä÷èíåíà çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ îò îäíîé êîîð-

äèíàòíîé ñèñòåìû xi ê äðóãîé xi
′
â âèäå:

Γ i′

j′k′ = Γ i
jk

∂xi
′

∂xi
∂xj

∂xj′
∂xk

∂xk′ +
∂2xi

∂xj′∂xk′

∂xi
′

∂xi
, (3)

ïðè÷åì ôóíêöèè Γ i
jk äîñòàòî÷íî ãëàäêèå.

Ïóñòü âäîëü êðèâîé xi = xi(t), t ∈ [a, b] ⊂ R çàäàíî ïîëå òåíçîðà

Ai = Ai(t), åñëè ïðè êàæäîì áåñêîíå÷íî ìàëîì ñìåùåíèè ïî t êîîðäèíà-

òû òåíçîðà Ai(t) ìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó:

dAi = −Γ i
jkA

jdxk, (4)

òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî òåíçîð Ai ïåðåíîñèòñÿ ïàðàëëåëüíî îòíîñèòåëüíî êðèâîé

t.

Â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàâëåííûõ öåëåé âûáèðàåòñÿ òà èëè èíàÿ ãåîìåò-

ðè÷åñêàÿ ìîäåëü, íî êàê âíóòðåííÿÿ ëîãèêà, òàê è çäðàâûé ñìûñë òðåáóåò,

÷òîáû â ôèçè÷åñêîì ìèðå ýòè äâå ìîäåëè ñîñóùåñòâîâàëè ñîâìåñòíî è äî-

ïîëíÿëè äðóã äðóãà, õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì ðèìà-

íîâîì ïðîñòðàíñòâå âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñâÿçíîñòü Γ i
jk(M). Èíòåðåñåí

âîïðîñ åäèíñòâåííîñòè òàêîãî ïîñòðîåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå òàêîå ïîñòðîåíèå

Γ i
jkíå åäèíñòâåííî, íî àáñîëþòíî åñòåñòâåííûì (ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè-

êè è â áîëüøåé ìåðå ôèçèêè), åñòü òðåáîâàíèÿ òîãî, ÷òî âñÿêèé ðàç, êîãäà

âäîëü êàêîãî-ëèáî ïóòè îäíîâðåìåííî ïåðåíîñÿòñÿ ïàðàëëåëüíî äâà âåêòî-

ðà Ai è Bi (â ñèëó íàëè÷èÿ ñâÿçíîñòè òàêîå ïåðåíåñåíèå îïðåäåëåíî), èõ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå ìåíÿåòñÿ (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ

ìåòðèêîé). Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà íóëþ äèôôå-

ðåíöèàëà:

d(gikA
iBk) = 0. (5)
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Åñëè æå ïîòðåáîâàòü ñèììåòðè÷íîñòü êîýôôèöèåíòîâ Γ i
jk, à èìåííî,

Γ i
jk = Γ i

kj òîãäà ñâÿçíîñòü îïðåäåëåíà, ïðè ïîìîùè ìåòðèêè, åäèíñòâåííûì

îáðàçîì.

Âñåãäà íèæå ìû íå áóäåì òðåáîâàòü ñèììåòðè÷íîñòè ñâÿçíîñòè. È òàê

åñëè îïðåäåëåíà ìåòðèêà gik, òî íà ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò Γ i
jk íàëîæåíû

îïðåäåëåííûå ñâÿçè, íî åùå ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ïðîèçâîë â âûáîðå ñâÿç-

íîñòè ïðîñòðàíñòâà, à èìåííî íåîáõîäèìî çàäàòü åùå òåíçîð êðó÷åíèÿ:

Si
jk ≡ Γ i

jk − Γ i
kj , (6)

òîãäà ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò Γ i
jk, ÷òî ïîðîæäàåò ñâÿçíîñòü, îïðåäåëåí îä-

íîçíà÷íî.

Òåîðåìà 1 (î ïîñòðîåíèè ñâÿçíîñòè ïðè ïîìîùè ìåòðèêè êðó÷åíèÿ)

Ïóñòü çàäàíî Ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé gik è â ýòîì ïðîñòðàí-

ñòâå çàäàí òåíçîð êðó÷åíèÿ Si
jk - êîñîñèììåòðè÷åñêèé, òîãäà ñâÿçíîñòü

ïðîñòðàíñòâà (ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, îïðåäåëÿþùèé åå) Γ i
jk çàäàíà

îäíîçíà÷íî. Åñëè òðåáîâàòü d(gikA
iBk) = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Ai è Bk.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïîêàçàòü èñòèííîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñàìî ïî ñåáå äî-

âîëüíî ïðîñòî, äëÿ äàëüíåéøåãî áîëåå âàæíî òå îáîçíà÷åíèÿ è çíà÷åíèÿ,

÷òî êàñàþòñÿ ïðèðîäû ââåäåííûõ âåëè÷èí.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Ai è Bk, ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî d(gikA
iBk) = 0, â

ñëåäóþùåì âèäå (gik,l − gmkΓ
m
il − gimΓm

kl )A
iBkdxl = 0, â ñèëó òîãî, ÷òî

dAi = −Γ i
plA

pdxl, ãäå Γm
il - êîýôôèöèåíòû èñêîìîé ñâÿçíîñòè � ãåîìåòðè÷å-

ñêèé îáúåêò; dxl - äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò òî÷êè ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì

ñìåùåíèè ïóòè; gik,l ≡ ∂
∂xl gik.

Òàê êàê Ai, Bk, dxl - ïðîèçâîëüíû, òî ðàâåíñòâà äîëæíû ïðåäñòàâëÿòü

ñîáîé òîæäåñòâà îòíîñèòåëüíî Ai, Bk, dxl. Êðóãîâîé ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷àåì

ñèñòåìó ðàâåíñòâ:

gik,l = gmkΓ
m
il + gimΓ

m
kl

gli,k = gmiΓ
m
lk + glmΓ

m
ik

gkl,i = gmlΓ
m
ki + gkmΓ

m
li .

Ïîñêîëüêó òåõíèêà àíàëîãè÷íà êëàññè÷åñêîé, äàëüøå ìû ïðèâîäèì ôîðìó-

ëû áåç îáîñíîâàíèé:

gik,l + gli,k − gkl,i = gmkS
m
il + gmlS

m
ik + gimΓ

m
kl + gmiΓ

m
lk , ãäå

Sm
il = Γm

il − Γm
li
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- òåíçîð êðó÷åíèÿ,

gim (Γm
kl + Γm

lk ) = gik,l + gli,k − gkl,i + gkmS
m
li + glmS

m
ki ,

Γ p
kl + Γ p

lk = gpi (gik,l + gli,k − gkl,i + gkmS
m
li + glmS

m
ki) ,

è äîïîëíÿÿ î÷åâèäíûì ðàâåíñòâîì � îïðåäåëåíèåì Γ p
kl−Γ

p
lk = Sp

kl, ïîëó÷àåì:

Γ p
kl =

1

2
gpi (gik,l + gli,k − gkl,i + gkmS

m
li + glmS

m
ki) +

1

2
Sp
kl. (7)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ è àíàëèçèðóÿ ïîñëåäíþþ ôîðìóëó âèäèì, ÷òî

Pp
kl =

1

2
gpi (gik,l + gli,k − gkl,i) (8)

åñòü ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò.

Lp
kl ≡

1

2
Sp
kl +

1

2
gpi (gkmS

m
li + glmS

m
ki) (9)

ñîñòàâëÿåò òåíçîð.

È òàê, ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò Γ p
kl ïîðîæäàþùèé ñâÿçíîñòü ïðîñòðàíñòâà

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òåíçîðàìè gik è S
m
ik - èìååò âèä ñóììû ãåîìåòðè÷å-

ñêîãî îáúåêòà Pp
kl ñîñòàâëåííîãî èç ïðîèçâîäíûõ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gik

è òåíçîðà Lp
kl, ñîñòàâëåííîãî êàê èç gik òàê è èç òåíçîðà Sm

kl , à èìåííî:

Γ p
kl = Pp

kl + Lp
kl. (10)

Çàìå÷àíèå 1. Òåíçîð Lp
kl ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ñóììû äâóõ òåíçîðîâ ñèì-

ìåòðè÷åñêîãî 1
2g

pi (gkmS
m
li + glmS

m
ki) è êîñîñèììåòðè÷åñêîãî 1

2S
p
kl.

Çàìå÷àíèå 2. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

Γ p
pl =

1

2
gip,lg

ip =
1
√
g

∂
√
g

∂xl
,

ãäå g = det |gik|.
Ñëåäóþùèì øàãîì ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè åñòü ðàññìîòðå-

íèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà òåíçîðà-âåêòîðà Ai, êîòîðûé çàäàåòñÿ ôîðìó-

ëîé:

dAi = −Γ i
plA

pdxl.

Êîýôôèöèåíòû Γ i
pl - ýòî ñâÿçíîñòü ïðîñòðàíñòâà.

Ïîñêîëüêó äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ áëèçêè ê êëàññè÷åñêèì , à ÷àñòî

è ïîâòîðÿþò èõ, òî èçëîæåíèå ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ áóäåò íîñèòü

ñõåìàòè÷åñêèé õàðàêòåð.
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Ïóñòü êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî l ïî îïðåäåëåíèþ:

ui;l ≡ ui,l − Γ k
iluk,

ui;l ≡ ui,l + Γ i
klu

k,

òîãäà ðàññìîòðèì ðàçíîñòü:

ui;l;k − ui;k;l = (ui,l − Γ p
ilup);k − (ui,k − Γ p

ikup);l = ui,l,k − Γ p
il,kup − Γ

p
ilup,k−

−
(
uq,l − Γ p

qlup

)
Γ l
ik −

(
ui,q − Γ p

iqup
)
Γ q
lk − ui,k,l + Γ p

ik,lup + Γ p
ikup,l+

+
(
ul,k − Γ p

qkup

)
Γ q
il +

(
ui,q − Γ p

iqup
)
Γ q
kl =

(
Γ p
ik,l − Γ

p
il,k

)
up+

+
(
Γ p
qlΓ

q
ik + Γ p

iqΓ
q
lk − Γ

p
qkΓ

q
il − Γ

p
iqΓ

q
kl

)
up + (−Γ p

lk + Γ p
kl)ui,p =

=
(
Γ p
ik,l − Γ

p
il,k + Γ p

qlΓ
q
ik − Γ

p
qkΓ

q
il

)
up + Γ p

iqS
q
lkup − S

q
lkui,q =

= Rp
kliup + Sq

klui;q,

à èìåííî

ui;l;R − ui;k;l = Rp
kliup + Sq

klui;q (11)

ãäå

Rp
kli ≡ Γ

p
ik,l − Γ

p
il,k + Γ p

qlΓ
q
ik − Γ

p
qkΓ

q
il. (12)

Rp
kli - òåíçîð êðèâèçíû, Sq

kl = Γ q
kl − Γ

q
lk - òåíçîð.

Àíàëîãè÷íî,ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà:

ui;l;k − ui;k;l =
(
ui,l + Γ i

plu
p
)
;k
−
(
ui,k + Γ i

pku
p
)
;l
=

= ui,l,k + Γ i
pl,ku

p + Γ i
pl,ku

p
,k −

(
ui,q + Γ i

pqu
p
)
Γ q
lk +

(
uq,l + Γ q

plu
p
)
Γ i
qk−

−ui,k,l − Γ i
pk,lu

p − Γ i
pku

p
,l +

(
ui,q + Γ i

pqu
p
)
Γ q
kl −

(
uq,k + Γ q

pku
p
)
Γ i
ql =

=
(
Γ i
pl,k − Γ i

pk,l − Γ i
pqΓ

q
lk + Γ q

plΓ
i
qk + Γ i

pqΓ
q
kl − Γ

q
pkΓ

i
ql

)
up + Sq

klu
i
,q =

= −
(
Γ i
pk,l − Γ i

pl,k + Γ i
qlΓ

q
pk − Γ

i
qkΓ

q
pl

)
up + Sq

klΓ
i
pqu

p + Sq
klu

i
,q =

= −Ri
klpu

p + Sq
klu

i
;q,

îêîí÷àòåëüíî:

ui;l;k − ui;k;l = −Ri
klp + Sq

klu
i
;q (13)

Çàìå÷àíèå 3. Â ìàòåìàòèêå, êàê ïðàâèëî, èäóò íåìíîãî äðóãèì ïóòåì,

à èìåííî, ñíà÷àëà îïðåäåëÿþò àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë DAi ñ ïîìîùüþ

ôîðìóëû

DAi ≡∼ dAi + Γ i
jkA

jdxk =
(
Ai

,k + Γ i
jkA

j
)
dxk, (14)
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Àáñîëþòíîé ïðîèçâîäíîé ñ÷èòàþò êîýôôèöèåíò ïðè dxk, âñå ïîëó÷åí-

íûå ðåçóëüòàòû ïðè òàêîì ïîäõîäå ê ïîñòðîåíèþ àíàëèçà òîæäåñòâåííû

ïðèâåäåííûì âûøå. Òîãäà áîëåå íàãëÿäíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ òî-

ãî ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî îáëàäàëî àáñîëþòíûì ïàðàëëåëèçìîì, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî òîæäåñòâåííîå îáðàùåíèå â íóëü òåíçîðà êðèâèçíû (íàïîìíèì,

÷òî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ àáñîëþòíûì ïàðàëëåëèçìîì,

åñëè ðåçóëüòàò ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðà � âåêòîðà

íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè äëÿ ëþáûõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà). Äîêàçàòåëüñòâî

ýòîé òåîðåìû îáùåèçâåñòíî, çàìåòèì ëèøü, ÷òî îíî ñëåäóåò èç ôîðìóëû:

D̃DAi −DD̃Ai = −Ri
klpA

pd̃xkdxl, (15)

êîòîðóþ ìû ìîãëè áû ïîëó÷èòü, ñâîðà÷èâàÿ (13) ñ d̃xkdxl.

Âñå ïîñòðîåíèÿ, èçëîæåííûå âûøå, íîñÿò îáùèé õàðàêòåð íèêàê íå ñïå-

öèôèöèðóÿñü ê çàäàíèþ ïðîñòðàíñòâà, äàëüøå ìû èññëåäóåì ñòðóêòóðó òåí-

çîðà Rp
ikl. È òàê, ïî îïðåäåëåíèþ èç (12):

Rp
ikl = Γ p

li,k − Γ
p
lk,i + Γ p

qkΓ
q
li − Γ

p
qiΓ

q
lk,

èñïîëüçóÿ (10) ïîëó÷àåì :

Rp
ikl = Pp

li,k + Lp
li,k − Pp

lk,i + Lp
lk,i +

(
Pp
qk + Lp

qk

)
(Pp

li + Lq
li)−

−
(
Pp
qi + Lp

qi

)
(Pp

lk + Lq
lk) = Pp

li,k − Pp
lk,i + Pp

qkP
q
li − Pp

qiP
q
lk+

+Lp
li,k − L

p
lk,i + Pp

qkL
q
li + Pq

liL
p
qk − Pp

qiL
q
lk − Pq

lkL
p
qi+

+Lp
qkL

q
li − L

p
qiL

q
lk.

Ïåðåä òåì, êàê ñäåëàòü ñëåäóþùèé øàã ïðîàíàëèçèðóåì ðåçóëüòàòû, äëÿ

ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Pp
ikl ≡ Pp

li,k − Pp
lk,i + Pp

qkP
q
li + Pp

qiP
q
lk− (16)

- òåíçîð ïîäîáíûé òåíçîðó êðèâèçíû Ðèìàíà, ñîñòàâëåííûé èç ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà è åãî ïðîèçâîäíûõ.

Äàëåå îáîçíà÷àåì:

Zp
ikl ≡ L

p
qkL

q
li − L

p
qiL

q
lk (17)

- òåíçîð,

Tp
ikl ≡ L

p
li,k − L

p
lk,i + Pp

qkL
q
li + Pq

liL
p
qk − Pp

qiL
q
lk − Pq

lkL
p
qi (18)

- òåíçîð.
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Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå òåíçîðíûé

õàðàêòåð âåëè÷èí Rp
ikl, íî èíòåðåñíî ïîëó÷èòü ýòîò âàæíûé ðåçóëüòàò äðó-

ãèì ïóòåì, à èìåííî:

Tp
ikl = Lp

li;k − L
p
lk;i − L

q
liΓ

p
qk + Lp

qiΓ
q
lk + Lp

lqΓ
q
ik + Lq

lkΓ
p
qi − L

p
qkΓ

q
li − L

p
lqΓ

q
ki+

+Pp
qkL

q
li + Pq

liL
q
qk − Pp

qiL
q
lk − Pq

lkL
p
qi =

Lp
li;k − L

p
lk;i − L

q
liL

p
qk + Lp

qiL
q
lk + Lq

lkL
p
qi − L

p
qkL

q
li + Lp

lqS
q
ik,

à ýòî î÷åâèäíî òåíçîð, òàê êàê àáñîëþòíûå ïðîèçâîäíûå èìåþò òåíçîðíûé

õàðàêòåð.

Îáîçíà÷àÿ:

Mp
ikl ≡ Tp

ikl + Zp
ikl, (19)

ïîëó÷àåì:

Mp
ikl = Lp

li;k − L
p
lk;i + Lp

lqS
q
ik + Lp

qiL
q
lk − L

p
qkL

q
li, (20)

ó íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

Rp
ikl = Pp

ikl +Mp
ikl (21)

Èç (21) âèäíî, ÷òî òåíçîð êðèâèçíû, â îáùåì, ñëó÷àè ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí â âèäå ñóììû äâóõ òåíçîðîâ (òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íå ñëó÷àéíî îíî

ñâÿçàíî ñ ôèçè÷åñêèì îïèñàíèåì ïîëÿ, ãðóáî ãîâîðÿ, â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ íå

ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé òåíçîð Mp
ikl ðàâåí íóëþ). Õîòÿ ôîðìóëà (20) è äàåò

êà÷åñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðå îíà ìàëî óäîáíà,

òàê êàê â íåå ñíîâà âõîäÿò âåëè÷èíû Γ i
jk.

Äàëåå óñòàíîâèì òîæäåñòâî àíàëîãè÷íîå òîæäåñòâó Ðè÷÷è-ßêîáè:

Rp
ikl +Rp

kli +Rp
lik = Sp

ik,l + Sp
kl,i + Sp

li,k + Γ p
qkS

q
li + Γ p

qkS
q
ik + Γ p

qiS
q
kl =

= Sp
ik;l + Γ q

ilS
p
qk + Γ q

klS
p
iq + Sp

kl;i + Γ q
kiS

p
ql + Γ q

liS
p
kq + Sp

li;k + Γ q
lkS

p
qi + Γ q

ikS
p
lq =

= Sp
ik;l + Sp

kl;i + Sp
li;k + Sp

lqS
q
ik + Sp

kqS
q
li + Sp

iqS
q
kl =

= Rp
ikl +Rp

kli +Rp
lik;

Â êëàññè÷åñêîì Ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè îáëàäàþò

èçâåñòíûìè ýêñòðåìàëüíûìè ñâîéñòâàìè, â äàííîì ñëó÷àè àíàëîãè÷åñêèå

ñâîéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé (èõ íåò).

Èòàê, äëÿ íåèçîòðîïíîé ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè äëèíà äóãè s ñëó÷àé êà-

íîíè÷åñêèì ïàðàìåòðîì, äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ îòíåñåííûõ ê s èìåþò ìåñòî

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ:

d2xk

ds2
= −Γ k

ij

dxi

ds

dxj

ds
.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè âàðèàöèè äëèíû äóãè. Ïóñòü çàäàíà

íåèçîòðîïíàÿ êðèâàÿ

xi = xi(t), t ∈ [t1; t2].

Âû÷èñëèì âàðèàöèþ δS äëèíû êðèâîé S:

δS =

∫ t2

t1

δ

√
gij
dxi

dt

dxj

dt
dt =

∫ t2

t1

δ
(
gij

dxi

dt
dxj

dt

)
2
√
gij

dxi

dt
dxj

dt

dt

δ

(
gij
dxi

dt

dxj

dt

)
= gijD̃

dxi

dt

dxj

dt
+ gij

dxi

dt
D̃
dxj

dt
= 2gij

dxi

dt
D̃
dxj

dt

D̃
dxj

dt
= δ

dxj

dt
+ Γ j

pk

dxp

dt
δxk

D
δxj

dt
=

d

dt
δxj + Γ j

kp

dxk

dt
δxp

D̃
dxj

dt
= D

δxj

dt
+ Sj

pk

dxp

dt
δxk,

ãäå ÷åðåç D̃ îáîçíà÷åí àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë ïî ïàðàìåòðó êðèâûõ

ñåìåéñòâà ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè t, à D - àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë

îòâå÷àþùèé ìàëîìó ñìåùåíèþ dt ïî êðèâîé ïðè ïîñòîÿííîì ïàðàìåòðå ñå-

ìåéñòâà, òîãäà

δ

(
gij
dxi

dt

dxj

dt

)
= 2gij

dxi

dt

(
D
δxj

dt
+ Sj

pk

dxp

dt
δxk
)
,

δs =

∫ t2

t1

gij
dxi

ds
Dδxj +

∫ t2

t1

gijS
j
pk

dxi

ds
dxpδxk =

=

∫ t2

t1

D

(
gij
dxi

ds
δxj
)
−
∫ t2

t1

gijD
dxi

ds
δxj +

∫ t2

t1

gijS
j
pk

dxi

ds
dxpδxk,

åñëè êîíöû âàðüèðóåìîé êðèâîé çàêðåïëåíû, òîãäà

δs =

∫ t2

t1

(
gijS

j
pk

dxi

dt
dxpδxk − gijD

dxi

dt
δ xj

)
,

åñëè, ðàññìàòðèâàåìàÿ êðèâàÿ èìååò ñòàöèîíàðíóþ äëèíó (àíàëèòè÷åñêè

δs = 0), òîãäà ïîëó÷àåì∫ t2

t1

(gij S
j
pk

dxi

ds
dxpδxk − gijD

dxi

ds
δ xj

)
= 0.

Èñïîëüçóþ îñíîâíóþ ëåììó âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, îòñþäà ñëåäóåò:

gikS
k
pj

dxi

ds
dxp − gijD

dxi

ds
= 0.
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Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî êàñàòåëüíûé âåêòîð ξq ê íàøåé êðèâîé ïåðå-

íîñèòñÿ ïî çàêîíó DξqgjqgikS
k
pjξ

idxp, òî åñòü êðèâàÿ s íå åñòü ãåîäåçè÷åñêîé.

Îáðàòíî, âàðèàöèÿ äëèíû ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè ñ êîíöàìè, ðàâíà:

δs =

∫ t2

t1

gijS
j
pk

dxi

dt
dxpδxk

.

Ñâîéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ â íîâîé ãåîìåòðèè çàäàâàåìîé ñ ïîìîùüþ äâóõ

òåíçîðîâ gik è Sj
ik ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ â ãåî-

ìåòðèè Ðèìàíà. Äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 (êðèòåðèé ãåîäåçè÷íîñòè) Äëÿ òîãî ÷òîáû íå èçîòðîïíàÿ

ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâå çàäàííîì ïðè ïîìîùè gik è Sj
ik áûëà ãåîäåçè÷å-

ñêîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû îíà èìåëà âàðèàöèþ äóãè δs ðàâíóþ∫ t2
t1
gijS

j
pk

dxi

dt dx
pδxk.

Çàìå÷àíèå 1 Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà ñ àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ èçâåñòíî,

÷òî ñóùåñòâóåò íàðóøåíèå çàìêíóòîñòè ïðè ïåðåõîäå îò îðèãèíàëà ê

èçîáðàæåíèþ è, íàîáîðîò, â ñëó÷àè áåñêîíå÷íî ìàëûõ êîíòóðîâ îïðåäåëÿ-

åòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ 2 � ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî τ). Åñëè çàäàí òåíçîðîì

êðó÷åíèÿ Sk
ij â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå, òîãäà åñëè ýòîò çàçîð îáîçíà-

÷èòü ÷åðåç Ψk, òî Ψk = Sk
ijA

iBjτ2, ãäå ïàðàëëåëîãðàìì Aiτ è Bjτ ñòÿ-

ãèâàåòñÿ â òî÷êó ïðè τ → 0. Â äàííîì ñëó÷àè ìîæíî íå ïðîñòî óòâåð-

æäàòü, ÷òî òàêîé çàçîð ñóùåñòâóåò, à ïîäñ÷èòàòü åãî êâàäðàò äëèíû

(ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ìåòðèêà):

|Ψ |2 = gpqS
p
ijA

iBjSq
klA

kBlτ4.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ ïðè

íàëè÷èè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Ïîëó÷åíû ðàçëîæåíèå ñâÿçíîñòè â âèäå ñóìó

ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà è íåêîòîðîãî òåíçîðà, ÷òî ïîçâîëèëî èññëåäîâàòü

ïðèðîäó òåíçîðà êðèâèçíû, óñòàíîâèòü àíàëîãè òîæäåñòâà Ðè÷÷è � ßêîáè

è ðàññìîòðåòü ïîñòðîåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíû â íàïðàâëåíèè ïîñòðîåíèå òåîðèè

ãèïåðïëîñêîñòåé, ãèïåðïîâåðõíîñòåé è ðàññìîòðåíèÿ âëîæåííûõ îáúåêòîâ

íèçøèõ ðàçìåðíîñòåé.
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Geometric structure together generated by metric and torsion

This article discusses the geometry generated jointly and agreed by the metric

tensor and the torsion tensor. The properties of the space described by means

of the metric and torsion. The study of the curvature tensor has been made.

Ricci � Jacobi identity analogs have been obtained. We have also researched the

geodesic lines equation.

Metric tensor, torsion tensor, curvature tensor, Ricci � Jacobi identity, geodesic

lines equation.


