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ïî÷òè êîíòàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé
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Àííîòàöèÿ Ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ óçàãàëüíåíèõ ìàéæå åðìiòî-

âèõ ìíîãîâèäiâ ç ïðè¹äíàíèìè Q-àëãåáðàìè, çîêðåìà ç àáåëåâèìè, K- òà

A-àëãåáðàìè. Äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê ìiæ ãåîìåòðè÷íèì êëàñîì ìíîãîâèäó òà

ïðè¹äíàíî¨ äî íüîãî Q-àëãåáðè. Òàêîæ âèâ÷àþòüñÿ Q-àëãåáðè íà ìàéæå

êîíòàêòíèõ ìíîãîâèäàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Óçàãàëüíåíèé ìàéæå åðìiòîâèé ìíîãîâèä · Q-àëãåáðû ·
ìàéæå êîíòàêòíi ìíîãîâèäè

ÓÄÊ 514.7

1 Âñòóïëåíèå

Ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî ïî÷òè ýðìèòîâà (êîðî÷å, GAH-) ìíîãîîáðàçèÿ è ïðè-

ñîåäèíåííîé ê íåìó Q-àëãåáðû ñôîðìèðîâàëèñü â 80-å ãîäû ìèíóâøåãî ñòî-

ëåòèÿ è èçó÷àëèñü â ðÿäå ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [1] � [5]). Òåîðèÿ GAH-
ñòðóêòóð ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîòîìó, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ åäèíûõ ïîçèöèé

âçãëÿíóòü íà òàêèå, íà ïåðâûé âçãëÿä, ðàçëè÷íûå ïðåäìåòû, êàê, íàïðè-

ìåð, ýðìèòîâà è êîíòàêòíàÿ ãåîìåòðèè.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ GAH-ìíîãîîáðàçèÿ è ïðèñîåäèíåííîé Q-

àëãåáðû [4].

Îïðåäåëåíèå 1 Îáîáùåííîé ïî÷òè çðìèòîâîé ñòðóêòóðîé ðàíãà r íà

ãëàäêîì (êëàññà C∞) ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü {g =
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〈 ·, · 〉; J1, . . . , Jr;T}, ãäå g � ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà íà M , J1, . . . , Jr � ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûå â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ òåíçîðû òèïà (1, 1) íà

M , íàçûâàåìûå ñòðóêòóðíûìè ýíäîìîðôèçìàìè, èëè ñòðóêòóðíûìè àô-

ôèíîðàìè, èìåþùèå âåùåñòâåííûå èëè ÷èñòî ìíèìûå ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ, îïðåäåëåííûå â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íåíó-

ëåâîãî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ è ÿâëÿþùèåñÿ âìåñòå ñî ñâîèìè êâàäðàòà-

ìè è òîæäåñòâåííûì ýíäîìîðôèçìîì îáðàçóþùèìè íåêîòîðîãî ïîäìîäó-

ëÿ K = K(J1, . . . , Jr) ⊂ X(M), ÿâëÿþùåãîñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû âñåõ ýíäî-

ìîðôèçìîâ êàñàòåëüíîãî ïó÷êà ìíîãîîáðàçèÿ, T � òåíçîð òèïà (2, 1) íàM ,

íàçûâàåìûé êîìïîçèöèîííûì òåíçîðîì. Ïðè ýòîì äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ

óñëîâèÿ:

1. 〈JkX,Y 〉+ 〈X, JkY 〉 = 0;

2. T (JkX,Y ) = T (X, JkY ) = −JkT (X,Y );

3. 〈T (X,Y ), Z〉+ 〈Y, T (X,Z)〉 = 0;

4. ∩rk=1 ker Jk ⊂ ker T ;

5. Ji ◦ Jj = Jj ◦ Ji; (i, j, k = 1, . . . , r).

Ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì ôèêñèðîâàíà GAH-ñòðóêòóðà ðàíãà r, íàçûâà-

åòñÿ GAH-ìíîãîîáðàçèåì ðàíãà r. Åñëè M = ∩ri=1 ker Ji � k-ìåðíîå ðàñïðå-

äåëåíèå, ÷èñëî k íàçûâàåòñÿ äåôåêòîì GAH-ñòðóêòóðû è îáîçíà÷àåòñÿ

ñèìâîëîì d.

2 Q-àëãåáðû, ïðèñîåäèíåííûå ê GAH-ìíîãîîáðàçèÿì

Ïóñòü M � GAH-ìíîãîîáðàçèå. Â C∞(M)-ìîäóëå X(M) ãëàäêèõ âåêòîðíûõ

ïîëåé ìíîãîîáðàçèÿ M ââîäèòñÿ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ "*" ïî ôîðìóëå

X ∗ Y = T (X,Y ); X,Y ∈ X(M).

Èç Îïðåäåëåíèÿ 1 ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

1. JkX ∗ Y = X ∗ JkY = −Jk(X ∗ Y ); 2. 〈X ∗ Y,Z〉+ 〈Y,X ∗ Z〉 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ìîäóëå X(M) âîçíèêàåò àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, íà-

çûâàåìàÿ Q-àëãåáðîé, ïðèñîåäèíåííîé ê GAH-ìíîãîîáðàçèþ M , à òàêæå

ñâÿçíîñòü ∇̃ = ∇+T , íàçûâàåìàÿ ïðèñîåäèíåííîé ñâÿçíîñòüþ. Êðîìå òîãî,

íà ìíîãîîáðàçèè M êàíîíè÷åñêè îïðåäåëåíû r äèôôåðåíöèàëüíûõ 2-ôîðì

Ωi(X,Y ) = 〈X, JiY 〉; i = 1 . . . r,
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. íàçûâàåìûõ ôóíäàìåíòàëüíûìè ôîðìàìè ñòðóêòóðû. Âàæíåéøèå ïðèìå-

ðû GAH-ñòðóêòóð íà ìíîãîîáðàçèè äàåò ïîíÿòèå ìåòðè÷åñêîé f -ñòðóêòóðû
ßíî, ò.å. ïàðû (f, 〈 ·, · 〉), ãäå f � ýíäîìîðôèçì ìîäóëÿ X(M), 〈 ·, · 〉 � (ïñåâ-

äî)ðèìàíîâà ìåòðèêà íà M , ïðè÷åì

1. f3 + f = 0; 2. 〈fX, Y 〉+ 〈X, fY 〉 = 0; X,Y ∈ X(M).

Òàêàÿ ïàðà êàíîíè÷åñêè ïîðîæäàåò GAH-ñòðóêòóðó S = (g, J, T ) ðàíãà 1 íà

M , ãäå

g = 〈 ·, · 〉; J = f ; T (X,Y ) =
1

4
(f∇fX(f)fY − f∇f2X(f)f2Y ), (1)

èëè, (÷òî ðàâíîñèëüíî): T (X,Y ) − T (Y,X) = −f2Nf (f2X, f2Y ), X, Y ∈
X(M), ãäå Nf (X,Y ) = 1

4 (f
2[X,Y ]− f [fX, Y ]− f [X, fY ] + [fX, fY ]) � òåíçîð

Íåéåíõåéñà ýíäîìîðôèçìà f . Â ñëó÷àå d = 0 GAH-ñòðóêòóðà S îòîæäåñòâ-

ëÿåòñÿ ñ ïî÷òè ýðìèòîâîé ñòðóêòóðîé (〈 ·, · 〉, J), à â ñëó÷àå d = 1 � c ïî÷òè

êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (ξ, η, f, 〈 ·, · 〉, ), ãäå ξ � åäèíè÷íûé âåê-

òîð ïîäïðîñòðàíñòâà M = ker f , η � êîâåêòîð, äóàëüíûé âåêòîðó ξ (ñì. [4])

Îïðåäåëåíèå 2 Q-àëãåáðà V íàçûâàåòñÿ:

� àáåëåâîé, èëè êîììóòàòèâíîé Q-àëãåáðîé, åñëè X ∗Y = 0 (X,Y ∈ V );

� K-àëãåáðîé, èëè àíòèêîììóòàòèâíîé Q-àëãåáðîé, åñëè X ∗ Y = −Y ∗
X (X,Y ∈ V );

� A-àëãåáðîé, èëè ïñåâäîêîììóòàòèâíîé Q-àëãåáðîé, åñëè

〈X ∗ Y, Z〉+ 〈Y ∗ Z,X〉+ 〈Z ∗X,Y 〉 = 0, (X,Y, Z ∈ V ).

Ïî÷òè ýðìèòîâà ñòðóêòóðà (g, J); J2 = −id; g(X,Y ) = g(JX, JY ) íàçûâà-

åòñÿ:

� ýðìèòîâîé, èëè èíòåãðèðóåìîé, åñëè ∇X(f)Y −∇fX(f)(fY ) = 0;

� G1-còðóêòóðîé, åñëè ∇X(f)X −∇fX(f)(fX) = 0;

� G2-ñòðóêòóðîé, åñëè SXY Z(〈Y,∇X(f)Z〉 − 〈Y,∇fX(f)fZ〉) = 0.

Òåîðåìà 1 Êëàññ GAH-ìíîãîîáðàçèé ðàíãà 1 äåôåêòà 0 ñ àáåëåâîé ïðèñî-

åäèíåííîé Q-àëãåáðîé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ýðìèòîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü M � GAH-ìíîãîîáðàçèå óêàçàííîãî âèäà. Òîãäà, â

ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ, ñ ó÷åòîì (1) èìååì:

0 = T (X,Y ) =
1

4
(f∇fX(f)fY − f∇f2X(f)f2Y ),
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Ñ ó÷åòîì íåâûðîæäåííîñòè ýíäîìîðôèçìà f èìååì îòñþäà:∇fX(f)fY −
∇f2X(f)f2Y = 0. Ìåíÿÿ çäåñü fX íà X, à fY íà Y , ïîëó÷àåì, ÷òî

∇X(f)Y −∇fX(f)(fY ) = 0, X, Y ∈ X(M),

à çíà÷èò, M � ýðìèòîâî ìíîãîîáðàçèå. Ïðîâîäÿ âûêëàäêè â îáðàòíîì ïî-

ðÿäêå, óáåæäàåìñÿ, ÷òî åñëè M � ýðìèòîâî ìíîãîîáðàçèå, òî Q-àëãåáðà èí-

äóöèðîâàííîé íà M GAH-ñòðóêòóðû àáåëåâà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû:

Òåîðåìà 2 Êëàññ GAH-ìíîãîîáðàçèé ðàíãà 1 äåôåêòà 0 ñ ïðèñîåäèíåííîé

K-àëãåáðîé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì G1-ìíîãîîáðàçèé.

Äîêàçàòåëüñòâî Äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåé òåîðå-

ìû, åñëè â íåì ïîëîæèòü Y = X.

Òåîðåìà 3 Êëàññ GAH-ìíîãîîáðàçèé ðàíãà 1 äåôåêòà 0 ñ ïðèñîåäèíåííîé

A-àëãåáðîé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì G2-ìíîãîîáðàçèé.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü M � G2-ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà SXY Z(〈Y,∇X(f)Z〉 −
〈Y,∇fX(f)fZ〉) = 0. Çàìåíèâ X íà fX, Y íà fY , à Z íà fZ, ïîñëå ïðîñòûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:SXY Z(〈Y, T (X,Z)〉 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèñîåäè-

íåííàÿ Q-àëãåáðà ïñåâäîêîììóòàòèâíà.Î÷åâèäíî, âåðíî è îáðàòíîå.

Ïî÷òè ýðìèòîâà ñòðóêòóðà (f, g = 〈 ·, · 〉) íàçûâàåòñÿ:

� êâàçè-êåëåðîâîé, åñëè ∇X(f)Y +∇fX(f)fY = 0;

� ïðèáëèæåííî êåëåðîâîé, åñëè ∇X(f)Y = −∇Y (f)X = 0;

� ïî÷òè êåëåðîâîé, åñëè dΩ = 0;

� êåëåðîâîé, åñëè ∇f = 0; X,Y ∈ X(M).

Òåîðåìà 4 Êâàçè-êåëåðîâî ìíîãîîáðàçèå èìååò àáåëåâó ïðèñîåäèíåííóþ

Q-àëãåáðó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ êåëåðîâûì ìíîãîîá-

ðàçèåì.

Êâàçè-êåëåðîâî ìíîãîîáðàçèå èìååò àíòèêîììóòàòèâíóþ ïðèñîåäè-

íåííóþ Q-àëãåáðó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííî

êåëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì.

Êâàçè-êåëåðîâî ìíîãîîáðàçèå èìååò ïñåâäîêîììóòàòèâíóþ ïðèñîåäè-

íåííóþ Q-àëãåáðó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè êåëå-

ðîâûì ìíîãîîáðàçèåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü M � êâàçè-êåëåðîâî ìíîãîîáðàçèå. Ñîãëàñíî åãî

îïðåäåëåíèþ,

∇X(f)Y = −∇fX(f)fY = ∇f2X(f)f2Y.

Ïîýòîìó

(4T (X,Y ) = f(∇fX(f)fY −∇f2X(f)f2Y ) = −2f∇X(f)Y,

è, çíà÷èò,

T (X,Y ) = −1

2
f∇X(f)Y. (2)

Â ÷àñòíîñòè, T (X,Y ) = 0⇔ ∇X(f)Y = 0; X,Y ∈ X(M), ÷òî è äîêàçûâàåò

ïåðâîå óòâåðæäåíèå.

Äàëåå, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êëàññû ïðèáëèæåííî êåëåðîâûõ è ïî÷òè êå-

ëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññàìè êëàññà êâàçè-êåëåðîâûõ ìíî-

ãîîáðàçèé (ñì., íàïðèìåð, [9]), à çíà÷èò, íà ýòèõ ìíîãîîáðàçèÿõ âûïîëíÿåòñÿ

òîæäåñòâî (2), îòêóäà ñðàçó æå ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Íàêîíåö, åñëè dΩ = 0, òî ïî Òåîðåìå 9 ïðèñîåäèíåííàÿQ-àëãåáðà ïñåâäî-

êîììóòàòèâíà. Ïðîäåëûâàÿ âûêëàäêè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, óáåæäàåìñÿ

â ñïðàâåäëèâîñòè îáðàòíîãî.

3 Q-àëãåáðû è ïî÷òè êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îñíîâíîé öåëè íàøåãî èññëåäîâàíèÿ � èçó÷åíèþ

Q-àëãåáð, ïðèñîåäèíåííûõ ê GAH-ìíîãîîáðàçèÿì ðàíãà 1 äåôåêòà 1, ïî-

ðîæäåííûì ïî÷òè êîíòàêòíûìè ìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè.

Îïðåäåëåíèå 3 Ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãî-

îáðàçèè M íàçûâàåòñÿ ÷åòâåðêà (ξ, η, Φ, g = 〈 ·, · 〉), ãäå ξ � âåêòîðíîå ïîëå

íà M , íàçûâàåìîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì, η � äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà íà

M , íàçûâàåìàÿ êîíòàêòíîé ôîðìîé, Φ � ýíäîìîðôèçì ìîäóëÿ X(M), íàçû-

âàåìûé ñòðóêòóðíûì ýíäîìîðôèçìîì, g � ðèìàíîâà ìåòðèêà íà M . Ïðè

ýòîì:

1. η(ξ) = 1; 2. η ◦ Φ = 0; 3. Φ(ξ) = 0;

4. Φ2 = −id+ η ⊗ ξ; 5. 〈ΦX,ΦY 〉 = 〈X,Y 〉 − η(X)η(Y ). (3)

Cóùåñòâóåò â èçâåñòíîì ñìûñëå ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ AC-ñòðóêòóð, ñîäåð-
æàùàÿ 2048 êëàññîâ ýòèõ ñòðóêòóð. Ýòà êëàññèôèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíòàêò-

íûì àíàëîãîì èçâåñòíîé êëàññèôèêàöèè Ãðåÿ � Õåðâåëëû ïî÷òè ýðìèòîâûõ

ñòðóêòóð, è ñîäåðæàùåé âñåãî 16 ñòðóêòóð [9]. Íî, íåñìîòðÿ íà ïðàêòè÷å-

ñêóþ íåîáîçðèìîñòü êëàññèôèêàöèè AC-còðóêòóð, ôàêòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ

ïîäâåðãàþòñÿ â îñíîâíîì ñëåäóþùèå 12 êëàññîâ AC-ñòðóêòóð:
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1. íîðìàëüíaÿ, åñëè N + 1
2dη ⊗ ξ = 0;

2. êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ, åñëè dη = Ω;

3. K-êîíòàêòíàÿ, åñëè (dη = Ω) & (η � ôîðìà Êèëëèíãà);

4. êâàçè-ñàñàêèåâà, åñëè îíà íîðìàëüíà è èìååò çàìêíóòóþ ôîðìó Ω;

5. ëîêàëüíî êîíôîðìíî êâàçè-ñàñàêèåâà;

6. ñàñàêèåâà, åñëè îíà íîðìàëüíà è êîíòàêòíà, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, åñëè

∇X(f)Y = g(X,Y )ξ − η(Y )X;

7. ïðèáëèæåííî ñàñàêèåâà, ∇X(f)X = g(X,X))ξ − η(X)X;

8. còðóêòóðà Êåíìîöó, åñëè ∇X(f)Y = g(fX, Y )ξ − η(Y )fX;

9. êîñèìïëåêòè÷åñêàÿ, åñëè ∇f = 0;

10. ïî÷òè êîñèìïëåêòè÷åñêàÿ, åñëè dΩ = dη = 0;

11. ñëàáî êîñèìïëåêòè÷åñêàÿ, åñëè ∇X(f)X = 0;

12. òî÷íåéøå êîñèìïëåêòè÷åñêàÿ, åñëè ∇X(f)X = dη = 0.

Îïðåäåëåíèå 4 AC-ñòðóêòóðà, çàäàííàÿ íà ìíîãîîáðàçèè M , íàçûâàåò-

ñÿ ëîêàëüíî êîíôîðìíî êâàçè-ñàñàêèåâîé (êîðî÷å, LCQS-) ñòðóêòóðîé,

åñëè ñóùåñòâóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå U =
{
Uα

}
α∈A ìíîãîîáðàçèÿ M

è ñèñòåìà Σ = {σα : Uα → R}α∈A ãëàäêèõ ôóíêöèé òàêèå, ÷òî{
J |Uα , g̃α = e2σαg|Uα

}
� êâàçè-ñàñàêèåâà ñòðóêòóðà äëÿ ëþáîãî α ∈ A. Ãëàä-

êîå ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì ôèêñèðîâàíà LCQS-ñòðóêòóðà, íàçûâàåòñÿ
LCQS-ìíîãîîáðàçèåì.

Òåîðåìà 5 Ëîêàëüíî êîíôîðìíî êâàçè-ñàñàêèåâû ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò

àáåëåâó ïðèñîåäèíåííóþ Q-àëãåáðó è ðèìàíîâó ïðèñîåäèíåííóþ ñâÿçíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî Â [6] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëîêàëüíî êîíôîðìíî êâàçè-

ñàñàêèåâà ìíîãîîáðàçèÿ

∇X(f)Y = −Ω(X,Y )α] + 〈X,Y 〉f(α])− α(Y )fX + α(fY )X+

+〈CX, Y 〉ξ − η(Y )CX,

ãäå α � êîíòàêòíàÿ ôîðìà Ëè, C(X) = ∇fXξ − α(ξ)fX � ñàìîñîïðÿæåííûé

ýíäîìîðôèçì ìîäóëÿ X(M), êîììóòèðóþùèé ñî ñòðóêòóðíûì ýíäîìîðôèç-

ìîì f , ] � îïåðàòîð äóàëüíîñòè. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â (1), ñ ó÷åòîì

òîãî, ÷òî f3 = −f , f4 = −f2, f5 = f , ïîëó÷èì:

4T (X,Y ) = f∇fX(f)fY − f∇f2X(f)f2Y =

= −Ω(fX, fY )f(α]) + 〈fX, fY 〉f(α])− α(fY )f2X + α(f2Y )fX

+〈CfX, fY 〉ξ − η(fY )CfX,+Ω(f2X, f2Y )α] − 〈f2X, f2Y 〉f(α]) (4)

+α(f2Y )f3X − α(f3Y )f2X − 〈Cf2X, f2Y 〉ξ + η(f2Y )Cf2X.



40 Î. Å. Àðñåíüåâà Â. Ô. Êèðè÷åíêî

Âû÷èñëèì êàæäîå ñëàãàåìîå ýòîé ñóììû, çàìåòèâ, ÷òî ñëàãàåìûå ñ íîìå-

ðàìè 5, 6, 11 è 12, â ñèëó àêñèîì (3) ïî÷òè êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû, ðàâíû

íóëþ:

1. −Ω(fX, fY )f(α]) = −〈f(X), f2Y 〉f(α]) = −〈X, fY 〉f(α]);
2. 〈fX, fY 〉f2(α]) = −〈X, f2Y 〉f2(α]);
3. −α(fY )f3X = α(fY )fX;

4. α(f2Y )f2X;

7. Ω(f2X, f2Y )f(α]) = 〈f2X, f3Y 〉f(α]) = 〈X, fY 〉f(α]);
8. −〈f2X, f2Y 〉f2(α]) = 〈X, f2Y 〉f2(α]);
9. α(f2Y )f4X = −α(f2Y )f2X;

10. −α(f3Y )f3X = −α(fY )fX.

Ñêëàäûâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé, ñ ó÷åòîì (4) ïîëó÷àåì, ÷òî T =

0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèñîåäèíåííàÿ Q-àëãåáðà � àáåëåâà, à ïðèñîåäèíåííàÿ

ñâÿçíîñòü � ðèìàíîâà.

Ïîñêîëüêó êëàññ êâàçè-ñàñàêèåâûõ ìíîãîîáðàçèé ñîäåðæèò êëàññ ñàñàêè-

åâûõ è êëàññ êîñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé è, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëåò-

ñÿ ïîäêëàññîì êëàññà LCQS-ìíîãîîáðàçèé, à, êðîìå òîãî, â ýòîò æå êëàññ

LCQS-ìíîãîîáðàçèé âõîäèò êëàññ ìíîãîîáðàçèé Êåíìîöó [8], ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 1 Êâàçè-ñàñàêèåâû, â ÷àñòíîñòè, ñàñàêèåâû è êîñèìïëåêòè÷å-

ñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, à òàêæå ìíîãîîáðàçèÿ Êåíìîöó, èìåþò àáåëåâó ïðè-

ñîåäèíåííóþ Q-àëãåáðó è ðèìàíîâó ïðèñîåäèíåííóþ ñâÿçíîñòü.

Òåîðåìà 6 Íîðìàëüíàÿ AC-ñòðóêòóðà èìååò àáåëåâó ïðèñîåäèíåííóþ Q-

àëãåáðó è ðèìàíîâó ïðèñîåäèíåííóþ ñâÿçíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî Â [7] äîêàçàíî, ÷òî AC-ñòðóêòóðà (ξ, η, f, g) íîðìàëüíà òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∇X(f)(fY )−∇fX(f)(f2Y ) = 0.

Çàìåíÿÿ çäåñü X íà fX è äåéñòâóÿ íà îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà

îïåðàòîðîì f , ñ ó÷åòîì (1) ïîëó÷àåì, ÷òî T = 0.

Çàìå÷àíèå 1 Àáåëåâîñòü ïðèñîåäèíåííîé Q-àëãåáðû ÷åòûðåõ òèïîâ AC-
ñòðóêòóð, îòìå÷åííàÿ â Ñëåäñòâèè 1 è âûòåêàþùàÿ èç Òåîðåìû 5, â ðàâ-

íîé ìåðå âûòåêàåò è èç Òåîðåìû 6.
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Çàìå÷àíèå 2 Èç ïÿòè àêñèîì, îïðåäåëÿþùèõ GAH-ìíîãîîáðàçèå, â ñëó-

÷àå àáåëåâîñòè ïðèñîåäèíåííîé Q-àëãåáðû, äëÿ GAH-ìíîãîîáðàçèÿ ðàíãà 1

äåôåêòà 1 îñòàåòñÿ îäíà:

〈fX, Y 〉+ 〈X, fY 〉 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, GAH-ãåîìåòðèÿ êàæäîãî èç øåñòè ðàññìîòðåííûõ êëàñ-

ñîâ AC-ìíîãîîáðàçèé ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðèåé ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ

M2n+1, îñíàùåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîé 2-ôîðìîé Ω ðàíãà 2n.

Òåîðåìà 7 Ñëàáî êîñèìïëåêòè÷åñêàÿ, â ÷àñòíîñòè, òî÷íåéøå êîñèì-

ïëåêòè÷åñêàÿ AC-ñòðóêòóðà èìååò àíòèêîììóòàòèâíóþ ïðèñîåäèíåí-

íóþ Q-àëãåáðó.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïî îïðåäåëåíèþ, AC-ñòðóêòóðà ñëàáî êîñèìïëåêòè÷íà òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∇X(f)X = 0; X ∈ X(M).

C ó÷åòîì ýòîãî, 4T (X,X) = f(∇fX(f)fX)−f(∇f2X(f)f2X) = 0. Ïîëÿðèçóÿ

ýòî òîæäåñòâî, ïîëó÷èì, ÷òî

T (X,Y ) + T (Y,X) = 0; X ∈ X(M).

Òåîðåìà 8 Ïðèáëèæåííî ñàñàêèåâà ñòðóêòóðà èìååò àíòèêîììóòàòèâ-

íóþ ïðèñîåäèíåííóþ Q-àëãåáðó.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïî îïðåäåëåíèþ, AC-ñòðóêòóðà ïðèáëèæåííî ñàñàêèåâà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∇X(f)X = g(X,X)ξ − η(X)X; X ∈ X(M).

C ó÷åòîì ýòîãî,

4T (X,X) = f(∇fX(f)fX)− f(∇f2X(f)f2X) =

= g(fX, fX)f(ξ)− η(fX)fX − g(f2X, f2X)f(ξ) + η(f2X)f2X = 0.

Ïîëÿðèçóÿ ýòî òîæäåñòâî, ïîëó÷èì, ÷òî

T (X,Y ) + T (Y,X) = 0; X ∈ X(M).

Òåîðåìà 9 GAH-ìíîãîîáðàçèå ðàíãà 1 äåôåêòà (0 ëèáî 1) ñ çàìêíóòîé

ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé èìååò ïñåâäîêîììóòàòèâíóþ ïðèñîåäèíåííóþ

Q-àëãåáðó.



42 Î. Å. Àðñåíüåâà Â. Ô. Êèðè÷åíêî

Äîêàçàòåëüñòâî Íàïîìíèì, ÷òî Ω(X,Y ) = 〈X, fY 〉, à çíà÷èò,

∇X(Ω)(Y,Z) = 〈Y,∇X(f)Z〉.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî íàõîäèì: dΩ(X,Y, Z) = SXY Z∇X(Ω)(Y,Z) =

SXY Z〈Y,∇X(f)Z〉. Ïóñòü dΩ = 0. Òîãäà SXY Z〈Y,∇X(f)Z〉 = 0. Ïîä-

ñòàâèì âìåñòî {X,Y, Z} ñíà÷àëà {fX, fY, fZ}, à ïîòîì {f2X, fY, f2Z}.

Âû÷èòàÿ âòîðîé ðåçóëüòàò èç ïåðâîãî, ïîëó÷èì, ÷òî

SXY Z(〈fY,∇fX(f)fZ〉 − 〈fY,∇f2X(f)f2Z〉) = 0,

èëè

SXY Z(〈Y, f(∇fX(f)fZ −∇f2X(f)f2Z〉) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî SXY Z(〈Y, T (X,Z)〉) = 0, ò.å.

〈T (X,Y ), Z〉+ 〈T (Y,Z), X〉+ 〈T (Z,X), Y 〉 = 0.

Ñ ó÷åòîì ýòîé òåîðåìû è ïåðå÷íÿ íà ñòð. 39 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2 Cëåäóþùèå AC-ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ïñåâäîêîììóòàòèâ-

íóþ ïðèñîåäèíåííóþ Q-àëãåáðó:

� Êîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå,

� K-êîíàêòíûå,

� Ïî÷òè êîñèìïëåêòè÷åêèå.
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