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Òîïîëîãiÿ ñiì'¨ âåêòîðíèõ ïîëiâ íà ïîâåðõíi

Î.Î. Ïðèøëÿê, I.Ì. Iâàíþê

Àíîòàöiÿ Äîñëiäæóþòüñÿ òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ñiì'¨ âåêòîðíèõ ïîëiâ

çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ íà ïîâåðõíÿõ âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ àòîìiâ òà

ìîëåêóë ôóíêöi¨ çà À.Ò.Ôîìåíêî, îïèñàíî âñi ìîæëèâi ïåðåõîäè äëÿ àòîìiâ,

ñêëàäíiñòü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 3

Êëþ÷îâi ñëîâà Àòîìè òà ìîëåêóëè ôóíêöié Ìîðñà · äåôîðìàöiÿ âåêòîð-

íîãî ïîëÿ · f -ãðàô · òîïîëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü · òîïîëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ

ÓÄÊ 517.91

Âñòóï

Â ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ñiì'¨ âåêòîðíèõ ïîëiâ.

Ïîëå íà ïîâåðõíi ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ ïîëåì Ìîðñà-Ñìåéëà. Äëÿ çà-

äàííÿ öüîãî ïîëÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ àòîìè, óâåäåíi À.Ò. Ôîìåíêîì äëÿ

ôóíêöié Ìîðñà. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âîíè ¹ òàêîæ ïîâíèì òîïîëîãi÷íèì ií-

âàðiàíòîì âåêòîðíîãî ïîëÿ Ìîðñà-Ñìåéëà áåç çàìêíåíèõ òðà¹êòîðié íà çà-

ìêíåíié ïîâåðõíi [1]. Piçíi çàñòîñóâàííÿ àòîìiâ i ìîëåêóë ìiñòÿòüñÿ òàêîæ

ó ðîáòàõ À.Â.Áîëñiíîâà, Ñ.Â.Ìàòâ¹¹âà, À.Ò.Ôîìåíêà [2], Â.Â. Øàðêà òà

À.À.Îøåìêîâà[3].

Îñíîâíîþ ìåòîþ ðîáîòè ¹ äîñëiäèòè òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ñiì'¨ âåê-

òîðíèõ ïîëiâ Ìîðñà-Ñìåéëà çà äîïîìîãîþ àòîìiâ i ìîëåêóë; ïîêàçàòè, ùî

äåôîðìàöi¨ ïîëÿ âiäïîâiäàþòü ïåðåõîäè ìiæ f-àòîìàìè çà äîïîìîãîþ äî-
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äàâàííÿ òà ñêîðî÷åííÿ ðó÷îê; îïèñàòè âñi ìîæëèâi ïåðåõîäè äëÿ àòîìiâ,

ñêëàäíiñòü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 3.

1 Àòîìè òà f-ãðàôè çà Ôîìåíêîì

Îçíà÷åííÿ 1 Àòîìîì íàçèâà¹òüñÿ îêië P 2 êðèòè÷íîãî øàðó, ÿêèé çà-

äà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ c − ε ≤ f ≤ c + ε äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî ε, ðîçøàðî-

âàíó íà ëiíi¨ ðiâíÿ ôóíêöi¨ f i ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ïîøàðîâî¨

åêâiâàëåíòíîñòi P 2 = {x : −ε ≤ f(x) − c ≤ ε}. Àòîì íàçèâà¹òüñÿ ïðî-

ñòèì, ÿêùî ôóíêöiÿ Ìîðñà â ïàði - ïðîñòà. Ðåøòà àòîìiâ íàçèâàþòüñÿ

ñêëàäíèìè.

Îçíà÷åííÿ 2 Ñêií÷åííèé çâ'ÿçíèé ãðàô Γ íàçèâà¹òüñÿ f -ãðàôîì, ÿêùî

âií çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1) Âñi âåðøèíè ãðàôà Γ ìàþòü ñòåïiíü 3.

2) Äåÿêi iç ðåáåð ãðàôà Γ îði¹íòîâàíi, ïðè÷îìó äî êîæíî¨ âåðøèíè ãðàôà

Γ ïðèëÿãà¹ ðiâíî äâà îði¹íòîâàíèõ ðåáðà, iç ÿêèõ îäíå âõîäèòü â âåðøèíó,

à iíøå âèõîäèòü ç íå¨. Ïðè÷îìó öÿ âåðøèíà ìîæå áóòè ïî÷àòêîì i êiíöåì

îäíîãî i òîãî æ îði¹íòîâàíîãî ðåáðà , ÿêùî îði¹íòîâàíå ðåáðî ¹ ïåòëåþ.

Îçíà÷åííÿ 3 Äâà f -ãðàôè íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî îäèí ìîæ-

íà îòðèìàòè ç iíøîãî ïîñëiäîâíiñòþ íàñòóïíèõ îïåðàöié. Äîçâîëÿ¹òüñÿ

çàìiíþâàòè îði¹íòàöi¨ âñiõ ðåáåð ÿêîãîñü öèêëó íà ïðîòèëåæíi. Êëàñè

åêâiâàëåíòíîñòi f -ãðàôiâ íàçèâàþòüñÿ f -iíâàðiàíòàìè.

Iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ f -iíâàðiàíòàìè i f -àòîìàìè.

Ïîêàæåìî, ÿê iäåÿ àòîìiâ i ìîëåêóë ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà äî òðà¹êòîð-

íî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïîòîêiâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà çàìêíåíèõ äâîâèìiðíèõ ïîâåðõ-

íÿõ.

Âåêòîðíi ïîëÿ v1 i v2, çàäàíi íà çàìêíåíèõ ïîâåðõíÿõ M1 i M2, íàçèâà-

þòüñÿ òîïîëîãi÷íî òðà¹êòîðíî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì

h : M1 → M2, ùî ïåðåâîäèòü òðà¹êòîði¨ âåêòîðíîãî ïîëÿ v1 â òðà¹êòîði¨

âåêòîðíîãî ïîëÿ v2 çi çáåðåæåííÿì îði¹íòàöi¨ íà òðà¹êòîðiÿõ.

Îçíà÷åííÿ 4 Âåêòîðíå ïîëå v íà ìíîãîâèäi M íàçèâà¹òüñÿ ãðóáèì, ÿê-

ùî ïðè ìàëîìó çáóðåííi ïîëÿ v òîïîëîãi÷íà ïîâåäiíêà éîãî òðà¹êòîðié íå

çìiíþ¹òüñÿ, òîáòî ïiñëÿ çáóðåííÿ ïîëå òîïîëîãi÷íî òðà¹êòîðíî åêâiâà-

ëåíòíå ïî÷àòêîâîìó.
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Çãiäíî òåîðåìè Ì.Ïåéêñîòî [4], [5], [6] ãðóáèìè âåêòîðíèìè íà äâîâè-

ìiðíié ïîâåðõíi ¹ ïîëÿ Ìîðñà-Ñìåéëà. Ó âèïàäêó äâîâèìiðíî¨ ïîâåðõíi ¨õ

ìîæíà âèçíà÷èòè íàñòóïíèì ÷èíîì

Îçíà÷åííÿ 5 Âåêòîðíå ïîëå íà çàìêíåíié äâîâèìiðíié ïîâåðõíi M2 íàçè-

âà¹òüñÿ ïîëåì Ìîðñà-Ñìåéëà, ÿêùî

1) v ìà¹ ñêií÷åííå ÷èñëî îñîáëèâèõ òî÷îê i ïåðiîäè÷íèõ òðà¹êòîðié,

ïðè÷îìó âñi âîíè ãiïåðáîëi÷íi;

2) íå iñíó¹ òðà¹êòîðié, ùî éäóòü iç ñiäëà â ñiäëî;

3) äëÿ êîæíî¨ òðà¹êòîði¨ ïîëÿ v ¨¨ α-ãðàíè÷íi i ω-ãðàíè÷íi ìíîæèíè

¹ àáî îñîáëèâîþ òî÷êîþ, àáî ïåðiîäè÷íîþ òðà¹êòîði¹þ, òîáòî ãðàíè÷íèì

öèêëîì.

Îïèøåìî êëàñèôiêàöiþ ïîòîêiâ Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ïåðiîäè÷íèõ òðà¹ê-

òîðié. Áóäåìî íàçèâàòè ¨õ ïîòîêàìè Ìîðñà.

Ïîòîêè Ìîðñà ìàþòü ùå îäèí ïðèðîäíié îïèñ. Öå ãðàäi¹íòíî-ïîäiáíi

ïîòîêè áåç ñåïàðàòðèñ, ùî éäóòü iç ñiäëà â ñiäëî. Òóò ïîòiê íàçèâà¹òüñÿ

ãðàäi¹íòíî-ïîäiáíèì, ÿêùî âií òîïîëîãi÷íî-åêâiâàëåíòíèé ïîòîêó grad f äëÿ

äåÿêî¨ ôóíêöi¨ Ìîðñà f i äåÿêî¨ ðiìàíîâî¨ ìåòðèêè gij íà ìíîãîâèäi M .

Êîæíîìó ïîòîêó Ìîðñà íà äâîâèìiðíié ïîâåðõíi M2 ìîæíà ïðèðîäíiì

÷èíîì ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêèé f -ãðàô, àáî f -àòîì, òàêèì

÷èíîì, ùî âiäïîâiäíiñòü ìiæ f -àòîìàìè i êëàñàìè òîïîëîãi÷íî¨ òðà¹êòîðíî¨

åêâiâàëåíòíîñòi ïîòîêiâ Ìîðñà áóäå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ.

Îïèøåìî öþ êîíñòðóêöiþ.

Âñi îñîáëèâi òî÷êè ïîòîêó Ìîðñà ìîæíà ðîçäiëèòè íà òðè òèïè: ñòîêè,

âèòîêè â ñiäëà. Êðiì òîãî, ïîòiê ìà¹ ñåïàðàòðèñè, ùî ç'¹äíó¹ ñòîêè i âèòî-

êè ç ñiäëàìè. Êîæíîìó ñiäëó ïðè öüîìó âiäïîâiäà¹ äâi âõiäíi i äâi âèõiäíi

ñåïàðàòðèñè.

Ðîçãëÿäà¹ìî ãðàô, âåðøèíàìè ÿêîãî ¹ âèòîêè, à ðåáðàìè ñòiéêi ìíîãî-

âèäè ñiäëîâèõ òî÷îê. Çàìiíèìî êîæíó âåðøèíó êîëîì, ùî ¹ ãðàíèöåþ ðå-

ãóëÿðíîãî îêîëó âèòîêó. Îòðèìà¹ìî êîëà, ÿêi ç'¹äíàíi âiäðiçêàìè ñòiéêèõ

ìíîãîâèäiâ ñiäëîâèõ òî÷îê. Öå i çàäà¹ àòîì ïîëÿ Ìîðñà-Ñìåéëà

2 Àòîìè ïîëiâ Ìîðñà-Ñìåéëà

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî òiëüêè ãðàäi¹íòíî-ïîäiáíi ïîëÿ Ìîðñà-Ñìåéëà, òîáòî

ïîëÿ áåç çàìêíåíèõ òðà¹êòîðié.

ÍåõàéM - çàìêíåíà äâîâèìiðíà ïîâåðõíÿ ç äåÿêîþ ðiìàíîâîþ ìåòðèêîþ.
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Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié ôóíêöi¨ f , ñiäëîâi òî÷êè ÿêî¨ ëåæàòü

íà îäíîìó ðiâíi, ¨¨ ãðàäi¹íòíèé ïîòiê âiäíîñíî âèáðàíî¨ ðiìàíîâî¨ ìåòðèêè.

Öå ñïiâñòàâëåííÿ âñòàíîâëþ¹ ïðèðîäíþ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü

ìiæ êëàñàìè ïîøàðîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi òàêèõ ôóíêöié íà ïîâåðõíi i êëàñà-

ìè òîïîëîãi÷íî òðà¹êòîðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ïîòîêiâ Ìîðñà.

Öÿ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ðiìàíîâî¨

ìåòðèêè íà ïîâåðõíi [1].

Êëàñè ïîøàðîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ôóíêöié ç âêàçàíîþ âëàñòèâiñòþ

âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íî âiäïîâiäàþòü f -àòîìàì.

Êëàñ Ti âåêòîðíîãî ïîëÿ - öå âñi âåêòîðíi ïîëÿ, ó ÿêèõ íå áiëüøå íiæ ”i”

ñiäëîâèõ òî÷îê.

Îçíà÷åííÿ 6 Äâi ñiì'¨ Xt i Yt òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi, ÿêùî iñíó¹ ãîìåî-

ìîðôiçì h : [0; 1]→ [0; 1] òà iñíó¹ ñóêóïíiñòü ãîìåîìîðôiçìiâ ϕt :M →M ,

t ∈ [0; 1],òàêèõ ùî âîíè ¹ òîïîëîãi÷íèìè åêâiâàëåíòíîñòÿìè ìiæ âåêòîð-

íèìè ïîëÿìè Xt òà âåêòîðíèìè ïîëÿìè Yh(t).

Íåõàé M - n-âèìiðíèé ìíîãîâèä ç êðà¹ì M

Îçíà÷åííÿ 7 n-âèìiðíèé äèñê H íàçèâà¹òüñÿ ðó÷êîþ iíäåêñó λ (àáî λ-

ðó÷êîþ), ÿêùî iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì ϕ : Dλ×Dn−λ → H òàêèé, ùî ϕ(∂Dλ×
Dn−λ) = H ∩M ⊂ ∂M .

Îçíà÷åííÿ 8 Ðîçêëàäîì çàìêíåíîãî ìíîãîâèäó M íà ðó÷êè íàçèâà¹òüñÿ

ðîçêëàä M = H0

⋃
H1

⋃
...
⋃
Hm äå H0 - n-âèìiðíèé äèñê i Hi - ðó÷êà íà

Mi−1 =
⋃
j<iHj.

Ïðè ðîáîòi ç ðó÷êàìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè îïåðàöi¨ êîâçàííÿ ðó÷îê

òà ñêîðî÷åííÿ ðó÷îê [8].

Çàêëå¨âøè äèñêîì ðó÷êó íà àòîìi B1 ìè îòðèìà¹ìî A.

A îòðèìà¹ìî ç B
2

ñêîðî÷åííÿì ðó÷êè.

B1 îòðèìà¹ìî ç D1
1 çàêëå¨âøè îäíó ðó÷êó äèñêîì.

B2 îòðèìà¹ìî ç D2
1 çàñòîñóâàâøè âëàñòèâiñòü ñêîðî÷åííÿ ðó÷îê.

Âiä C2 äî D2 ìîæíà ïåðåéòè êîâçàííÿì ðó÷êè.

D2 îòðèìó¹ìî ç H
1
2 çàêëå¨âøè ðó÷êó äèñêîì.
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f -ãðàôè ñêëàäíîñòi 1
Àòîì À - öå ïðîñòî òî÷êà

Ðèñ. 1

f -ãðàôè ñêëàäíîñòi 2

Ðèñ. 2

Âiä H1
2 ïåðåõîäèìî äî D1

1 ñêîðîòèâøè ðó÷êó.

Ç H1
2 îòðèìó¹òüñÿ F 1

2 êîâçàííÿì ðó÷êè.

Àíàëîãi÷íî êîâçàííÿì ðó÷êè ç H1
2 ìè îòðèìó¹ìî G1

2.

Çàêëå¨âøè äèñêîì ðó÷êó â àòîìi H2
2 ìè îòðèìà¹ìî D2

1.

Âèêîðèñòàâøè âëàñòèâiñòü ñêîðî÷åííÿ ðó÷îê äî H2
2 ìè îòðèìà¹ìî D2.

Êîâçàííÿì ðó÷êè âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåõiä âiä H2
2 äî F 2

2 , à òàêîæ âiä H2
2 äî

G2
2.

Òàêèì ÷èíîì, ïðîâîäÿ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ç ðåøòîþ f -ãðàôiâ, îò-

ðèìà¹ìî ãðàô G, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 4. Â íüîìó âåðøèíàì âiäïîâiäàþòü

f -àòîìè, à ðåáðàì � îïèñàíi äåôîðìàöi¨ àòîìiâ çà äîïîìîãîþ êîâçàííÿ àáî

ñêîðî÷åííÿ ðó÷îê.

Çãiäíî [1] iñíó¹ îäèí àòîì (A), ùî âiäïîâiäà¹ ëîêàëüíîìó åêñòðåìóìó

äëÿ ñiäëîâèõ òî÷îê, iñíó¹ äâà àòîìè ñêëàäíîñòi 1, 4 àòîìè ñêëàäíîñòi 2 i 10

àòîìiâ ñêëàäíîñòi 3. Âîíè çîáðàæåíi íà ðèñ. 1-3.

3 Ñiì'ÿ âåêòîðíèõ ïîëiâ

Òåîðåìà 1 ßêùî äâi ñiì'¨ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi â êëàñi Ti, òî âîíè

çàäàþòü îäíàêîâi øëÿõè íà ãðàôi G.

Äîâåäåííÿ. Êîæíîìó t âiäïîâiäàþòü âåðøèíè íà ãðàôi G, êðiì ñêií÷åí-

íîãî ÷èñëà tk, â ÿêèõ ïðîõîäèòü çìiíà âiä îäíi¹¨ âåðøèíè äî iíøî¨, öèì tk
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f -ãðàôè ñêëàäíîñòi 3

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

âiäïîâiäàþòü ðåáðà, ùî ç'¹äíóþòü öi âåðøèíè. Òîäi îñêiëüêè Yh(t) òîïîëî-

ãi÷íî åêâiâàëåíòíèé Xt, òî ¨ì âiäïîâiäàþòü îäíàêîâi âåðøèíè àáî ðåáðà ó

âèïàäêó, êîëè t = tk. Îòæå, ó âiäïîâiäíèõ øëÿõiâ îäíàêîâi âåðøèíè i ðåáðà,

òîáòî âîíè çáiãàþòüñÿ.

Ïðîâîäÿ÷è ìiðêóâàííÿ â çâîðîòíüîìó ïîðÿäêó ìè îòðèìà¹ìî òåîðåìó 2.
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Òåîðåìà 2 Äâà ïîëÿ êëàñó Ti ìîæíà ç'¹äíàòè øëÿõîì (ñiì'¹þ âåêòîð-

íèõ ïîëiâ) â êëàñi Ti, ÿêùî iñíó¹ øëÿõ íà ãðàôi G, ÿêèé ç'¹äíó¹ âiäïîâiäíi

âåðøèíè.

Íåõàé êiëüêiñòü ðóõiâ âiä îäíîãî àòîìà äî iíøîãî - n. Çàíóìåðó¹ìî ìîæ-

ëèâi ðóõè âiä îäíîãî àòîìà äî iíøîãî öiëèìè ÷èñëàìè. Öi ÷èñëà áóäåìî

íàçèâàòè îñíàùåííÿì. Øëÿõ íà ãðàôi, ó êîæíîãî ðåáðà ÿêîãî çàäàíå îñíà-

ùåííÿ, áóäåìî íàçèâàòè îñíàùåííèì.

Òåîðåìà 3 ßêùî äâîì ñiì'ÿì âiäïîâiäàþòü îäíàêîâi îñíàùåíi øëÿõè íà

ãðàôi, òî âîíè òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi.

Äîâåäåííÿ. Ìè ìîæåìî íàìàëþâàòè n êðàòíèõ ðåáåð, òî òîäi êîæíîìó

øëÿõó íà ãðàôi áóäå âiäïîâiäàòè îäíà ñiì'ÿ âåêòîðíèõ ïîëiâ.

Ïðè äåôîðìàöi¨ âåêòîðíîãî ïîëÿ ìîæëèâi ñèòóàöi¨:

1) òîïîëîãi÷íèé òèï âåêòîðíîãî ïîëÿ íå çìiíþ¹òüñÿ, òîäi öÿ ñiì'ÿ çà-

äà¹òüñÿ àòîìîì çà Ôîìåíêîì;

2) ïðîõîäèòü áiôóðêàöiÿ, òîáòî çìiíþ¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèé òèï. Â öüîìó

âèïàäêó öÿ äåôîðìàöiÿ çàäà¹òüñÿ ïàðîþ àòîìiâ, òîáòî ÿêùî àòîìè ðîçãëÿ-

äàòè ÿê âåðøèíè äåÿêîãî ãðàôà, òî öþ äåôîðìàöiþ áóäåìî çîáðàæàòè ÿê

ðåáðî ìiæ âiäïîâiäíèìè âåðøèíàìè. Äàëi çîáðàæà¹ìî âñi òàêi ìîæëèâi ái-

ôóðêàöi¨. ßêùî âiäáóâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíî äåêiëüêà áiôóðêàöié, òî öÿ ïîñëi-

äîâíiñòü çàäà¹ ïîñëiäîâíiñòü ðåáåð, òîáòî øëÿõ íà ïîáóäîâàíîìó ãðàôi.

Âèñíîâîê

Â ðîáîòi äîñëiäæåíi òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ñiì'¨ âåêòîðíèõ ïîëiâ, îïè-

ñàíî âñi ìîæëèâi ïåðåõîäè äëÿ àòîìiâ, ñêëàäíiñòü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 3. Îò-

ðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi ïðè âèâ÷åííi êîíòàêòíèõ ñòðóê-

òóð íà 3-âèìiðíèõ ìíîãîâèäàõ, à ñàìå, ÿêùî íà òàêîìó ìíîãîâèäi çàäàíà

ôóíêöiÿ Ìîðñà, òî ÿêùî ìiæ äâîìà ðåãóëÿðíèìè ðiâíÿìè òàêî¨ ôóíêöi¨

íåìà¹ êðèòè÷íèõ ðiâíiâ, òî âèíèêà¹ ñiì'ÿ âåêòîðíèõ ïîëiâ íà ïîâåðõíi, ùî

â çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ ïîëÿìè Ìîðñà-Ñìåéëà.
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Topology of set of vector �elds on surface

The topological properties of a family of vector �elds in the general position
on the surfaces are investigated in using atoms and molecules by Fomenko. We
describe all possible transformations for atoms, complexity of which is less than
4.


