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Äåôîðìàöi¨ çàìêíåíèõ 1-ôîðì Ìîðñà íà çà-
ìêíåíèõ ïîâåðõíÿõ

Ñ.Â. Áiëóí, À.Î. Ãàãàé, Î.Î. Âîðîí÷óê, M.Â. Ëîñ¹âà

Àíîòàöiÿ Âèâ÷àþòüñÿ òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi çàìêíåíèõ 1-ôîðì Ìîðñà

íà çàìêíåíèõ ïîâåðõíÿõ, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ àòîìiâ òà ìîëåêóë

ôóíêöi¨ çà À.Ò.Ôîìåíêîì. Îòðèìàíî êðèòåðié iñíóâàííÿ äåôîðìàöi¨ îäíi¹¨

òàêî¨ 1-ôîðìè ó iíøó ïðè óìîâi, ùî âîíà ìà¹ íå áiëøå 3 ñiäëîâèõ íóëiâ, öi

íóëi çâ'ÿçíi òðàåêòîðiÿìè i âñi ðåêóðåíòíi òðà¹êòîði¨ � çàìêíåíi

Êëþ÷îâi ñëîâà Àòîìè òà ìîëåêóëè ôóíêöié Ìîðñà · äåôîðìàöiÿ 1-ôîðìè
Ìîðñà

ÓÄÊ 517.91

Íåõàé ω - çîâíiøíÿ çàìêíåíà äèôåðåíöiàëüíà 1-ôîðìà íà çàìêíåíié äâî-

âèìiðíié ïîâåðõíiM . Iíòåãðàë âiä çàìêíåíî¨ 1-ôîðìè Ìîðñà ìîæíà ðîçãëÿ-

äàòè ÿê áàãàòîçíà÷íó ôóíêöiþ Ìîðñà. Òåîðiÿ çàìêíåíèõ 1-ôîðì Ìîðñà áóëà

çàïî÷àòêîâàíà Ñ.Ï. Íîâiêîâèì [1]. Áóëî ïîêàçàíî, ùî òàêi ôîðìè ïðèðîä-

íüî âèíèêàþòü â ôiçè÷íèõ çàäà÷àõ [1], à òàêîæ ïðè äîñëiäæåíi ìiíiìàëü-

íèõ ïîâåðõîíü, êðà¹ì ÿêèõ ¹ çàäàíà çàìêíåíà êðèâà [2]. Ñåðåä ïîäàëüøèõ

äîñëiäæåíü â öié òåîði¨ ñëiä âiäìiòèòè ðîáîòè Ôàðáåðà [3], Ïàæèòíîãî [4],

Àðíîëüäà [5], Áiëóí òà Ïðèøëÿêà [6].

Ïîçíà÷èìî N(ω) � ìíîæèíó íóëiâ ôîðìè ω. Êðèâà γ ⊂M , ùî íå ìiñòèòü

íóëiâ, íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðàëüíîþ òðà¹êòîði¹þ ôîðìè ω, ÿêùî ëîêàëüíî âîíà

¹ ðiâíåì ôóíêöi¨ f òàêî¨, ùî ω = df . Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè ìàê-

ñèìàëüíi òðà¹êòîði¨ - ÿêi íå ¹ âëàñíèìè ïiäìíîæèíàìè iíøèõ òðà¹êòîðié,
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i íàçèâàòè ¨õ ïðîñòî òðà¹êòîðiÿìè. Äëÿ íåçàìêíåíèõ 1-ôîðì iíòåãðàëüíà

òðà¹êòîðiÿ âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ëiíiÿ, äîòè÷íi äî ÿêî¨ ëåæàòü â ÿäði 1-ôîðìè.

Äëÿ êîæíîãî äîñèòü ìàëîãî îêîëó U(x) òî÷êè x∈ M\N(ω) òðà¹êòîðiÿ,

ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç x, ðîçáèâà¹ U(x) íà äâi ÷àñòèí: äîäàòíó {y: f(y)-f(x)>0}

i âiä'¹ìíó {y: f(y)-f(x)<0}.

Äåôîðìàöiÿ 1-ôîðìè öå ñiì'ÿ 1-ôîðì ωt , äå t ∈ [0, 1] i êîîðäèíàòè ωt

íåïåðåðâíî çàëåæàòü âiä t.

Äèôåðåíöiàëüíi 1-ôîðìè ω1 i ω2 íà M íàçèâàþòüñÿ òðà¹êòîðíî åêâi-

âàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì h : M → M , ùî âiäîáðàæà¹ íóëi

â íóëi, à òðà¹êòîði¨ íà òðà¹êòîði¨. Ïðè öüîìó h íàçèâà¹òüñÿ òðà¹êòîðíîþ

åêâiâàëåíòíiñòþ. ßêùî êðiì òîãî h çáåðiãà¹ ðîçáèòòÿ êîæíîãî ìàëîãî îêîëó

òî÷êè x ∈M\N(ω) íà äîäàòíó i âiä'¹ìíó ÷àñòèíè, òî âií íàçèâà¹òüñÿ òîïî-

ëîãi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ, à âiäïîâiäíi ôîðìè òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè.

Íóëü 1-ôîðìè ω = adu + bdv íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì, ÿêùî ìàòðè-

öÿ

(
∂a
∂u

∂b
∂u

∂a
∂v

∂b
∂b

)
íåâèðîäæåíà, äå (u, v) � äåÿêà ïàðàìåòðèçàöiÿ ñôåðè. Ôîðìà

íàçèâà¹òüñÿ ôîðìîþ Ìîðñà, ÿêùî âñi ¨¨ íóëi íåâèðîäæåíi. Àíàëîãi÷íî ôóíê-

öiÿì Ìîðñà ìîæíà ïîêàçàòè, ùî â îêîëi íåâèðîäæåíîãî íóëÿ çàìiíîþ êî-

îðäèíàò ôîðìó ìîæíà çâåñòè äî âèäó ω = ±udu ± vdv. Ïðè öüîìó, ÿêùî

çíàêè ïðè udu i vdv ðiçíi, òî òàêèé íóëü áóäåìî íàçèâàòè ñiäëîì, à â iíøèõ

âèïàäêàõ - öåíòðîì.

Òðà¹êòîðiÿ, ãðàíèöÿ ÿêî¨ ìiñòèòü ñiäëî, áóäåìî íàçèâàòè âóñîì öüîãî

ñiäëà. Òàêèì ÷èíîì, ç êîæíîãî ñiäëà âèõîäÿòü ÷îòèðè âóñà. Òðà¹êòîðiÿ,

ùî ç'¹äíó¹ ñiäëà � öå òà, äëÿ ÿêî¨ ãðàíèöÿ ¹ îäíèì àáî äâîìà ñiäëàìè. Â

îñòàííüîìó âèïàäêó âîíà ¹ âóñîì äëÿ äâîõ ñiäåë.

Ïîíÿòòÿ ðåêóðåíòíî¨ òðà¹êòîði¨ ôîðìè àíàëîãi÷íå äî âåêòîðíèõ ïîëiâ.

Â ðîáîòi [6] äëÿ êëàñèôiêàöi¨ çàìêíåíèõ 1-ôîðì Ìîðñà íà çàìêíåíèõ ïî-

âåðõíÿõ, âñi ðåêóðåíòíi òðà¹êòîði¨ ÿêèõ çàìêíåíi, âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÍÑÑ-

ãðàôè.

Îñíîâíà ìåòà öi¹¨ ðîáîòè � äàòè òîïîëîãi÷íó êëàñèôiêàöiþ äåôîðìà-

öié 1-ôîðì Ìîðñà íà çàìêíåíèõ ïîâåðõíÿõ, ó ÿêèõ âñi ñiäëîâi íóëi çâ'ÿçíi

òðàåêòîðiÿìè i âñi ðåêóðåíòíi òðà¹êòîði¨ � çàìêíåíi, âèêîðèñòîâóþ÷è àòîìè

òà ìîëåêóëè çà Ôîìåíêîì.

Íåõàé ω i ω′ - çàìêíåíi 1-ôîðìè Ìîðñà íà çàìêíåíèõ ïîâåðõíÿõ M òà

M ′, âñi ðåêóðåíòíi òðà¹êòîði¨ ÿêèõ çàìêíåíi. Äëÿ òîãî ùîá ôîðìè áóëè

òðà¹êòîðíî åêâiâàëåíòíi íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàâ ãîìåîìîðôiçì

h : M → M ′, îáìåæåííÿ ÿêîãî íà G(ω) çàäà¹ içîìîðôiçì ãðàôiâ. Äâi çà-
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ìêíåíi 1-ôîðìè Ìîðñà ω i ω′ íà çàìêíåíèõ ïîâåðõíÿõ M òà M ′, âñi ðåêó-

ðåíòíi òðà¹êòîði¨ ÿêèõ çàìêíåíi, áóäóòü òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêà ¨õ òðà¹êòîðíà åêâiâàëåíòíiñòü, ÿêà âiäîáðàæà¹

äîäàòíi îáëàñòi òà ïiäîáëàñòi â äîäàòíi îáëàñòi òà ïiäîáëàñòi, à âiä'¹ìíi � ó

âiä'¹ìíi [6].

Âêëàäåííÿ ãðàôiâ G(ω) áóäåìî çàäàâàòè çà äîïîìîãîþ àòîìiâ.

Íåõàé f - ôóíêöiÿ Ìîðñà íà ïîâåðõíi X2, à g � ôóíêöiÿ Ìîðñà íà iíøié

ïîâåðõíi Y 2. Ôóíêöi¨ Ìîðñà áóäåìî íàçèâàòè ïîøàðîâî åêâiâàëåíòíèìè,

ÿêùî iñíó¹ äèôåîìîðôiçì λ : X2 → Y 2, ÿêèé ïåðåâîäèòü çâ'ÿçíi êîìïîíåí-

òè ëiíi¨ ðiâíÿ ôóíêöi¨ f â çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè ëiíi¨ ðiâíÿ ôóíêöi¨ g. Òàêîæ

ãîâîðÿòü, ùî ïàðà (X2, f) ïîøàðîâî åêâiâàëåíòíà ïàði (Y 2, g).

Êîæíà ôóíêöiÿ Ìîðñà âèçíà÷à¹ øàðóâàííÿ ç îñîáëèâîñòÿìè íà ïîâåðõíi.

Éîãî øàðàìè ââàæàþòüñÿ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ðiâíÿ ôóíêöi¨. Â îáëàñòi

êîæíîãî ðåãóëÿðíîãî øàðó öå øàðóâàííÿ òðèâiàëüíå � ïðÿìèé äîáóòîê êîëà

íà âiäðiçîê. Â îáëàñòi êðèòè÷íîãî øàðó øàðóâàííÿ ìîæå áóòè âëàøòîâàíå

äîñòàòíüî ñêëàäíî.

Àòîìîì íàçâåìî îáëàñòü P 2 êðèòè÷íîãî ðiâíÿ, ÿêà çàäà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ

c− ε < f < + ε äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî ε, ðîçøàðîâàíó íà ëiíi¨ ðiâíÿ ôóíêöi¨

f i ðîçãëÿíóòó ç òî÷íiñòþ äî ïîøàðîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi. ßêùî êðèòè÷íå

çíà÷åííÿ c � ëîêàëüíèé ìiíiìóì àáî ëîêàëüíèé ìàêñèìóì, òî àòîì áóäå íà-

çèâàòèñÿ A-àòîìîì. ßêùî êðèòè÷íå çíà÷åííÿ c � ñiäëîâå, òî âiäïîâiäíèé

àòîì áóäå íàçèâàòèñÿ ñiäëîâèì. Àòîì áóäå íàçèâàòèñÿ ïðîñòèì, ÿêùî ôóíê-

öiÿ Ìîðñà f â ïàði (P 2, f) � ïðîñòà (ìà¹ îäíó êðèòè÷íó òî÷êó). Iíøi àòîìè

áóäóòü íàçèâàòèñÿ ñêëàäíèìè. Ñêëàäíiñòü àòîìà � öå ÷èñëî êðèòè÷íèõ òî-

÷îê â íüîìó. Àòîì áóäå íàçèâàòèñÿ îði¹íòîâàíèì àáî íåîði¹íòîâàíèì â

çàëåæíîñòi âiä òîãî, ÷è ¹ ïîâåðõíÿ P 2 îði¹íòîâàíîþ ÷è íåîði¹íòîâàíîþ.

Â [7] áóëè îïèñàíi âñi àòîìè, ñêëàäíiñòü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ 3. Âîíè ïî-

çíà÷àþòüñÿ A,Bi, Ci, Di, Ei, Fi, Gi, Hi, i = 1, 2, .... Ç óðàõóâàííÿì íàïðÿìêó

çðîñòàííÿ ôóíêöi¨ êîæíîìó àòîìó âiäïîâiäà¹ 2 f-àòîìè (ÿêi ìîæóòü áóòè

îäíàêîâèìè). Öi f-àòîìè áóäåìî âiäðiçíÿòè çà äîïîìîãîþ âåðõíüîãî iíäåêñó,

ùî äîðiâíþ¹ 1 àáî 2. f-àòîìè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê öèëiíäðè, äî âåðõíiõ

îñíîâ ÿêèõ ïðèêëå¹íi äåêiëüêà 1-ðó÷îê (ñòði÷îê). Íèæíiìè öèêëàìè àòîìà

áóäåìî íàçèâàòè íèæíi îñíîâè öèëiíäðiâ, à âåðõíiìè öèêëàìè � êîìïîíåíòè

êðàþ, ùî îòðèìàíi ç âåðõíiõ îñíîâ öèëiíäðiâ ïiñëÿ ïðèêëåþâàííÿ 1-ðó÷îê

[8].

ßêùî ó 1-ôîðìè îäèí êðèòè÷íèé ðiâåíü, òî, âèäàëèâøè ç ïîâåðõíi éîãî

îêië (àòîì), îòðèìà¹ìî îá'¹äíàííÿ öèëiíäðiâ òà 2-äèñêiâ. Ñêëàäåìî ñïèñîê
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ïàð öèêëiâ òàê, ùî â îäíó ïàðó ïîòðàïëÿþòü îäèí âåðõíié òà îäèí íèæíié

öèêë, ÿêùî âîíè ¹ îñíîâàìè îäíîãî ç îòðèìàíèõ öèëiíäðiâ. Ç ïðîâåäåíèõ

ïîáóäîâ, óâåäåíèõ îçíà÷åíü òà ðîáîòè [6] âèïëèâà¹ òàêà

Òåîðåìà 1 Äâi 1-ôîðìè Ìîðñà íà çàìêíåíèõ ïîâåðõíÿõ, ó ÿêèõ âñi ñiäëîâi

íóëi çâ'ÿçíi òðàåêòîðiÿìè i âñi ðåêóðåíòíi òðà¹êòîði¨ çàìêíåíi, áóäóòü

òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè ó íèõ îäíàêîâi f-

àòîìè i ïàðè âåðõíiõ òà íèæíiõ öèêëiâ.

Ç [9] âèïëèâà¹, ùî çà äîïîìîãîþ äîäàâàííÿ ðó÷îê ìîæíà çäiéñíèòè òàêi

ïåðåõîäè ìiæ f-àòîìàìè :

A − A, B1 − B1, B2 − B2, C1 − C1, C2 − C2, D1
1 − D1

1,

D2
1 −D2

1, D1
1 −D1

1, D2 −D2, E1
1 − E1

1 , E2
1 − F 1

2 , E1
2 −G1

1,

E2
2 − F 2

1 , E1
3 − E2

2 , E2
3 − F 2

2 , F 1
1 − F 1

1 , F 2
1 − E2

2 − E1
2 ,

F 1
2 −G1

2, F 2
2 −G2

2 −G2
3, G1

1 −G1
1 −H1

1 , G2
1 −H2

1 , G1
2 −F 1

2 −H1
2 ,

G2
2 −F 2

2 −G2
3 −H2

2 , G1
3 −E2

2 −F 1
2 , G2

3 −F 2
2 , H1

1 −G1
1, H2

1 −G2
1,

D1
1 −D1

1, H1
2 − F 1

2 −G1
2, H2

2 −G2
2

Îïèñàíi ïåðåõîäè áóäåìî íàçèâàòè äîïóñòèìèìè. Ðîçãëÿíåìî äåôîðìà-

öiþ 1-ôîðìè, ùî íå çìiíþ¹ ÷èñëà íóëiâ ôîðìè i êðèòè÷íèõ ðiâíiâ. Òîäi ïðè

òàêié äåôîðìàöi¨ ç àòîìàìè ìîæëèâå ëèøå ïåðåòâîðåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ äî-

äàâàííþ ðó÷îê. Ñêîðî÷åííÿ ðó÷îê íåìîæëèâå, îñêiëüêè âîíî çìiíþ¹ ÷èñëî

íóëiâ 1-ôîðìè. Îòæå ñïðàâåäëèâà òàêà

Òåîðåìà 2 Äâi 1-ôîðìè Ìîðñà íà çàìêíåíèõ ïîâåðõíÿõ, ó ÿêèõ ñiäëîâèõ

íóëiâ íå áiëøå 3, âîíè çâ'ÿçíi òðàåêòîðiÿìè i âñi ðåêóðåíòíi òðà¹êòîði¨

çàìêíåíi, ìîæíà ç'¹äíàòè øëÿõîì ó ïðîñòîði òàêèõ ôîðì òîäi òà òiëüêè

òîäi, êîëè âiä f-àòîìà îäíi¹¨ 1-ôîðìè ìîæíà ïåðåéòè äî f-àòîìà iíøî¨ çà

äîïîìîãîþ äîïóñòèìèõ ïåðåõîäi, ùî çáåðiãàþòü ïàðè âåðõíiõ òà íèæíiõ

öèêëiâ.

Âèñíîâîê

Â ðîáîòi äîñëiäæåíi òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ 1-ôîðì

Ìîðñà íà çàìêíåíèõ ïîâåðõíÿõ, ó ÿêèõ âñi ñiäëîâi íóëi çâ'ÿçíi òðàåêòîðiÿìè

i âñi ðåêóðåíòíi òðà¹êòîði¨ çàìêíåíi, îïèñàíî âñi ìîæëèâi äåôîðìàöi¨ 1-ôîðì

ç íå áiëüø íiæ 3 íóëÿìè ç âèêîðèñòàííÿì àòîìiâ çà À.Ò.Ôîìåíêîì.
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Deformations of closed Morse 1-forms on closed surfeces

We study the topological properties of closed Morse 1-forms on closed surfaces

using the concept of atoms and molecules of functions by A.T.Fomenko. The

criterion of the existence of a deformation of one form to another, provided that

they have no more then 3 saddle zeros, these zeros conneted by trajectory and

recurrent trajectories are closed, is given.


