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Ïðî ïîâåäiíêó íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ëiíié
ðiâíÿ â îêîëi içîëüîâàíîãî ëîêàëüíîãî åêñòðåìó-
ìó

À.Î. Êîòëÿð

Àíîòàöiÿ Ó ñòàòòi îïèñó¹òüñÿ äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

â îêîëi içîëüîâàíèõ ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ. Äëÿ íàî÷íîñòi ðîçãëÿäàþòüñÿ

ëiíi¨ ðiâíÿ ôóíêöi¨ â äàíîìó îêîëi òà âèâîäÿòüñÿ óìîâè ¨õ ãîìåîìîðôíîñòi

êîëàì. Òàêîæ ó ñòàòòi ââåäåíå íîâå îçíà÷åííÿ - ïîíÿòòÿ òî÷êè ëîêàëüíî¨

çiðêîâîñòi, íàâåäåíî äåêiëüêà òåîðåì , ùî ïîâ'çàíi iç öèì ïîíÿòòÿì.

Êëþ÷îâi ñëîâà Îêië içîëüâàíîãî ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó · Ëiíi¨ ðiâíÿ
ôóíêöi¨ · Òî÷êà ëîêàëüíî¨ çiðêîâîñòi · Ðåãóëÿðíà ñiì'ÿ êðèâèõ

ÓÄÊ 517.91

1 Âñòóï

Îäíèì iç äîñèòü àêòóàëüíèõ íàïðÿìêiâ òîïîëîãi¨ ñüîãîäåííÿ ¹ òåîðiÿ êðè-

òè÷íèõ òî÷îê à òàêîæ äîñëiäæåííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ â îêîëi içîëüîâàíî¨

êðèòè÷íî¨ òî÷êè. Ëiíi¨ ðiâíÿ íàî÷íî õàðàêòåðèçóþòü ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ â

äåÿêîìó îêîëi. Òîìó, äëÿ âèâ÷åííÿ õàðàêòåðó çìiíè ôóíêöi¨ â îêîëi içî-

ëüîâàíîãî ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó âèêîðèñòîâó¹ìî ñàìå ëiíi¨ ðiâíÿ. Âîíè ¹

ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåííÿ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ íà ïëîùèíi. Çàóâà-

æèìî, ùî ó äàíîìó äîñëiäæåííi ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå içîëüîâàíi ëîêàëüíi

ìàêñèìóìè òà ìiíiìóìè.

Äàíà ñòàòòÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç òðüîõ ðîçäiëiâ. Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ñòàòòi ðîç-

ãëÿäàþòüñÿ äåÿêi ôóíêöi¨, ëiíi¨ ðiâíÿ ÿêèõ ãîìåîìîðôíi êîëàì òà íàâîäèòü-
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ñÿ ïðèêëàä ôóíêöi¨, ëiíi¨ ðiâíÿ ÿêî¨ íå ãîìåîìîðôíi êîëàì. Öåé ïðèêëàä

¹ ïðè÷èíîþ çàñòîñóâàííÿ ïîíÿòòÿ ðåãóëÿðíî¨ ñiì'¨ êðèâèõ. Ðàçîì iç òèì, ó

öüîìó ðîçäiëi äîâåäåíà òåîðåìà ïðî íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó ãîìåîìîðô-

íîñòi ëiíié ðiâíÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ êîëàì.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi îçíà÷åííÿ òî÷êè çiðêîâîñòi äåÿêî¨ îáëàñòi, ââåäåíå

Àíäðiþê, óçàãàëüíþ¹òüñÿ áiëüø øèðîêèì - îçíà÷åííÿì òî÷êè ëîêàëüíî¨ çið-

êîâîñòi. Äîâîäèòüñÿ òåîðåìà ïðî ðîçáèòòÿ îáëàñòi íà ëîêàëüíî çiðêîâi ïiä

îáëàñòi.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi îêðiì íàâåäåííÿ òåîðåìè ïðî êîíóñ, ïîáóäîâàíèé íàä

çàìêíåíîþ æîðäàíîâîþ êðèâîþ, ÿêà îáìåæó¹ çiðêîâó îáëàñòü, òàêîæ îïè-

ñó¹òüñÿ ¨¨ óçàãàëüíåííÿ, êîëè óìîâè íà êðèâó ñóòò¹âî ïîñëàáëåíi.

2 Ðåãóëÿðíà ñiì'ÿ êðèâèõ

Íåõàé D - äåÿêà îáëàñòü â R2, f : D→ R - äåÿêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, à x0 -

¨¨ êðèòè÷íà òî÷êà. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó {c ∈ R | f(x, y) = c}. Öÿ ìíîæèíà ¹
ìíîæèíîþ ëiíié ðiâíÿ ôóíêöi¨ f(x, y). Íàïðèêëàä, ÿêùî f(x, y) = x2 + 2y2,

òî ¨¨ ëiíiÿìè ðiâíÿ áóäóòü êîíöåíòè÷íi åëiïñè (ðèñ.1).

Ðèñ. 1

Íà ìàëþíêó çëiâà âèäíî, ùî òî÷êà (0;0) ¹ åêñòðåìàëüíîþ òî÷êîþ (òî÷-

êîþ ìiíiìóìó) ìàëþíîê ñïðàâà öå ñóêóïíiñòü ëiíié ðiâíÿ â îêîëi êðèòè÷íî¨

òî÷êè (0;0).
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Íà ðèñóíêó 2 çîáðàæåíî ãðàôiê i ëiíi¨ ðiâíÿ ôóíêöi¨ f(x,y)=(x −
2y)e−x

2−y2 .

Ðèñ. 2

Ó íàâåäåíèõ ïðèêëàäàõ ëiíiÿìè ðiâíÿ ¹ êðèâi, ãîìåîìîðôíi êîëàì. Âè-

íèêà¹ ïèòàííÿ: à ÷è çàâæäè ëiíi¨ ðiâíÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ â îêîëi êðèòè÷-

íî¨ òî÷êè ãîìåîìîðôíi êîëó? Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ äâîõ çìiííèõ

f : D → R i ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ íå¨ iñíóþòü {ci | i ∈ I ⊂ N} òàêi, ùî äëÿ

êîæíîãî i ∈ I ëiíi¨ ðiâíÿ f−1(f(ci)) íå ¹ ãîìåîìîðôíèìè êîëàì. Íà ðèñóíêó

3 çîáðàæåíî ëiíi¨ ðiâíÿ òàêî¨ ôóíêöi¨.

Ðèñ. 3

ßê áà÷èìî, ìiæ äâîìà ëiíiÿìè ðiâíÿ f−1(f(c1)) i f
−1(f(c2)) çíàõîäÿòüñÿ

ëiíi¨ ðiâíÿ, ÿêi ãîìåîìîðôíi êîëó i íåñêií÷åííî áëèçüêî íàáëèæàþòüñÿ äî

äàíèõ. Àáè âèêëþ÷èòè òàêi âèïàäêè, ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ðåãóëÿðíî¨ ñiì'¨

êðèâèõ. Íåõàé iñíó¹ ñiì'ÿ F êðèâèõ {C} ÿêi ëåæàòü â îáëàñòi D.

Îçíà÷åííÿ 1 Ñiì'ÿ êðèâèõ F íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ â D, ÿêùî äëÿ êîæ-

íî¨ äóãè PQ êðèâî¨ C i ∀ε > 0∃δ > 0 òàêå, ùî ÿêùî ρ(P, P ′) < ε, äå

P ′ ∈ C ′ ∈ F , òî σ(P ′Q′, PQ) < δ.
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Íà ðèñóíêó 4 çîáðàæåíî ðåãóëÿðíó (çëiâà) i íåðåãóëÿðíó (ñïðàâà) ñiì'¨

êðèâèõ.

Ðèñ. 4

Òåîðåìà 1 Äëÿ òîãî, ùîá ëiíi¨ ðiâíÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ â îêîëi içîëüî-

âàíîãî ëîêàëüíîãî ìiíiìóìà àáî ìàêñèìóìà áóëè ãîìåîìîðôíi êîëàì, íåîá-

õiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âîíè óòâîðþâàëè ðåãóëÿðíó ñiì'þ êðèâèõ â îêîëi

öi¹¨ òî÷êè.

Äîâåäåííÿ Íåîáõiäíiñòü: Íåõàé f : D → R - äåÿêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, x0

- ¨¨ içîëüîâàíèé ëîêàëüíèé ìiíiìóì (ìàêñèìóì), U - äåÿêèé îêië òî÷êè x0.

Çà óìîâîþ ìà¹ìî, ùî ëiíi¨ ðiâíÿ ôóíêöi¨ f ãîìåîìîðôíi êîëàì. Îòæå ìà¹ìî

â îêîëi òî÷êè x0 ñóêóïíiñòü êîíöåíòðè÷íèõ êië, ÿêà, î÷åâèäíî, óòâîðþ¹

ðåãóëÿðíó ñiì'þ êðèâèõ â U.

Äîñòàòíiñòü: Íåõàé ëiíi¨ ðiâíÿ ôóíêöi¨ f : D→ R óòâîðþþòü ðåãóëÿðíó

ñiì'þ êðèâèõ F â îêîëi U òî÷êè x0.Äîâåäåìî òîäi, ùî ëiíi¨ ðiâíÿ äàíî¨

ôóíêöi¨ åêâiâàëåíòíi êîëàì. Íà äåÿêié êðèâié C1 ∈ F îáåðåìî ñêií÷åíå ÷èñëî

òî÷îê x1, x2, . . . , xn òàêèõ, ùî äëÿ äåÿêîãî äîñèòü ìàëîãî ε > 0, ρ(xi, xi+1) =

2σ(x1, x0) − ε, i = 1, . . . , n − 2. Âiçüìåìî îêië òî÷êè xi: Uxi
∩U, ùî ¹ êîëîì

ðàäióñà σ(x1, x0)− ε. Ç îçíà÷åííÿ ðåãóëÿðíî¨ ñiì'¨ êðèâèõ âèïëèâà¹, ùî ∀i =
1, . . . , n−1 òàêèé îêië ãîìåîìîðôíèé êâàäðàòó, à êðèâi, ùî ìiñòÿòüñÿ â îêîëi,
ãîìåîìîðôíi âiäðiçêàì.

Ðèñ. 5
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Òîäi ∪ni=1Uxi
ãîìåîìîðôíå êîíöåíòðè÷íèì n-êóòíèêàì, ÿêi â ñâîþ ÷åðãó

ãîìåîìîðôíi êîëàì.

3 Çiðêîâi òà ëîêàëüíî çiðêîâi îáëàñòi

Äëÿ ïî÷àòêó, îçíàéîìèìîñü iç ïîíÿòòÿì öåíòðó çiðêîâîñòi, ùî ïðåäñòàâëåíå

ó [1].

Îçíà÷åííÿ 2 Ïëîñêà çàìêíåíà æîðäàíîâà êðèâà γ îáìåæó¹ çiðêîâó îá-

ëàñòü, ÿêùî ó çàìèêàííi îáëàñòi iñíó¹ òî÷êà òàêà, ùî êîæåí ïðÿìîëiíié-

íèé âiäðiçîê, ÿêèé ñïîëó÷à¹ ¨¨ ç äîâiëüíîþ òî÷êîþ êðèâî¨ ïîâíiñòþ íàëå-

æèòü çàìèêàííþ îáëàñòi.

Òî÷êà ç âèçíà÷åííÿ2 íàçèâà¹òüñÿ öåíòðîì çiðêîâîñòi.

Ðèñ. 6

Íà ðèñóíêó 6 çîáðàæåíî äâi çàìêíåíi æîðäàíîâi êðèâi. Çëiâà êðèâà îá-

ìåæó¹ çiðêîâó îáëàñòü i òî÷êà Î ¹ öåíòðîì çiðêîâîñòi äàíî¨ îáëàñòi. Ñïðàâà

êðèâà îáìåæó¹ îáëàñòü, ùî íå ¹ çiðêîâîþ, áî íå iñíó¹ â öié îáëàñòi òî÷êè,

ùî áóëà á öåíòðîì çiðêîâîñòi.

Âçàãàëi êàæó÷è, êëàñ êðèâèõ, ùî îáìåæóþòü çiðêîâó îáëàñòü ¹ äîñèòü âó-

çüêèì. Ðîçøèðèòè éîãî ìîæíà, ÿêùî ââåñòè ïîíÿòòÿ ëîêàëüíî¨ çiðêîâîñòi.

Îçíà÷åííÿ 3 Òî÷êîþ ëîêàëüíî¨ çiðêîâîñòi íàçâåìî òàêó òî÷êó x1 ∈ Γ ,

äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ïiäìíîæèíà Γα1
, òàêà, ùî x1 ¹ öåíòðîì çiðêîâîñòi öi¹¨

îáëàñòi. Òàêó îáëàñòü Γα1
íàçâåìî ëîêàëüíî-çiðêîâîþ îáëàñòþ.

Î÷åâèäíî, ùî êîæíà òî÷êà ç îáëàñòi Γ ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíî¨ çiðêîâîñòi, áî

â ÿêîñòi ïiäìíîæèíè Γα1
ç âèçíà÷åííÿ3 ìîæå áóòè, íàïðèêëàä ε-îêië äàíî¨

òî÷êè (áóäü-ÿêà âíóòðiøíÿ òî÷êà ìíîæèíè Γ âõîäèòü òóäè iç ñâî¨ì îêîëîì).

ßêùî, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, çàìêíåíà æîðäàíîâà êðèâà îáìåæó¹ îáëàñòü,
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ùî íå ¹ çiðêîâîþ îáëàñòþ (òîáòî, íå iñíó¹ â öié îáëàñòi òàêî¨ òî÷êè, ùî áóäü-

ÿêèé ïðÿìîëiíiéíèé âiäðiçîê, ÿêèé ñïîëó÷à¹ öþ òî÷êó iç äîâiëüíîþ òî÷êîþ

êðèâî¨, ïåðåòèíà¹ öþ êðèâó), òî äîöiëüíî áóëî á ðîçáèòè äàíó îáëàñòü íà

çiðêîâi îáëàñòi.

Òåîðåìà 2 Äëÿ îáëàñòi, ùî îáìåæåíà äîâiëüíîþ çàìêíåíîþ æîðäàíîâîþ

êðèâîþ çàâæäè iñíó¹ ðîçáèòòÿ ñêií÷åíîþ êiëüêiñòþ ëîêàëüíî-çiðêîâèõ

ïiäìíîæèí {Γαi}i∈N.

Äîâåäåííÿ Îïèøåìî ïðîöåäóðó ïîáóäîâè òàêîãî ðîçáèòòÿ. Ðîçãëÿíåìî äî-

âiëüíó çàìêíåíó æîðäàíîâó êðèâó γ, ÿêà îáìåæó¹ îáëàñòü Γ , ùî, âçàãàëi êà-

æó÷è, íå ¹ çiðêîâîþ. Öÿ êðèâà ìà¹ îïóêëîñòi âñåðåäèíó i îïóêëîñòi íàçîâíi.

Íà äóçi êðèâî¨, ùî îïóêëà íàçîâíi, îáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó x1. Ïîáóäó¹ìî

êîëî, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó x1 i, ÿêå áóäå âïèñàíèì ó ôiãóðó, îáìåæå-

íó êðèâîþ γ. Iç öåíòðó O1 öüîãî êîëà ïðîâåäåìî âiäðiçêè li, ùî ëåæàòü íà

äîòè÷íèõ äî êðèâî¨ γ ó òî÷êè îïóêëîñòi êðèâî¨ âñåðåäèíó, àëå ëèøå òi, ÿêi

áóäóòü ëåæàòè ïîâíiñòþ âñåðåäèíi îáëàñòi Γ (íå áóäóòü ìàòè iç êðèâîþ áiëü-

øå 2 ñïiëüíèõ òî÷îê - òî÷êè äîòèêó i òî÷êè ïåðåòèíó). Òîáòî, ÿêùî âiäðiçîê

li ñïî÷àòêó ïåðåòèíà¹ êðèâó, à ïîòiì äîòèêà¹òüñÿ äî íå¨, òàêèé âiäðiçîê íå

áóäó¹òüñÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ti òî÷êè äîòèêó âiäðiçêiâ li äî êðèâî¨, i Si -

òî÷êè ïåðåòèíó âiäðiçêiâ li iç êðèâîþ. Iñíó¹ äâà âàðiàíòè: 1)áóëà ïîáóäîâàíà

ëèøå îäíà äîòè÷íà; 2) áóëî ïîáóäîâàíî áiëüøå íiæ îäíà äîòè÷íà.

1) ßêùî áóëà íåîáõiäíiñòü ïîáóäóâàòè ëèøå îäíó äîòè÷íó l1, òî îáëàñòü, îá-

ìåæåíà âiäðiçêîì T1S1 öi¹¨ äîòè÷íî¨ i ìåíøîþ äóãîþ êðèâî¨, ùî ìiòèòüñÿ

ìiæ òî÷êàìè T1 i S1 öi¹¨ äîòè÷íî¨ iç êðèâîþ áóäå ïåðøèì åëåìåíòîì ðîç-

áèòòÿ, ùî áóäó¹òüñÿ. Íàçâåìî ¨¨ Γα1 .Öÿ îáëàñòü ¹ ëîêàëüíî-çiðêîâîþ â

ñèëó ïîáóäîâè.

2) Íåõàé áóëî ïîáóäîâàíî áiëüøå íiæ îäíà äîòè÷íà. Ïîêëàäåìî íàäàëi, ùî

íóìåðàöiÿ äîòè÷íèõ ïî÷èíà¹òüñÿ çàâæäè çëiâà íàïðàâî. Ïiñëÿ ïîáóäîâè

óñiõ äîòè÷íèõ äî óñiõ îïóêëîñòåé âñåðåäèíó êðèâî¨ γ (iç âêàçàíèì âèùå

îáìåæåííÿì), óòâîðèòüñÿ îáëàñòü, îáìåæåíà âiäðiçêàìè TiSi òà ìåíøè-

ìè äóãàìè S1S2, Ti−1Si i TkT1, i ∈ {1, . . . , k}, äå k -êiëüêiñòü ïðîâåäåíèõ

âiäðiçêiâ li. Öÿ îáëàñòü áóäå ëîêàëüíî-çiðêîâîþ ïiä-îáëàñòþ ïî÷àòêîâî¨

îáëàñòi Γ â ñèëó ïîáóäîâè i òîìó, îòðèìàíà ïiä-îáëàñòü ¹ ïåðøîþ êîì-

ïîíåíòîþ Γα1 ðîçáèòòÿ, ùî áóäó¹òüñÿ.

Îòæå, â áóäü-ÿêîìó ðàçi, áóëî îäåðæàíî îáëàñòü Γα1 , ÿêà ¹ çiðêîâîþ

îáëàñòþ i öåíòðîì çiðêîâîñòi ¹ öåíòð âïèñàíîãî êîëà O1, òîìó, ùî áóäü-

ÿêèé âiäðiçîê, ùî ñïîëó÷à¹ òî÷êó O1 iç äîâiëüíîþ òî÷êîþ, ùî ëåæèòü

íà ãðàíèöi îáëàñòi Γα1
ïîâíiñòþ íàëåæèòü öié îáëàñòi (çà ïîáóäîâîþ).
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Î÷åâèäíî, ùî âiäðiçîê T1S1 ïîâíiñòþ íàëåæèòü îáëàñòi Γ i ¹ ãðàíèöåþ

îáëàñòi Γα1
. ßêùî Γ \Γα1

íå ¹ çiðêîâîþ îáëàñòþ, òî îáåðåìî áóäü-ÿêèé iç

âiäðiçêiâ, ùî ¹ ìåæåþ Γα1
(íàïðèêëàä, T1S1). Íà öüîìó âiäðiçêó âèáåðåìî

äîâiëüíó òî÷êó x2 i ïðîâåäåìî àíàëîãi÷íó ïðîöåäóðó, ùî é äëÿ òî÷êè x1.

Çàóâàæèìî, ùî, àáè ðîçáèòòÿ ìàëî ìåíøå åëåìåíòiâ, òî÷êó x2 íåîáõiäíî

îáèðàòè íà íàéáiëüøîìó ç âiäðiçêiâ, ùî ¹ ìåæåþ Γα1 .Îòðèìà¹ìî îáëàñòü

Γα2 , ÿêà òàêîæ, âèõîäÿ÷è ç ïîáóäîâè, ¹ çiðêîâîþ i öåíòðîì çiðêîâîñòi ¹

òî÷êà O2.

Òàêó ïðîöåäóðó ïîáóäîâè åëåìåíòiâ ðîçáèòòÿ Γαi ïîòðiáíî ïðîâîäèòè äî-

ïîêè Γ \ {∪mi=1Γαi} íå áóäå íàáîðîì ç l ëîêàëüíî-çiðêîâèõ ïiä-îáëàñòåé.

Òîäi, íàçâàâøè öi îáëàñòi {Γαm+1 , Γαm+2 , . . . , Γαm+l=n
} ìà¹ìî ðîçáèòòÿ îá-

ëàñòi Γ íà n ëîêàëüíî-çiðêîâèõ ïiä-îáëàñòåé {∪ni=1Γαi}.

Ðèñ. 7

Íà äàíîìó ðèñóíêó çîáðàæåíà ïðîöåäóðà ïîáóäîâè ðîçáèòòÿ îáëàñòi, îá-

ìåæåíî¨ êðèâîþ γ, ùî íå ¹ çiðêîâîþ, íà ëîêàëüíî-çiðêîâi ïiä-îáëàñòi.

4 Êîíóñ íàä êðèâîþ

Íåõàé íà ïëîùèíi R2 ⊂ R3 çàäàíî çàìêíåíó æîðäàíîâó êðèâó γ ∈ π1 ⊂ R2.

Çãiäíî òåîðåìèÆîðäàíà, çàìêíåíà æîðäàíîâà êðèâà äiëèòü ïëîùèíó, ó ÿêié

ëåæèòü, íà äâi ìíîæèíè R2 \ γ, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ γ ¹ ìåæåþ. Â òî÷íîñòi,

îäíà ç öèõ îáëàñòåé îáìåæåíà. Îáìåæåíó ìíîæèíó π1 \ γ ïîçíà÷èìî ÷åðåç

O(γ) ⊂ π1. Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíó π1 ‖ π2 i êðèâó γ′ ∈ π2, ùî ¹ îðòîãîíàëü-

íîþ ïðîåêöi¹þ êðèâî¨ γ íà ïëîùèíó π2. Àíàëîãi÷íî äî π1, ïîçíà÷èìî ÷åðåç

O(γ′) ⊂ π2 çàìêíåíó ìíîæèíó iç ìåæåþ γ′. Ïîáóäó¹ìî êîíóñ iç îñíîâîþ

γ ∈ π1 i âåðøèíîþ A ∈ π2. Íàêëàäåìî óìîâó

A ∈ O(γ′) (*)
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Òåîðåìà 3 Êîíóñ, ïîáóäîâàíèé iç óìîâîþ (*) íàä êðèâîþ γ, ÿêà îáìåæó¹

çiðêîâó îáëàñòü, ¹ ãðàôiêîì äåÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨.

Äîâåäåííÿ Îòæå, íåõàé ïîáóäîâàíî êîíóñ iç óìîâîþ (*) íàä êðèâîþ γ,ÿêà

îáìåæó¹ çiðêîâó îáëàñòü Γ . Òîäi, âèáåðåìî ïðÿìîêóòíó äåêàðòîâó ñèñòåìó

êîîðäèíàò òàê, ùîá âåðøèíà À öüîãî êîíóñà ñïiâïàëà iç ïî÷àòêîì êîîðäèíàò,

à ïëîùèíà X0Y áóëà ïàðàëåëüíà ïëîùèíi π1, ó ÿêié ëåæèòü γ. Âíàñëiäîê

çiðêîâîñòi, äîâiëüíà ïëîùèíà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âiñü OZ ïåðåòèíà¹ γ â

äâîõ òî÷êàõ, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ iñíó¹ òâiðíà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó

êîíóñà. Îòæå, â ïåðåðiçi ìà¹ìî êðèâi, ùî ãîìåîìîðôíi âiäðiçêàì.

Óçàãàëüíþþ÷è öþ òåîðåìó äî êðèâî¨ γ, ÿêà îáìåæó¹ îáëàñòü Γ ùî íå ¹

çiðêîâîþ, àëå ìà¹ ðîçáèòòÿ {Γαi
}ni=1 íà ëîêàëüíî-çiðêîâi ïiä-îáëàñòi, ìîæíà

íàä êîæíîþ ëîêàëüíî-çiðêîâîþ ïiä-îáëàñòþ ïîáóäóâàòè êîíóñ, ÿêèé áóäå

ãðàôiêîì äåÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨. Òîäi é îá'¹äíàííÿ öèõ êîíóñiâ áóäå

ãðàôiêîì íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨. Íàñàìêiíåöü, õîòiëîñÿ á íàâåñòè ïðèêëàä

ôóíêöi¨, ÿêà ìà¹ içîëüîâàíèé ëîêàëüíèé ìiíiìóì ó íóëi, à ëiíi¨ ðiâíÿ öi¹¨

ôóíêöi¨ â îêîëi íóëÿ ìàþòü âèãëÿä òàê çâàíèõ "ïîëüñüêèõ"êië, òîáòî ¹

ìíîæèíàìè âèãëÿäó Y = A ∪ B ∪ C, äå A =
{
(x, y) | x2 + y2 = 1, y ≥ 0

}
,

B = {(x, y) | −1 ≤ x ≤ 0, y = 0}, C =
{
(x, y) | 0 < x ≤ 1, y = 1

2 sin
π
x

}
(ìàë.8)

Ðèñ. 8

Òîáòî, ó ìíîæèíi Ñ êðèâà íåñêií÷åííî íàáëèæà¹òüñÿ äî íóëÿ ñïðàâà, i

ðàçîì ç òèì öÿ êðèâà ó R2 ¹ çàìêíåíîþ. Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî ïîâåäiíêà

íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ â îêîëi içîëüîâàíîãî ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó ìîæå áóòè

äîñèòü íåïåðåäáà÷óâàíîþ.
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5 Âèñíîâêè

Ó ñòàòòi ðîçãëÿäàþòüñÿ içîëüîâàíi ëîêàëüíi ìiíiìóìè (ìàêñèìóìè) íåïåðå-

ðâíèõ ôóíêöié òà ¨õ ëiíi¨ ðiâíÿ, äëÿ îòðèìàííÿ òîïîëîãi÷íîãî iíâàðiàíòó

ôóíêöi¨ â îêîëi öi¹¨ içîëüîâàíî¨ ëîêàëüíî¨ òî÷êè. Â äàíié ðîáîòi íàâåäåíî

ïðèêëàä íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨, ëiíi¨ ðiâíÿ ÿêî¨ íå ãîìåîìîðôíi êîëàì. Â öüî-

ìó âèïàäêó ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íåîáõiäíiñòü ââåñòè ïîíÿòòÿ ðåãóëÿðíî¨ ñiì'¨ êðèâèõ,

ÿêå äîïîìàãà¹ îòðèìàòè íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó ãîìåîìîðôíîñòi ëiíié

ðiâíÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ êîëàì. Öå ¹ îäíèì ç ãîëîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ñòàòòi.

Iíøèìè ðåçóëüòàòàìè ¹: ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ òî÷êè ëîêàëüíî¨ çiðêîâîñòi; äîâå-

äåíi òåîðåìà ïðî ðîçáèòòÿ çàìêíåíî¨ æîðäàíîâî¨ êðèâî¨ íà ëîêàëüíî-çiðêîâi

ïiä îáëàñòi òà òåîðåìà ïðî êîíóñ, ïîáóäîâàíèé íàä çàìêíåíîþ æîðäàíîâîþ

êðèâîþ .
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About the behaviour of a continuous function and it's equiscalar

lines in the neighbourhood of isolated local extrema

The investigation of the behavior of continuous functions in the neighborhood

of isolated local extrema is described in this paper. For obviousness, equiscalar

lines of a function in the given neighborhood are regarded, there are derived

conditions of when equiscalar lines are homeomorphic to circles. There also

introduced a new de�nition - a concept of the point of local shapedness in the

paper, and, at least, theorems connected with this concept are adduced.


