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Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ â òåîði¨ iíôiíiòåçè-
ìàëüíèõ äåôîðìàöié ç ôiêñîâàíîþ âàðiàöi¹þ
ñèìâîëiâ Êðiñòîôôåëÿ äðóãîãî ðîäó ïîâåðõîíü
îáåðòàííÿ áåç îìáiëi÷íèõ òî÷îê

Iãîð Âîëîäèìèðîâè÷ Ïîòàïåíêî

Àíîòàöiÿ Äëÿ iíôiíiòåçèìàëüíèõ äåôîðìàöié ç ôiêñîâàíîþ âàðiàöi¹þ

ñèìâîëiâ Êðiñòîôôåëÿ äðóãîãî ðîäó â êëàñi ïîâåðõîíü îáåðòàííÿ áåç

îìáiëi÷íèõ òî÷îê îòðèìàíî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ, ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî

ïîâíiñòþ õàðàêòåðèçó¹ äåôîðìóþ÷å ïîëå òàêèõ äåôîðìàöié òà ¹ íåîáõiä-

íîþ òà äîñòàòíüîþ óìîâîþ ¨õ iñíóâàííÿ. Çÿñîâàíî ãåîìåòðè÷íèé çìiñò öi¹¨

ôóíêöi¨. Âîíà ¹ âàðiàöi¹þ ñåðåäíüî¨ êðèâèíè ç âàãîâîþ ôóíêöi¹þ.

Êëþ÷îâi ñëîâà iíôiíiòåçèìàëüíà äåôîðìàöiÿ, ïîâåðõíÿ îáåðòàííÿ

ÓÄÊ 514.76

Âñòóï

Òåîðiÿ iíôiíiòåçèìàëüíèõ äåôîðìàöié ïîâåðõîíü ìiñòèòü ðiçíi òèïè äå-

ôîðìàöié (çãèíàííÿ, êîíôîðìíi, àðåàëüíi, ãåîäåçè÷íi, ïîâîðîòíi òîùî), ÿêi

õàðàêòåðèçóþòüñÿ ïåâíîþ ãåîìåòðè÷íîþ âëàñòèâiñòþ. Îñîáëèâå iíòåðåñ â

äàíié òåîði¨ çàéìàþòü iíôiíiòåçèìàëüíi äåôîðìàöi¨ ïîâåðõîíü ç ôiêñîâàíîþ

âàðiàöi¹þ ñèìâîëiâ Êðiñòîôôåëÿ äðóãîãî ðîäó i äàíié òåìàòèöi ïðèñâÿ÷åíî

ðîáîòà [4].

Çîêðåìà, ó ðîáîòi [4] àâòîð ïîêàçó¹, ùî öþ âàðiàöiþ íå ìîæíà çàäàâàòè

äîâiëüíî, âîíà ïîâèííà çîäîâîëüíÿòè ïåâíèì äèôåðåíöiàëüíèì óìîâàì, à

òàêîæ ç ÿêîþ ñòåïiíþ äîâiëüíîñòi öå ìîæíà çðîáèòè.

Ó äàíié ðîáîòi, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäèêó àêàäåìiêà I.Í. Âåêóà [1], [2]

îòðèìàíî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ iíôiíiòåçèìàëüíèõ äåôîðìàöié ç ôiê-
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ñîâàíîþ âàðiàöi¹þ ñèìâîëiâ Êðiñòîôôåëÿ äðóãîãî ðîäó â êëàñi ïîâåðõîíü

îáåðòàííÿ áåç îìáiëi÷íèõ òî÷îê. Ðîçâÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ïîâíiñòþ õàðàê-

òåðèçó¹ äåôîðìóþ÷å ïîëå öüîãî òèïó äåôîðìàöié.

Ðîçãëÿíåìî ïîâåðõíþ S êëàñó Ck â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði E3 ç âåêòîðíî-

ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì

r = r(x1, x2)

òà ¨¨ äåôîðìàöiþ

rt = r(x1, x2) + εy(x1, x2), (1)

äå

y(x1, x2)

- âåêòîð çìiùåííÿ, ε - íåñêií÷åííî ìàëèé ïàðàìåòð. Âñi iíäåêñè òóò i íàäàëi

íåçàëåæíî íàáóâàþòü çíà÷åíü 1, 2.

Îçíà÷åííÿ 1 Iíôiíiòåçèìàëüíó äåôîðìàöiþ ïîâåðõíi S ïðè ÿêié âàðiàöiÿ

ñèìâîëiâ Êðiñòîôôåëÿ äðóãî ðîäó áóäå çàäàíà íàïåðåä, âèõîäÿ÷è ç ïåâíèõ

ãåîìåòðè÷íèõ ìiðêóâàíü íàçèâàòèìåìî iíôiíiòåçèìàëüíîþ äåôîðìàöi¹þ

ç ôiêñîâàíîþ âàðiàöi¹þ ñèìâîëiâ Êðiñòîôôåëÿ äðóãîãî ðîäó.

Ñèñòåìà îñíîâíèõ ðiâíÿíü iíiôiíiòåçèìàëüíèõ äåôîðìàöié ìà¹ íàñòóïíèé

âèãëÿä [3]:

δbikbjl − δbijbkl + δbjlbik − δbklbij = gmlδR
m
ijk + δgmlR

m
ijk, (2)

òà

δbij,k − δbik,j = bmjδΓ
m
ik − bmkδΓmij , (3)

äå gij , bij , Γ
h
ij , R

h
ijk - êîåôiöi¹íòè ïåðøî¨ òà äðóãî¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì,

ñèìâîëè Êðiñòîôôåëÿ äðóãîãî ðîäó òà òåíçîðà êðèâèíè Ðiìàíà âiäïîâiäíî,

δgij , δbij , δΓ
h
ij , δR

h
ijk - ¨õ âàðiàöi¨¨ ïðè iíôiíiòåçèìàëüíié äåôîðìàöi¨ (1),

�,� - êîâàðiàíòíà ïîõiäíà íà áàçi ìåòðè÷íîãî òåíçîðà gij ïîâåðõíi S.

Ðiâíÿííÿ (2) íàçèâàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè Ãàóññà, à (3) Ïåòåðñîíà - Êîäàööi.

1 Âàðiàöi¨ ãîëîâíèõ êðèâèí ïðè iíôiíiòåçèìàëüíié äåôîðìàöi¨

ðåãóëÿíðíî¨ ïîâåðõíi áåç îìáiëi÷íèõ òî÷îê

Ó äàíîìó ïóíêòi âèâåäåìî ôîðìóëè âàðiàöi¨ ãîëîâíèõ êðèâèí ïðè iíôiíiòå-

çèìàëüíié äåôîðìàöi¨ (1) ðåãóëÿíðíî¨ ïîâåðõíi áåç îìáiëi÷íèõ òî÷îê.
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Òåîðåìà 1 Ïðè iíôiíiòåçèìàëüíié äåôîðìàöi¨ (1) ðåãóëÿðíî¨ êëàñó Ck, ïî-

âåðõíi S, ùî íå ìiñòèòü îìáiëi÷íèõ òî÷îê, âàðiàöi¨ ãîëîâíèõ êðèâèí áó-

äóòü ìàòè ïðåäñòàâëåííÿ ÷åðåç âàðiàöi¨ δK, δH ãàóññîâî¨ òà ñåðåäíüî¨

êðèâèí çà ôîðìóëàìè

δk1 =
1√
E
(k1δH −

1

2
δK),

δk2 =
1√
E
(
1

2
δK − k2δH),

(4)

äå E - åéëåðîâà ðiçíèöÿ.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëàìè ([1])

2δH = δk1 + δk2,

δK = k1δk2 + k2δk1.
(5)

Âíàñëiäîê òîãî, ùî ïîâåðõíÿ íå ìiñòèòü îìáiëi÷íèõ òî÷îê (E 6= 0), íå îá-

ìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü áóäåìî ââàæàòè k1 ≥ k2, öå îçíà÷à¹, ùî

âèçíà÷íèê ñèñòåìè (5) ∣∣∣∣∣ 1 1

k1 k2

∣∣∣∣∣ = k1 − k2 = 2
√
E 6= 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè Êðàìåðà îòðèìà¹ìî (4).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ðiâíÿííÿ (3) îòðèìàíî â ðåçóëüòàòi âàðiþâàíü ðiâíÿííÿ Ãàóññà ìiñòèòü

îäíå ñóòò¹âå ðiâíÿííÿ, à òîìó éîãî ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

δb11b22 − 2δb12b12 + δb22b11 = δKg +Kδg. (6)

Çàïèøåìî (6) â ñèñòåìi êîîðäèíàò ëiíié êðèâèíè

I = g11(dx
1)2 + g22(dx

2)2,

II = k1g11(dx
1)2 + k2g22(dx

2)2.
(7)

Â öüîìó âèïàäêó ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ
b11 = k1g11,

b22 = k2g22,

b12 = 0,

g = g11g22.

(8)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi âàðiàöi¨ ãåîìåòðè÷íî¨ âåëè÷èíè ([4]) ìàòèìåìî

δb11 = δk1g11 + k1δg11,

δb22 = δk2g22 + k2δg22.
(9)
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Ïiäñòàâèìî (4), ÿê ðåçóëüòàò òåîðåìè, â (9). Ìàòèìåìî

δb11 =
1√
E
(k1δH −

1

2
δK)g11 + k1δg11,

δb22 =
1√
E
(
1

2
δK − k2δH)g22 + k2δg22.

(10)

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ïðåäñòàâëåííÿ (10) ç óðàõóâàííÿì (8) òà

δg = δg11g22 + δg22g11

çàäîâîëüíÿþòü (6) òîòîæíî.

2 Iíôiíiòåçèìàëüíi äåôîðìàöi¨ ç ôiêñîâàíîþ âàðiàöi¹þ ñèìâîëiâ

Êðiñòîôôåëÿ äðóãîãî ðîäó ïîâåðõîíü îáåðòàííÿ áåç îìáiëi÷íèõ

òî÷îê

Ðîçãëÿíåìî ïîâåðõíi îáåðòàííÿ:
x = r cos(α),

y = r sin(α),

z = f(r).

(11)

Â ñèñòåìi ëiíié êðèâèíè êîåôiöi¹íòè ïåðøî¨, äðóãî¨ îñíîâíèõ ôîðì ïîâåðõíi,

à òàêîæ ñèìâîëè Êðiñòîôôåëÿ äðóãîãî ðîäó íàáóâàþòü âèãëÿäó:

(gij) =

(
1 + f ′

2
0

0 r2

)
, (12)

(bij) =

 f ′′√
(1+f ′2)

0

0 rf ′√
(1+f ′2)

 , (13)


Γ 1
11 = f ′f ′′

1+f ′2 ,

Γ 1
12 = Γ 1

21 = Γ 2
11 = Γ 2

22 = 0,

Γ 2
12 = Γ 2

21 = 1
r ,

Γ 1
22 = − r

1+f ′2 ,

 (14)

à (3) ìiñòèòü 2 ñóòò¹âi ðiâíÿííÿ i ¹ ñèñòåìîþ òèïó Êîøi âiäíîñíî ôóíêöi¨

δb12. 
∂δb12
∂x1 = ∂δb11

∂x2 − δb11Γ 1
12 − δb12Γ 2

12 + δb12Γ
1
11+

+δb22Γ
2
11 − b11δΓ 1

12 + b22δΓ
2
11,

∂δb12
∂x2 = ∂δb22

∂x1 − δb12Γ 1
12 − δb22Γ 2

12 + δb11Γ
1
22+

+δb21Γ
2
22 − b22δΓ 2

12 + b11δΓ
1
22.

(15)
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Óìîâà iíòåãðîâàíîñòi ñèñòåìè (15)ìà¹ âèãëÿä:

∂2δb11
(∂x2)2

− ∂2δb22
(∂x1)2

+
∂δb22
∂x1

Γ 1
11 − δb22Γ 1

11Γ
2
12+

+ δb11Γ
1
11Γ

1
22 +

∂δb22
∂x1

Γ 1
21 + δb22

∂Γ 2
12

∂x1
− ∂δb11

∂x1
Γ 1
22 − δb11

∂Γ 1
22

∂x1
=

= Γ 1
11(−b11δΓ 1

22 + b22δΓ
2
12) +

∂(b11δΓ
1
12 − b22δΓ 2

11)

∂x2
+

+
∂(−b22δΓ 2

12 + b11δΓ
1
22)

∂x1
.

(16)

Ïiäñòàâèìî (10) â (16)òà ïîçíà÷èìî

q =
δH√
E
,

F = Γ 1
11(−b11δΓ 1

22 + b22δΓ
2
12) +

∂(b11δΓ
1
12 − b22δΓ 2

11)

∂x2
+
∂(−b22δΓ 2

12 + b11δΓ
1
22)

∂x1
,

p1 = −δKg11
2
√
E

+ k1δg11,

p2 =
−δKg22
2
√
E
− k2δg22.

Ïåðåïèøåìî (16) ó âèãëÿäi

∂2(qb11 + p1)

(∂x2)2
+
∂2(qb22 + p2)

(∂x1)2
− ∂(qb22 + p2)

∂x1
Γ 1
11 + (qb22 + p2)Γ

1
11Γ

2
12+

+ (qb11 + p1)Γ
1
11Γ

1
22 +

∂(qb22 + p2)

∂x1
Γ 2
12 − (qb22 + p2)

∂Γ 2
12

∂x1
−

− ∂(qb11 + p1)

∂x1
Γ 1
22 − (qb11 + p1)

∂Γ 1
22

∂x1
= F.

(17)

Âðàõîâóþ÷è (8), (14), çàìiñòü (17) ìàòèìåìî

b22
∂2q

(∂x1)2
+ b11

∂2q

(∂x2)2
+R

∂q

∂x1
+ Sq = G, (18)

äå

R = 2
∂b22
∂x1

− b22Γ 1
11 + b22Γ

2
12 − b11Γ 1

22,

S =
∂2b22
(∂x1)2

− ∂b22
∂x1

Γ 1
11 + b22Γ

1
11Γ

2
12 + b11Γ

1
11Γ

1
22+

+
∂b22
∂x1

Γ 2
12 − b22

∂Γ 2
12

∂x1
− ∂b11
∂x1

Γ 1
12 − b11

∂Γ 1
22

∂x1
,
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G = F − ∂2p1
(∂x2)2

− ∂2p2

(∂x1)2
− ∂p2
∂x1

Γ 1
11 − p2Γ 1

11Γ
2
12 − p1Γ 1

11Γ
1
22 −

∂p2
∂x1

Γ 2
12+

+p2
∂Γ 2

12

∂x1
+
∂p1
∂x1

Γ 1
22 + p1

∂Γ 1
22

∂x1
.

Íàìè äîâåäåíà

Òåîðåìà 2 Äëÿ òîãî ùîá ðåãóëÿðíà ïîâåðõíÿ îáåðòàííÿ S áåç îìáiëi÷-

íèõ òî÷îê ç âåêòîðíî - ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì (11) çàçíàâàëà iíôiíi-

òåçèìàëüíî¨ äåôîðìàöi¨ (1) ç ôiêñîâàíîþ âàðiàöi¹þ ñèìâîëiâ Êðiñòîôôåëÿ

äðóãîãî ðîäó δΓhij â áiíàðíié îáëàñòi ðåãóëÿðíîñòi íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,

ùîá â öié îáëàñòi õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ (18) ìàëî ðîçâ'ÿçêè âiäíîñíî

ôóíêöi¨ q = δH√
E
ïðè öüîìó äåôîðìóþ÷å ïîëå, áóäå õàðàêòåðèçóâàòèñÿ ôóíê-

öiÿìè (10), ùî çàäîâîëüíÿþòü îñíîâíié ñèñòåìi (2) - (3).

Íå âàæêî áà÷èòè, ùî òèï ðiâíÿííÿ (18), ([5])ïîâíiñòþ çàëåæèòü âiä çíàêó

ãàóññîâî¨ êðèâèíè K = b11b22
g , (g 6= 0).

Îòæå

− ïðè K > 0 ìà¹ìî ðiâíÿííÿ (18) - åëiïòè÷íîãî òèïó,

− ïðè K = 0 ìà¹ìî ðiâíÿííÿ (18) - ïàðàáîëi÷íîãî òèïó,

− ïðè K < 0 ìà¹ìî ðiâíÿííÿ (18) - ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó.
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Characteristic equation in the theory in�nitesimal deformations

of surfaces of rotation

For in�nitesimal deformations �xed variation characters Christo�el of the second

kind in the class of surfaces of rotation without not umbilical points obtained

characteristic equation, the solution of which fully characterizes deformation �eld

such deformations and is a necessary and su�cient condition for their existence.

Clari�ed the geometric meaning of this function. It is a variation of the average

curvature with weight function.


