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Î ñâÿçè êîíôîðìíî ïëîñêèõ è ïñåâäî-
êîíôîðìíî-ïëîñêèõ íåêîòîðûõ êëàññîâ ïî÷òè
êîíòàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

Àííà Âÿ÷åñëàâîâíà Àðèñòàðõîâà

Àííîòàöèÿ Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ òåîðèÿ ïñåâäî-êîíôîðìíî-ïëîñêèõ êâàçè-

ñàñàêèåâûõ ìíîãîîáðàçèé è ìíîãîîáðàçèé Êåíìîöó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà êâàçè-ñàñàêèåâû ìíîãîîáðàçèÿ, ìíîãîîáðàçèÿ Êåíìîöó,

ïñåâäî-êîíôîðìíî-ïëîñêèå ìíîãîîáðàçèÿ

ÓÄÊ 514.76

1 Ââåäåíèå

Ãåîìåòðèÿ êîíòàêòíî-êîíôîðìíî-ïîëóïëîñêèõ ([2]) (êîíòàêòíî-

àâòîäóàëüíûõ èëè êîíòàêòíî-àíòèàâòîäóàëüíûõ) 5-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé,

ñíàáæåííûõ ïî÷òè êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé, ñîãëàñîâàííîé ñ ìåòðèêîé,

ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíûì àíàëîãîì àâòîäóàëüíîé ãåîìåòðèè ([3]), ([4],) òî

åñòü òåîðèè êîíôîðìíî ïîëóïëîñêèõ ([5]) (àâòîäóàëüíûõ èëè àíòèàâòî-

äóàëüíûõ) 4-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Êàê èçâåñòíî, ãåîìåòðèÿ êîíôîðìíî

ïîëóïëîñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñâÿçàíà, íàïðèìåð, ñ òâèñòîðíîé ãåîìåòðè-

åé ([10]), èìåþùåé íåïîñðåäñòâåííîå ïðèëîæåíèå â òåîðèè ãðàâèòàöèè è

â òåîðèè ïîëåé ßíãà-Ìèëëñà. Áîãàòñòâî æå ãåîìåòðè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ

êîíòàêòíîãî àíàëîãà òàêèõ ìíîãîîáðàçèé áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â

ðàáîòå ([2]). Ïðè ýòîì, â òåîðèè êîíôîðìíî-ïîëóïëîñêèõ 4-ìåðíûõ ìíîãî-

îáðàçèé, èçâåñòíî, ÷òî 4-ìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå êîíôîðìíî ïëîñêî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îäíîâðåìåííî àâòîäóàëüíî è àíòèàâòî-

äóàëüíî. Â ñâÿçè ñ ýòèì, èíòåðåñíî âûÿñíèòü ñâÿçü ìåæäó êîíôîðìíî
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ïëîñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè è ìíîãîîáðàçèÿìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðå-

ìåííî êîíòàêòíî-àâòîäóàëüíûìè è êîíòàêòíî-àíòèàâòîäóàëüíûìè (òàêèå

ìíîãîîáðàçèÿ áûëè íàçâàíû ïñåâäî-êîíôîðìíî-ïëîñêèìè ([1])).

2 Ïñåâäî-êîíôîðìíî-ïëîñêèå ïî÷òè êîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå

ìíîãîîáðàçèÿ

Ðàññìîòðèì ìîäóëü X (M) ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé è àëãåáðó C∞ (M) ãëàä-

êèõ ôóíêöèé íà 5-ìåðíîì îðèåíòèðîâàííîì ïî÷òè êîíòàêòíîì ìåòðè÷åñêîì

(êîðî÷å, AC-) ìíîãîîáðàçèè
(
M5, Φ, ξ, η, g = 〈·, ·〉

)
, ãäå Φ � ýíäîìîðôèçì

C∞ (M)-ìîäóëÿ X (M), íàçûâàåìûé ñòðóêòóðíûì ýíäîìîðôèçìîì, ξ è η �

âåêòîðíîå è êîâåêòîðíîå ïîëÿ, íàçûâàåìûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì

è êîíòàêòíîé ôîðìîé ñîîòâåòñòâåííî, g � áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôîðìà íà X (M), íàçûâàåìàÿ ðèìàíîâîé ñòðóêòó-

ðîé; ïðè ýòîì óêàçàííàÿ ÷åòâåðêà òåíçîðíûõ ïîëåé, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-

ùèì óñëîâèÿì:

1) η (ξ) = 1; 2) Φ (ξ) = 0; 3) η ◦ Φ = 0; 4) Φ2 = −id+ η ⊗ ξ;

5) 〈ΦX,ΦY 〉 = 〈X,Y 〉 − η (X) η (Y ) äëÿ ëþáûõ X, Y ∈ X (M).

Êðîìå ýòîãî, õîðîøî èçâåñòíî ([6]), ÷òî â C∞ (M)-ìîäóëå X (M) ãëàäêèõ

âåêòîðíûõ ïîëåé íàM âíóòðåííèì îáðàçîì îïðåäåëåíû äâà âçàèìíî äîïîë-

íèòåëüíûõ ïðîåêòîðà l = −Φ2 è m = id + Φ2 íà 4-ìåðíîå ôóíäàìåíòàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå L = Ker η = Im Φ, íàçûâàåìîå êîíòàêòíûì ðàñïðåäåëåíèåì,

è íà 1-ìåðíîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå M = Ker Φ ñîîòâåòñòâåííî,

ïðè÷åì X (M) = L⊕M. È êàê ðàç òîò ôàêò, ÷òî 5-ìåðíîå AC-ìíîãîîáðàçèå
M ñíàáæåíî 4-ìåðíûì ãèïåððàñïðåäåëåíèåì L, ïîçâîëèë îïðåäåëèòü ñòàí-

äàðòíûì îáðàçîì ïîíÿòèÿ àâòîäóàëüíûõ è àíòèàâòîäóàëüíûõ 2-ôîðì íà L.

Îïðåäåëåíèå 1 Åñëè ∗ (ω) = ω äëÿ ω ∈ Λ2 (L), òî 2-ôîðìà ω íàçûâàåò-

ñÿ àâòîäóàëüíîé ôîðìîé; åñëè æå ∗ (ω) = −ω, òî 2-ôîðìà ω íàçûâàåòñÿ

àíòèàâòîäóàëüíîé ôîðìîé, ãäå ∗ : Λ2 (L) → Λ2 (L) - îïåðàòîð Õîäæà,

â äàííûõ óñëîâèÿõ, ÿâëÿþùèéñÿ èíâîëþöèåé, à çíà÷èò ðàçëàãàþùèé ìî-

äóëü Λ2(L) äèôôåðåíöèàëüíûõ 2-ôîðì íà L â ïðÿìóþ ñóììó äâóx 3-ìåðíûõ

ïîäìîäóëåé: Λ2(L) = Λ+(L)⊕Λ−(L) � ïîäìîäóëåé àâòîäóàëüíûõ è àíòèàâ-

òîäóàëüíûõ 2-ôîðì íà L, ñîîòâåòñòâåííî.

Íàïîìíèì, ÷òî ê 5-ìåðíîìó AC-ìíîãîîáðàçèþ M âíóòðåííèì îáðàçîì

ïðèñîåäèíÿåòñÿ G-ñòðóêòóðà, òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðîé ñîñòîèò èç

A-ðåïåðîâ è êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííîé G-ñòðóêòóðîé. Çàìåòèì,
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÷òî 2-ôîðìà l∗ (ω), ÿâëÿþùàÿñÿ àíòèóâëå÷åíèåì 2-ôîðìû ω ∈ Λ2 (L) ïðè

îòîáðàæåíèè l, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íè ÷òî èíîå êàê 2-ôîðìó íà ìíîãîîáðà-

çèè M , òî åñòü l∗ (ω) ∈ Λ2 (M). Êîìïîíåíòû òàêèõ 2-ôîðì íà ïðîñòðàíñòâå

ïðèñîåäèíåííîé G-ñòðóêòóðû 5-ìåðíîãî AC-ìíîãîîáðàçèÿ M íàéäåíû â ðà-

áîòå ([2]).

È, íàêîíåö, ðàññìàòðèâàÿ êëàññè÷åñêèé òåíçîð C Âåéëÿ êàê ýíäîìîð-

ôèçì ìîäóëÿ Λ2 (M) äèôôåðåíöèàëüíûõ 2-ôîðì íàM , áûëî çàìå÷åíî ([2]),

÷òî â äàííîì ñëó÷àå, îí âíóòðåííèì îáðàçîì îïðåäåëÿåò ýíäîìîðôèçì C

ìîäóëÿ Λ2 (L) äèôôåðåíöèàëüíûõ 2-ôîðì íà L, çàäàâàåìûé îäíîé èç òðåõ

ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë:

1)C = i∗ ◦ C ◦ l∗,

2)C (ω) = C (l∗ω) |L,

3)C (ω)αβ = Cαβkl (l
∗ω)

kl
,

(1)

ãäå i � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå L ⊂ X(M), à C (l∗ω) |L � ñóæåíèå 2-ôîðìû

C (l∗ω) ∈ Λ2 (M) íà L. Íàïîìíèì, ÷òî òåíçîð Âåéëÿ (íàçûâàåìûé òàêæå

òåíçîðîì êîíôîðìíîé êðèâèçíû ìíîãîîáðàçèÿ M ) â òåðìèíàõ ñâîèõ êîâà-

ðèàíòíûõ êîìïîíåíò âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (ïðè dim M = 5):

Cijkl = Rijkl +
1

3
(rikgjl + rjlgik − rilgjk − rjkgil) +

κ

12
(gilgjk − gikgjl) ,

ãäå
{
Rijkl

}
� êîìïîíåíòû òåíçîðà R êðèâèçíû ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè ∇ ìåò-

ðèêè g = 〈·, ·〉, íàçûâàåìîãî òåíçîðîì Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ,
{
rij = Rkijk

}
� êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è, κ = gijrij � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ìíîãîîá-

ðàçèÿ M . Ïðè÷åì, çäåñü è âåçäå äàëåå, óñëîâèìñÿ, ÷òî a, b, c, d, h = 1, 2,

i, j, k, l = 0, 1, 2, 1̂, 2̂, α, β = 1, 2, 1̂, 2̂, â = a+ 2, ˆ̂a = a.

Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå, íà 5-ìåðíûõ AC-ìíîãîîáðàçèÿõ âíóòðåííèì îáðà-

çîì áûëè îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ êîíòàêòíîé àâòîäóàëüíîñòè è êîíòàêòíîé àí-

òèàâòîäóàëüíîñòè ([2]).

Îïðåäåëåíèå 2 5-ìåðíîå AC-ìíîãîîáðàçèå áóäåì íàçûâàòü êîíòàêòíî-

àâòîäóàëüíûì (êîðî÷å, C-àâòîäóàëüíûì) ìíîãîîáðàçèåì, åñëè

C (ω) = 0 äëÿ ëþáûõ 2-ôîðì ω ∈ Λ− (L). Àíàëîãè÷íî, 5-ìåðíîå AC-
ìíîãîîáðàçèå áóäåì íàçûâàòü êîíòàêòíî-àíòèàâòîäóàëüíûì (êîðî÷å,

C-àíòèàâòîäóàëüíûì) ìíîãîîáðàçèåì, åñëè C (ω) = 0 äëÿ ëþáûõ 2-ôîðì

ω ∈ Λ+ (L).

Îïðåäåëåíèå 3 5-ìåðíîå AC-ìíîãîîáðàçèå áóäåì íàçûâàòü ïñåâäî-

êîíôîðìíî-ïëîñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî êîíòàêòíî-

àâòîäóàëüíûì è êîíòàêòíî-àíòèàâòîäóàëüíûì.
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3 Ïñåâäî-êîíôîðìíî-ïëîñêèå êâàçè-ñàñàêèåâû ìíîãîîáðàçèÿ

Ðàññìîòðèì 5-ìåðíûå êâàçè-ñàñàêèåâû (êîðî÷å, QS-) ìíîãîîáðàçèÿ ([8]), ÿâ-

ëÿþùèåñÿ îáøèðíûì ïîäêëàññîì AC-ìíîãîîáðàçèé. Íàïîìíèì ([2]), ÷òî ñó-

ùåñòâåííûå êîìïîíåíòû òåíçîðà C êîíôîðìíîé êðèâèçíû íà ïðîñòðàíñòâå

ïðèñîåäèíåííîé G-ñòðóêòóðû QS-ìíîãîîáðàçèÿ, èìåþò âèä:

1)Câbĉd = −Aacbd+2BabB
c
d+B

a
dB

c
b−

1

3

((
2BahB

h
d −Aahdh

)
δcb +

(
2BchB

h
b −Achbh

)
δad
)
+
κ

12
δadδ

c
b ;

2)Cabĉd̂ = 2B[c
a B

d]
b +

1

3

((
2BchB

h
a −Achah

)
δdb +

(
2BdhB

h
b −Adhbh

)
δca−

)
.

−
(
2BdhB

h
a −Adhah

)
δcb −

(
2BchB

h
b −Achbh

)
δda
)
− κ

12
δcdab, ãäå δ

cd
ab = δcaδ

d
b − δcbδda;

3)Ca0b̂c = −B
b
ac +

1

3
Bhchδ

b
a; 4)Câ0b̂c = −B

ab
c +

1

3
Bbhh δ

a
c ;

5)Ca0b̂ĉ =
1

3

(
Bbhh δ

c
a −Bchh δba

)
; 6)Câ0bc =

1

3

(
Bhchδ

a
b −Bhbhδac

)
;

7)Ca0b̂0 =
5

3
BbhB

h
a −

1

3
Abhah −

1

3

(
2BchB

h
c +

κ

4

)
δba, (2)

ãäå íàáîð ôóíêöèé {Bab } ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì êîìïîíåíò êîìïëåêñíîãî òåí-

çîðíîãî ïîëÿ B òèïà (1,1) íà M , íàçûâàåìîãî ñòðóêòóðíûì òåíçîðîì

ïåðâîãî ðîäà, à ñèñòåìà ôóíêöèé {Aacbd} îïðåäåëÿåò òåíçîðíîå ïîëå A òè-

ïà (2,2), íàçûâàåìîå ñòðóêòóðíûì òåíçîðîì âòîðîãî ðîäà èëè òåíçîðîì

ãîëîìîðôíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû êâàçè-ñàñàêèåâà ìíîãîîáðàçèÿ. Êðîìå òî-

ãî, èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà âèäà: 1) dBab + Bhb ω
a
h − Bahωhb = Babcω

c + Bacb ωc;

2) Ba[bc] = B
[ac]
b = 0; 3) Babc = −Bbca , ãäå ω = ω0, ωi = gijω

j ,
{
ωi
}
,
{
ωij
}

� êîìïîíåíòû ôîðì ñìåùåíèÿ è ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè ∇, ñîîòâåòñòâåííî,
à {Babc;Bacb } � ïîäõîäÿùèå ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå ïðèñîåäèíåííîé G-

ñòðóêòóðû; ïî èíäåêñàì, çàêëþ÷åííûì â êâàäðàòíûå ñêîáêè, ïîäðàçóìåâà-

åòñÿ àëüòåðíèðîâàíèå.

Â ðàáîòå ([2]) äîêàçàíû àíàëèòè÷åñêèé êðèòåðèé êîíòàêòíîé àâòîäóàëü-

íîñòè êâàçè-ñàñàêèåâûõ ìíîãîîáðàçèé è íåîáõîäèìîå óñëîâèå èõ êîíòàêòíîé

àíòèàâòîäóàëüíîñòè.

Òåîðåìà 1 5-ìåðíîå êâàçè-ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå M êîíòàêòíî-

àâòîäóàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà ïðîñòðàíñòâå ïðèñîåäèíåííîé

G-ñòðóêòóðû

Aacbd = 2BabB
c
d +BadB

c
b +

(
BahB

h
b −BabBhh

)
δcd +

(
BchB

h
b −

1

2
BfhB

h
f δ
c
b

)
δad+

+

(
BahB

h
d −

1

2
BfhB

h
f δ
a
d

)
δcb −

1

3

(
BfhB

h
f +

κ

4

)
δ̃acbd , ãäå δ̃

ac
bd = δab δ

c
d + δadδ

c
b .
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Òåîðåìà 2 Åñëè 5-ìåðíîå êâàçè-ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå M êîíòàêòíî-

àíòèàâòîäóàëüíî, òî åãî ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà κ íà ïðîñòðàíñòâå ïðèñî-

åäèíåííîé G-ñòðóêòóðû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: κ = 2BbaB
a
b − 6BaaB

b
b .

Ëåãêî âèäåòü ([7]), ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå ïðèñîåäèíåííîé G-ñòðóêòóðû

QS-ìíîãîîáðàçèÿ ìàòðèöà êîìïîíåíò òåíçîðà B = ∇ξ èìååò âèä:

(
Bij
)
=

 0 0

0
Bab 0

0 − (Bab )
T

 ,

à òåíçîð ∇B èìååò ñëåäóþùèå ñóùåñòâåíííûå êîìïîíåíòû:

1) Bab,c = Babc; 2) Bab,ĉ = Bacb ; 3) Ba0,b = −BahBhb ; 4) B0b,ĉ = BhbB
c
h, (3)

ãäå
{
Bij,k

}
� êîìïîíåíòû êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèàëà òåíçîðà B â ðè-

ìàíîâîé ñâÿçíîñòè. Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ∇B ðàâíû íóëþ èëè

ïîëó÷àþòñÿ èç (3) ñ ó÷åòîì âåùåñòâåííîñòè óêàçàííîãî òåíçîðà.

Èçâåñòíî ([7]), ÷òî QS-ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì

êëàññà CR1, åñëè äëÿ ëþáûõ X, Y ∈ X (M) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

R
(
ξ, Φ2X

)
Φ2Y −R (ξ, ΦX)ΦY = 0. Ïðè ýòîì, QS-ìíîãîîáðàçèåM ÿâëÿåòñÿ

ìíîãîîáðàçèåì êëàññà CR1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà íåì âûïîëíÿ-

åòñÿ òîæäåñòâî ∇Φ2X (B)Φ2X − ∇ΦX (B)ΦX = 0, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü,

ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèÿì âèäà Babc = Bacb = 0.

Èòàê, ïóñòü M � 5-ìåðíîå ïñåâäî-êîíôîðìíî-ïëîñêîå QS-ìíîãîîáðàçèå

êëàññà CR1. Òîãäà, C (ω) = 0 èëè Cαβkl (l
∗ω)

kl
= 0 äëÿ ëþáîé ω ∈ Λ2 (L),

òî åñòü Cαβγδ = 0. Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííîå è ñîîòíîøåíèÿ (2), ïîëó÷àåì, ÷òî

Câbĉd = 0 è Cabĉd̂ = 0. Â ñèëó òîãî, ÷òî M � QS-ìíîãîîáðàçèå êëàññà CR1,

çàìå÷àåì, ÷òî Ca0b̂ĉ = Câ0bc = Ca0b̂c = Câ0b̂c = 0. Äàëåå, ïî óñëîâèþ M �

5-ìåðíîå ïñåâäî-êîíôîðìíî-ïëîñêîå QS-ìíîãîîáðàçèå, à çíà÷èò, ó÷èòûâàÿ

òåîðåìó 1 è òåîðåìó 2, èìååì:

1) Aacbd = 2BabB
c
d +BadB

c
b +

(
BahB

h
b −BabBhh

)
δcd +

(
BchB

h
b −

1

2
BfhB

h
f δ
c
b

)
δad+

+

(
BahB

h
d −

1

2
BfhB

h
f δ
a
d

)
δcb −

1

3

(
BfhB

h
f +

κ

4

)
δ̃acbd , ãäå δ̃

ac
bd = δab δ

c
d + δadδ

c
b ;

2) κ = 2BbaB
a
b − 6BaaB

b
b .

Ñâåðíåì ïåðâîå òîæäåñòâî ïî èíäåêñàì d è c:

Aacbc = 5BahB
h
b − 2BchB

h
c δ
a
b −

κ

4
δab . (4)
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Íàêîíåö, ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ âûøå òîæäåñòâ è ñîîòíîøåíèé (4), ïîëó÷àåì,

÷òî Ca0b̂0 = 5
3B

b
hB

h
a − 5

3B
b
hB

h
a + 2

3B
c
hB

h
c δ
b
a − 2

3B
c
hB

h
c δ
b
a +

κ
12δ

b
a − κ

12δ
b
a = 0. À

çíà÷èò, òåíçîð Âåéëÿ C = 0. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî åñëè 5-ìåðíîå

QS-ìíîãîîáðàçèå êëàññà CR1 ïñåâäî-êîíôîðìíî-ïëîñêî, òî îíî êîíôîðìíî

ïëîñêî.

Îáðàòíî, î÷åâèäíî, âåðíî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êîíôîðìíî ïëîñêèõ ìíî-

ãîîáðàçèé.

Èòàê, äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3 5-ìåðíîå QS-ìíîãîîáðàçèå êëàññà CR1 ïñåâäî-êîíôîðìíî-

ïëîñêî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî êîíôîðìíî ïëîñêî.

Íàèáîëåå èçó÷åííûìè ïðèìåðàìè QS-ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ êîñèì-

ïëåêòè÷åñêèå è ñàñàêèåâû ìíîãîîáðàçèÿ ([8]). Â ñèëó òîãî ([7]), ÷òî êîñèì-

ïëåêòè÷åñêèå è ñàñàêèåâû ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè êëàññà

CR1, íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 3.

Òåîðåìà 4 5-ìåðíîå êîñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ïñåâäî-êîíôîðìíî-

ïëîñêî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî êîíôîðìíî ïëîñêî.

Òåîðåìà 5 5-ìåðíîå ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå ïñåâäî-êîíôîðìíî-ïëîñêî òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî êîíôîðìíî ïëîñêî.

4 Ïñåâäî-êîíôîðìíî-ïëîñêèå ìíîãîîáðàçèÿ Êåíìîöó

Íàïîìíèì ([9]), ÷òî ïî÷òè êîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû, õàðàêòåðè-

çóåìûå äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y òîæäåñòâîì ∇X(Φ)Y =

〈ΦX, Y 〉ξ−η(Y )ΦX, ãäå∇ � ðèìàíîâà ñâÿçíîñòü ìåòðèêè g = 〈·, ·〉, íàçûâàþò-
ñÿ ñòðóêòóðàìè Êåíìîöó. Ìíîãîîáðàçèÿ, íà êîòîðûõ ôèêñèðîâàíà ñòðóê-

òóðà Êåíìîöó, íàçûâàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè Êåíìîöó.

Çàìåòèì, ÷òî ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà κ íà ïðîñòðàíñòâå ïðèñîåäèíåííîé G-

ñòðóêòóðû 5-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Êåíìîöó ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

κ = −2Aacac − 20. (5)

Ñóùåñòâåííûå êîìïîíåíòû òåíçîðà C êîíôîðìíîé êðèâèçíû íà ïðî-

ñòðàíñòâå ïðèñîåäèíåííîé G-ñòðóêòóðû 5-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Êåíìîöó

èìåþò âèä:

1) Câbĉd = −Aacbd +
1

3

(
Aahdhδ

c
b +Achbhδ

a
d

)
+

20 + κ

12
δadδ

c
b ;

2) Cabĉd̂ =
1

3

(
Adhahδ

c
b +Achbhδ

d
a −Achahδdb −Adhbhδca

)
− 20 + κ

12
δcdab;

3) Ca0b̂0 = −1

3
Abcac −

20 + κ

12
δba; Câ0b0 = −1

3
Aacbc −

20 + κ

12
δab ,

(6)
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ãäå δcdab = δcaδ
d
b − δcbδda.

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå C-àâòîäóàëüíîå ìíîãîîáðàçèå Êåíìîöó è ïóñòü

ω ∈ Λ− (L). Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2 è ñîîòíîøåíèÿì (1), C (ω) = 0

èëè Cαβkl (l
∗ω)

kl
= 0. Ýòî âîçìîæíî, êîãäà Cαβĉd (l

∗ω)
ĉd

= 0, òî åñòü åñëè

Câbĉd (l
∗ω)

ĉd
= 0. À çíà÷èò ïîëó÷àåì, ÷òî Câb1̂1 = Câb2̂2 è Câb1̂2 = Câb2̂1 = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Câbĉc = −
1

3
Aahbh +

20 + κ

12
δab .

Ñëåäîâàòåëüíî, Câbĉd = − 1
6A

ah
bhδ

c
d+

20+κ
24 δab δ

c
d. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (6), íàêî-

íåö, ïîëó÷àåì:

Aacbd =
1

3
Aahdhδ

c
b +

1

3
Achbhδ

a
d +

20 + κ

12
δadδ

c
b +

1

6
Aahbhδ

c
d −

20 + κ

24
δab δ

c
d. (7)

Àëüòåðíèðóåì òîæäåñòâî (7) ïî èíäåêñàì b è d:

1

6

(
Achbhδ

a
d −Achdhδab

)
+

1

12

(
Aahdhδ

c
b −Aahbhδcd

)
− 20 + κ

16
δacbd = 0,

ãäå δacbd = δab δ
c
d − δadδ

c
b . Ñâåðíåì ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî ïî èíäåêñàì d è c,

ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (5):

Aahbh = −20 + κ

4
δab . (8)

Ïðè ýòîì ñ ó÷åòîì (7) è (8), ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî

Aacbd = −20 + κ

12
δ̃acbd , (9)

ãäå δ̃acbd = δab δ
c
d + δadδ

c
b � ñèììåòðè÷íàÿ êðîíåêåðîâñêàÿ äåëüòà 2-ãî ïîðÿäêà.

Îáðàòíî, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (9), ïîëó÷àåì:

Câbĉd (l
∗ω)

ĉd
=

20 + κ

12
δab δ

c
d (l
∗ω)

ĉd
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6 5-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Êåíìîöó êîíòàêòíî-àâòîäóàëüíî òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà ïðîñòðàíñòâå ïðèñîåäèíåííîé G-ñòðóêòóðû

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

Aacbd = −20 + κ

12
δ̃acbd , ãäå δ̃

ac
bd = δab δ

c
d + δadδ

c
b .

Ïóñòü òåïåðü M � ïðîèçâîëüíîå C-àíòèàâòîäóàëüíîå ìíîãîîáðàçèå Êåí-
ìîöó. Òîãäà, åñëè ω ∈ Λ+ (L), òî C (ω) = 0. Ýòî âîçìîæíî, êîãäà

Cαβcd (l
∗ω)

cd
+ 2Cαβĉd (l

∗ω)
ĉd

+ Cαβĉd̂ (l
∗ω)

ĉd̂
= 0, òî åñòü êîãäà:

Cabĉd̂ (l
∗ω)

ĉd̂
= 0 è Câbĉd (l

∗ω)
ĉd

= 0.
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1) Ðàññìîòðèì Cabĉd̂ (l
∗ω)

ĉd̂
= 0. Ýòî òîæäåñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(Cab1̂2̂ − Cab2̂1̂)
(
x+ z

√
−1
)
= 0.

Â ñèëó ïðîèçâîëà âûáîðà x, z ∈ R è â ñèëó ñâîéñòâ ñèììåòðèè òåíçîðà C,

èìååì, ÷òî Cabĉd̂ = 0, òî åñòü

1

3

(
Adhahδ

c
b +Achbhδ

d
a −Achahδdb −Adhbhδca

)
− 20 + κ

12
δcdab = 0,

ãäå δcdab = δcaδ
d
b − δcbδda. Ñâåðòûâàÿ ñíà÷àëà äàííîå òîæäåñòâî ïî èíäåêñàì b

è d, à çàòåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïî èíäåêñàì a è c, ïðèõîäèì ê òîìó,

÷òî κ = −20.
2) Ðàññìîòðèì Câbĉd (l

∗ω)
ĉd

= 0. Ýòî òîæäåñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(Câb1̂1 + Câb2̂2) y
√
−1 = 0.

Â ñèëó ïðîèçâîëà âûáîðà y ∈ R, èìååì, ÷òî Câbĉc = 0, òî åñòü

−Aacbc +
1

3

(
Aahchδ

c
b +Achbhδ

a
c

)
+

20 + κ

12
δab = 0,

òî åñòü 20+κ
12 δab − 1

3A
ac
bc = 0. Ñâåðíóâ ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ïî èíäåêñàì a è b,

ïîëó÷èì, ÷òî κ = −20.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 7 Åñëè 5-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Êåíìîöó êîíòàêòíî-

àíòèàâòîäóàëüíî, òî åãî ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà κ = −20.

Íàêîíåö, ïóñòü 5-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Êåíìîöó M ïñåâäî-êîíôîðìíî-

ïëîñêî, òî åñòü îäíîâðåìåííî C-àâòîäóàëüíî è C-àíòèàâòîäóàëüíî. Òîãäà, â
ñèëó òåîðåìû 6 è òåîðåìû 7, èìååì: Aacbd = − 20+κ

12 δ̃acbd , κ = −20, ãäå δ̃acbd =

δab δ
c
d + δadδ

c
b . Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ, çàìå÷àåì, ÷òî:

1) Câbĉd = −Aacbd +
1

3

(
Aahdhδ

c
b +Achbhδ

a
d

)
+

20 + κ

12
δadδ

c
b =

20 + κ

12
δab δ

c
d = 0;

2) Cabĉd̂ =
1

3

(
Adhahδ

c
b +Achbhδ

d
a −Achahδdb −Adhbhδca

)
− 20 + κ

12
δcdab = 0;

3) Ca0b̂0 = −1

3
Abcac −

20 + κ

12
δba =

20 + κ

12
δba −

20 + κ

12
δba = 0;

4) Câ0b0 = −1

3
Aacbc −

20 + κ

12
δab =

20 + κ

12
δba −

20 + κ

12
δba = 0.

(10)

À çíà÷èò, â ñèëó (10), M � êîíôîðìíî ïëîñêî. Îáðàòíî, î÷åâèäíî, âåðíî, â

ñèëó îïðåäåëåíèÿ êîíôîðìíî ïëîñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Èòàê, äîêàçàíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 8 5-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Êåíìîöó ïñåâäî-êîíôîðìíî-ïëîñêî òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî êîíôîðìíî ïëîñêî.

È âñå æå, íå ñìîòðÿ íà òåíäåíöèîçíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ìû

ñìååì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïñåâäî-êîíôîðìíàÿ ïëîñêîñòü 5-

ìåðíîãî ïî÷òè êîíòàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íå áóäåò ðàâíîñèëü-

íà åãî êîíôîðìíîé ïëîñêîñòè.
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