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Àííîòàöèÿ Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ 1-ôîðì íà ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ãðóïïû SL2(C) êîíôîðìíûõ

äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Íàéäåíî ïîëå ðàöèîíàëüíûõ êîí-

ôîðìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, êîòîðîå ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ

èíâàðèàíòíûìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè, à òàêæå äèôôåðåíöèàëüíûìè

èíâàðèàíòàìè 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Êîíôîðìíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû, äèôôå-

ðåíöèàëüíûå 1-ôîðìû, äæåòû äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

ÓÄÊ 517.956.4

1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ([3]) Ìàìôîðä Ä. è Øàðîí Å. ïðåäëîæèëè ñõåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ôîðì ãëàäêèõ êðèâûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ ñâÿçíûå è îäíîñâÿçíûå îáëàñòè íà

ïëîñêîñòè.

Â ýòîé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì àíàëîãè÷íóþ ñõåìó äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ

ôîðì îáëàñòåé íà ïëîñêîñòè, îñíàùåííûõ íåêîòîðîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóê-

òóðîé. Áîëåå êîíêðåòíî ìû ðàññìàòðèâàåì ñèòóàöèþ, êîãäà âíóòðè îäíî-

ñâÿçíîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ãëàäêîé êðèâîé, çàäàíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ

1-ôîðìà. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññëîåíèå íóëåé, çàäàåò ðàññëîåíèå ðàññìàò-

ðèâàåìîé îáëàñòè èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè, è ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ òà-

êèõ îáðàçîâ êðàéíå âàæíà â ïðèëîæåíèÿõ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîõîæèå

ñèòóàöèè âîçíèêàþò è â íåéðîãåîìåòðèè (òàê íàçûâàåìûå pinwheels), ïðè
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ðàññìîòðåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ïåðåäà÷ó çðèòåëüíîé

èíôîðìàöèè â êîðó ãîëîâíîãî ìîçãà.

Èòàê, ðàññìîòðèì ïàðó (D, θ), ãäå D - ñâÿçíàÿ è îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà

ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêîé êðèâîé, à θ - äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà.

Â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíîé èëè ìîäåëüíîé îáëàñòè ìû âûáèðàåì âíóòðåííîñòü

êðóãà.

Ïî òåîðåìå Ðèìàíà ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ϕ : K → D

êðóãà K íà îáëàñòü D. Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà θ íà D ïåðå-

õîäèò â äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó ϕ∗(θ) íà K. Åñëè çàäàíû äâå ïàðû

(D, θ) è (D̃, θ̃), òî ïðèìåíÿÿ êîíôîðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ è ϕ̃ ìû ïðèõî-

äèì ê ñèòóàöèè, êîãäà çàäàíû äâà êðóãà K è K̃ è äâå äèôôåðåíöèàëüíûå

ôîðìû ϕ∗(θ) è ϕ̃∗(θ̃) íà êðóãå K è K̃ ñîîòâåòñòâåííî. Äâå òàêèå ôîðìû

ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà êîíôîðìíî

äðîáíî ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Â ýòîé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì ëîêàëüíóþ êëàññèôèêàöèþ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ 1-ôîðì íà ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ãðóïïû SL2(C) êîíôîðìíûõ äðîá-

íî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äëÿ ýòîãî ìû íàõîäèì ïîëå ðàöèîíàëüíûõ

êîíôîðìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. Èìåííî òàêèå èíâàðèàíòû,

ñîãëàñíî ([2]), ðàçäåëÿþò ðåãóëÿðíûå îðáèòû.

Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòî ïîëå ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ èíâàðèàíòíûìè äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿìè, à òàêæå äâóìÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè 1-ãî

ïîðÿäêà è äâóìÿ èíâàðèàíòàìè 2-ãî ïîðÿäêà. Ýòî ïðèâîäèò ê êîíôîðìíîé

êëàññèôèêàöèè ðåãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

2 Ãåîìåòðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì

Êàæäóþ äèôôeðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó

θ = a(x, y)dx+ b(x, y)dy,

çàäàííóþ íà ïëîñêîñòè ìû îòîæäåñòâëÿåì ñ ñå÷åíèåì Sθ êîêàñàòåëüíîãî

ðàññëîåíèÿ

τ∗ : T ∗R2 → R2.

Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (x, y, u, v) â T ∗R2 ýòî ñå÷åíèå èìååò âèä:

u = a(x, y), v = b(x, y).

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äèôôåðåíöèàëüíûìè 1-ôîðìàìè θ è ñå÷åíèÿìè êî-

êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ôîðìîé Ëèóâèëëÿ

ω = udx+ vdy
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è ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì: S∗
θ (ω) = θ.

Êàæäîå âåêòîðíîå ïîëå

X = A(x, y)∂x +B(x, y)∂y

íà ïëîñêîñòè äîïóñêàåò åñòåñòâåííîå ïîäíÿòèå â êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå.

À èìåííî, îáîçíà÷èì ÷åðåç H = Au + Bv - ãàìèëüòîíèàí âåêòîðíîãî ïîëÿ

X è ïóñòü

Hu
∂

∂x
+Hv

∂

∂y
−Hx

∂

∂u
−Hy

∂

∂v

- ñîîòâåòñòâóþùåå ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå.

Ìû îáîçíà÷èì ýòî âåêòîðíîå ïîëå ÷åðåç X è íàçîâåì ïîäíÿòèåì âåêòîð-

íîãî ïîëÿ X â êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå.

Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ýòî ïîëå èìååò âèä:

X = A∂x+B∂y − (Axu+Bxv)∂u − (Ayu+Byv)∂v. (1)

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ ïîäíÿòèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

X + Y = X + Y ,

λX = λX,

[X,Y ] = [X,Y ].

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ àëãåáðà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì ïîäíèìàåòñÿ äî àëãåáðû Ëè â êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè.

Ðàññìîòðèì ãðóïïó SL2(C) äðîáíî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè:

z → a11z + a12
a21z + a22

,

ãäå ìàòðèöà (
a11 a12

a21 a22

)
∈ SL2(C).

Ýòîìó äåéñòâèþ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2(C), êîòîðóþ
ìû ðàññìàòðèâàåì êàê âåùåñòâåííóþ àëãåáðó Ëè, ñëåäóþùèìè âåêòîðíûìè

ïîëÿìè:

X1 = ∂x, X2 = ∂y,

X3 = x∂x + y∂y, X4 = −y∂x + x∂y,

X5 = (x2 − y2)∂x + 2xy∂y, X6 = 2xy∂x + (−x2 + y2)∂y.
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Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (1), ìû ïîëó÷àåì ïîäíÿòèå àëãåáðû Ëè sl2(C)
â T ∗R2.

X1 = ∂x, X2 = ∂y,

X3 = x∂x + y∂y − (u∂u + v∂v), X4 = −y∂x + x∂y − (v∂u + u∂v),

X5 = (x2 − y2)∂x + 2xy∂y − 2(xu+ yv)∂u + 2(yu− xv)∂v,
X6 = 2xy∂x + (−x2 + y2)∂y + 2(xv − yu)∂u − 2(xu+ yv)∂v.

3 Êîíôîðìíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jk = Jk(τ∗) ïðîñòðàíñòâî äæåòîâ ñå÷åíèé êîêàñàòåëüíîãî

ðàññëîåíèÿ è ïóñòü X(k) - ïîäíÿòèå âåêòîðíîãî ïîëÿ X â ïðîñòðàíñòâî k-

äæåòîâ.

Êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå k-äæåòîâ îáîçíà÷àþòñÿ ñòàí-

äàðòíûì îáðàçîì (x, y, u, v, ux, vx, . . .).

Ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ f , çàäàííóþ íà ïðîñòðàíñòâå k-äæåòîâ, ìû

íàçûâàåì êîíôîðìíûì (ðàöèîíàëüíûì) äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì,

ïîðÿäêà ≤ k, åñëè X(k)(f) = 0, äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé X ∈ sl2(C).
Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ êîíôîðìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðè-

àíòîâ îáðàçóåò ïîëå.

3.1 Äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû íóëåâîãî ïîðÿäêà

Â ïðîñòðàíñòâå J0 = T ∗R2 èìååòñÿ äâå SL2(C)-îðáèòû: ðåãóëÿðíàÿ è ñèí-

ãóëÿðíàÿ.

Ïóñòü t = u2 + v2. Òîãäà ðåãóëÿðíàÿ îðáèòà ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê

(x, y, u, v) êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ, ãäå t 6= 0, à ñèíãóëÿðíàÿ îðáèòà äàåòñÿ

óðàâíåíèåì t = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû íóëåâîãî ïîðÿäêà

ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýëåìåíòû ãðóïïû SL2(C) ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíû-

ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè è òåì ñàìûì ñîõðàíÿþò ñòàíäàðòíóþ êîìïëåêñíóþ

ñòðóêòóðó íà ïëîñêîñòè:

I = ∂y ⊗ dx− ∂x ⊗ dy.

Êðîìå òîãî, ýëåìåíòû SL2(C) ñîõðàíÿþò ôîðìó Ëèóâèëëÿ ω è ñëåäîâàòåëü-

íî åå îáðàç Iω:

ω̃ = (Iω) = −vdx+ udy.
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Îòìåòèì, ÷òî ôîðìû ω è ω̃ ëèíåéíî íåçàâèñèìû â òî÷êàõ ðåãóëÿðíîé îðáè-

òû è òåì ñàìûì îáðàçóþò SL2(C)-èíâàðèàíòíûé êîðåïåð.

Ðåïåð, äâîéñòâåííûé ê ýòîìó êîðåïåðó îïðåäåëÿåò èíâàðèàíòíûå äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ:

δ = t−1

(
u
d

dx
+ v

d

dy

)
,

δ̃ = t−1

(
− v d

dx
+ u

d

dy

)
.

Îòìåòèì òàê æå, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå ôîðìû:

Ω = ω ∧ ω̃ = tdx ∧ dy

è

g = ω2 + ω̃2 = t
(
dx2 + dy2

)
ÿâëÿþòñÿ SL2(C)-èíâàðèàíòàìè.

3.2 Äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ïåðâîãî ïîðÿäêà

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî èíâàðèàíòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ δ è δ̃ óäîâëå-

òâîðÿþò ñëåäóþùåìó êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ:

[δ, δ̃] = J1δ + J2δ̃,

ãäå ôóíêöèè

J1 =
−vx + uy
u2 + v2

,

J2 =
ux + vy
u2 + v2

(2)

ÿâëÿþòñÿ êîíôîðìíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà.

Èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äâîéñòâåííîãî êîðå-

ïåðà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ:{
d̂ω + J1Ω = 0,

d̂ω̃ − J2Ω = 0,

ãäå d̂ - îïåðàòîð ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà.

Íàçîâåì ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà J1 ðåãóëÿðíûì, åñëè t 6= 0 , J1 6= 0,

J2 6= 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì. Ñîîòâåò-

ñòâåííî, SL2(C) îðáèòû, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò, ìû íàçû-

âàåì ðåãóëÿðíûìè, à ÷åðåç ñèíãóëÿðíûé ýëåìåíò - ñèíãóëÿðíûìè.

Òåîðåìà 1 Äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû J1 è J2 ðàçäåëÿþò ðåãóëÿðíûå

SL2(C) îðáèòû â ïðîñòðàíñòâå J1.
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3.3 Äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïðèìåíÿÿ èíâàðèàíòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ δ è δ̃ ê èíâàðèàíòàì ïåðâî-

ãî ïîðÿäêà J1 è J2 ìû ïîëó÷àåì ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòà âòîðîãî

ïîðÿäêà:

δ(J1) =
−1(

u2+v2
)3(2u2uxvx − 2u2uxuy + u3uxy + uuxyv

2 + 2uvv2x−

−u3vxx − uv2vxx − 2uu2yv + u2uyyv + uyyv
3+

+2v2vxvy − 2uyv
2vy − u2vvxy − vxyv3

)
,

δ(J2) =
1(

u2+v2
)3(− 2u2uxvy − 2u2u2x + u3uxx + uuxxv

2 − 2uvvxvy−

−2uvuxvx + u3vxy + uv2vxy − 2uuyvvy − 2uuxuyv + u2uxyv+

+uxyv
3 − 2v2v2y − 2uxv

2vy + u2vvyy + v3vyy

)
,

δ̃(J1) =
−1(

u2+v2
)3(− 2uvuxvx + 2uuxuyv − u2uxyv − uxyv3 − 2v2v2x+

+2uyv
2vx + u2vvxx + vxxv

3 + 2u2uyvx − 2u2u2y + u3uyy+

+uuyyv
2 + 2uvvxvy − 2uvuyvy − u3vxy − uv2vxy

)
,

δ̃(J2) =
1(

u2+v2
)3(2uvu2x − u2vuxx − v3uxx + 2v2vxvy + 2v2uxvx−

−u2vvxy − v3vxy − 2u2uyvy − 2u2uxuy + u3uxy+

+uv2uxy − 2uvv2y + u3vyy + uv2vyy

)
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåäîñòàþùèõ èíâàðèàíòîâ ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ïðè-

åì. Âûðîæäåíèå èíâàðèàíòîâ J1 è J2 ïðîèñõîäèò, åñëè ôîðìà ω ÿâëÿåòñÿ

ãàðìîíè÷åñêîé. Â êíèãå ([1]) íàéäåíû âñå SL2(C) èíâàðèàíòû äëÿ ãàðìî-

íè÷åñêèõ ôîðì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèìè èíâàðèàíòàìè ìû

ïîëîæèì

w = u− iv,

4 =
w

2
· (δ − iδ̃)

è çàïèøåì èíâàðèàíò J2 (â îáîçíà÷åíèÿõ êíèãè [1], ñòð.71) ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

K =
−2w42(w) + 3

(
4(w)

)2
w4

.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ K íå ÿâëÿåòñÿ SL2(C)-èíâàðèàíòîì.
Ïóñòü K1 = ReK è K2 = ImK. Òîãäà íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè

R =
K2

1 +K2
2

t2
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è

Φ =
K1(u

2 − v2) + 2uvK2

K2(u2 − v2)− 2uvK1

ÿâëÿþòñÿ êîíôîðìíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè âòîðîãî ïî-

ðÿäêà.

Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ îíè èìåþò âèä:

K1 = 1

2
(
u2+v2

)2(− 6uvuxvy − 6uvuyvx − 3u2uxvx − 3uvu2y + u2vuyy−

−3v2vxvy − 3u2uxuy − 3v2uyvy + 2uv2uxy − 3uvv2x + 2u2vvxy+

+3v2uxvx + uv2vxx + 2u3uxy + u3vxx + v3uyy + 2v3vxy + 3uvu2x+

+3uvv2y − u2vuxx − uv2vyy + 3u2uyvy − v3uxx − u3vyy+

+3u2vxvy + 3v2uxuy

)
K2 = 1

4
(
u2+v2

)2(3v2u2y + 3u2v2y − 3u2v2x − 3v2u2x − 4u2vuxy + 6v2uxvy−

−2uv2uxx − 6u2uxvy + 4uv2vxy + 2u2vvy + 3u2u2x − 2u3uxx+

+4u3vxy − 4v3uxy − 3v2v2y + 2v3vyy − 12uvvxvy + 12uvuxvx−
−12uvuyvy + 12uvuxuy − 6u2uyvx − 2u2vvxx + 6v2uyvx + 2uv2uyy+

+3v2v2x − 2v3vxx − 3u2u2y + 2u3uyy

)
.

Ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà J2 íàçîâåì ðåãóëÿðíûì, åñëè åãî ïðîåêöèÿ â J1 ðåãó-

ëÿðíà, à K2
1 +K2

2 6= 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ýëåìåíò íàçîâåì ñèíãóëÿðíûì.

Ñîîòâåòñòâåííî, SL2(C)-îðáèòû ðåãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ ìû íàçîâåì ðåãóëÿð-

íûìè, à îðáèòû ñèíãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ - ñèíãóëÿðíûìè.

Òåîðåìà 2 1. Êîíôîðìíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ïîðÿäêà ≤ 2

ïîðîæäàþòñÿ èíâàðèàíòàìè

J1, J2, δ(J1), δ̃(J1), δ(J2), δ̃(J2), R, Φ.

2. Èíâàðèàíòû (2) ðàçäåëÿþò ðåãóëÿðíûå îðáèòû.

4 Ïîëå êîíôîðìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ

Ïóñòü F - êîíôîðìíûé äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò. Èñïîëüçóÿ èíâàðè-

àíòíóþ ôîðìó Ω ñîïîñòàâèì åìó èíâàðèàíòíîå ãàìèëüòîíîâî äèôôåðåíöè-

ðîâàíèå:

XF = t−1

(
dF

dy

d

dx
− dF

dx

d

dy

)
Îòìåòèì, ÷òî åñëè F1 è F2 - äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû, òî èõ ñêîáêà:[

F1, F2

]
= XF1

(F2) = t−1

(
dF1

dy

dF2

dx
− dF2

dy
· dF1

dx

)
(3)
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òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì (êàê ïðàâèëî, áîëåå âû-

ñîêîãî ïîðÿäêà).

Íàçîâåì ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Jk (k > 2) ðåãóëÿðíûìè, åñëè èõ ïðî-

åêöèè â ïðîñòðàíñòâî J2 ðåãóëÿðíû, è ñèíãóëÿðíûìè - â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Êàê è âûøå, SL2(C)-îðáèòû ðåãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ ìû íàçîâåì ðåãóëÿðíû-

ìè, à ñèíãóëÿðíûõ - ñèíãóëÿðíûìè.

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3 1. Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ êîíôîðìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâà-

ðèàíòîâ ïîðîæäåíî áàçèñíûìè èíâàðèàíòàìè J1, J2 - ïåðâîãî ïîðÿäêà,

èíâàðèàíòàìè R, Φ - âòîðîãî ïîðÿäêà è èíâàðèàíòíûìè äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿìè δ è δ̃.

2. Ðàöèîíàëüíûå êîíôîðìíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ðàçäåëÿþò

ðåãóëÿðíûå îðáèòû.

3. Ýòî ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâûì îòíîñèòåëüíî ñêîáêè (3).

5 Êîíôîðìíàÿ êëàññèôèêàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì

Ïóñòü F - êîíôîðìíûé äèôôåðíöèàëüíûé èíâàðèàíò, à γ - äèôôåðåíöè-

àëüíàÿ 1-ôîðìà. Îáîçíà÷èì F (γ) - çíà÷åíèå ýòîãî èíâàðèàíòà íà ôîðìå γ.

Ñêàæåì, ÷òî ðîñòîê äèôôåðåíöèàëüíîé 1-ôîðìû γ ðåãóëÿðåí, åñëè ôóíê-

öèè J1(γ), J2(γ) ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû: dJ1(x) ∧ dJ2(x) 6= 0.

Â ýòîì ñëó÷àå, äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿ-

åòñÿ ôóíêöèÿ îò J1(γ) è J2(γ), ñêàæåì

δ(J1)(γ) = A1

(
J1(γ), J2(γ)

)
,

δ(J2)γ = A2

(
J1(γ), J2(γ)

)
,

δ̃(J1)γ = B1

(
J1(γ), J2(γ)

)
,

δ̃(J2)γ = B2

(
J1(γ), J2(γ)

)
,

R(γ) = r(J1
(
γ), J2(γ)

)
,

Φ(γ) = f(J1
(
γ), J2(γ)

)
.

Òåîðåìà 4 Ðîñòêè ðåãóëÿðíûõ 1-ôîðì êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíû â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè A1, A2, B1, B2, r è

f - ñîâïàäàþò.

6 Ñèíãóëÿðíîñòè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∑

0 = {u = v = 0} ⊂ J0 - îñîáóþ îðáèòó, è ðàññìîòðèì

äåéñòâèå SL2(C) íà ïðîîáðàçàõ
∑
k,0 = τ−1

k,0(
∑

0) ⊂ Jk.
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Íàéäåì èíâàðèàíòû 1-ãî ïîðÿäêà, ò.å. SL2(C) èíâàðèàíòíûå ôóíêöèè íà∑
1,0.

Ïóñòü
∑

1,0(0) - ñëîé íàä òî÷êîé (0, 0) ∈ R2 ïðîåêöèè τ1 :
∑

1,0 → R2.

Â ýòîì ñëîå äåéñòâèå ñòàáèëèçàòîðà òî÷êè (0, 0) ïîðîæäåíî âåêòîðíûìè

ïîëÿìè:

X3 = x∂x + y∂y, X4 = −y∂x + x∂y.

Ïóñòü ôóíêöèÿ F - èíâàðèàíò ýòîãî äåéñòâèÿ. Çàïèøåì ýòó ôóíêöèþ â âèäå

F = f(X,Y, Z, T ),

ãäå

X = ux − vy, Z = vy + ux,

Y = uy + vx, T = uy − vx.

Òîãäà óðàâíåíèÿ X
(1)
3 (F ) = X

(1)
4 (F ) = 0 ïðèìåò âèä:{

Xfx + Y fy + Zfz + Tft = 0,

Y fx −Xfy = 0.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàõîäèì, ÷òî

f = h

(
X2 + Y 2

ZT
,
T

Z

)
è òåì ñàìûì ôóíêöèè

S1 =
T

Z
, S2 =

X2 + Y 2

ZT

ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè SL2(C) - äåéñòâèÿ íà ïðîîáðàçå
∑

1,0 ñèíãóëÿðíîé

îðáèòû
∑

0.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ S1 ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì èíâàðèàíòîâ J1 è

J2, è òåì ñàìûì ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì SL2(C) - èíâàðèàíòà äëÿ äåéñòâèÿ

ãðóïïû SL2(C) íà ïðîñòðàíñòâå J1.

Âíóòðè îñîáîãî ìíîæåñòâà
∑

1,0 ìû òàêæå âûäåëèì ðåãóëÿðíûå è ñèí-

ãóëÿðíûå òî÷êè (îðáèòû).

À èìåííî, ìû ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé
∑

1,0, ÿâëÿåòñÿ ðå-

ãóëÿðíûì, åñëè X2 + Y 2 6= 0 è Z2 + T 2 6= 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ýëåìåíò

íàçîâåì ñèíãóëÿðíûì.

Òåîðåìà 5 Äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû S1 è S2 ðàçäåëÿþò ðåãóëÿðíûå

îðáèòû â
∑

1,0.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíâàðèàíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà íà îñîáîé îðáèòå çàìåòèì,

÷òî ñòàöèîíàðíàÿ ïîäàëãåáðà ðåãóëÿðíîé òî÷êè â
∑

1,0 ÿâëÿåòñÿ 2-ìåðíîé

àáåëåâîé àëãåáðîé Ëè.

Èíòåãðèðóÿ äåéñòâèå ýòîé àëãåáðû â ñëîå ïðîåêöèè J2 →
∑

1,0 íàõîäèì

4 èíâàðèàíòà 2-ãî ïîðÿäêà:

S21 = 1(
2v2x+5uyvx+2u2

y−3vyux+6u2
x

) · [(2uyy + 6uxx
)
u2y+

+
(
− 8uxyux + (3uxx + 5uyy)vx − 2uxyvy

)
uy +

(
2uxx + 6uyy

)
u2x+

+
(
2uxyvx − 3vy

(
5
3uxx + uyy

))
ux + 2uyyv

2
x + 2uxxv

2
y − 4vxvyuxy

]
,

S22 = 1(
2v2x+5uyvx+2u2

y−3vyux+6u2
x

) · [(− 6uxy + 6vxx
)
u2x+

+
(
− 4uxxvx + 4uxxuy −

(
3(−uxy + vxx)

)
vy
)
ux +

(
2vxx − 6uxy

)
v2x+

+
(
(5vxx − 3uxy)uy + 2uxxvy

)
vx + 2u2yvxx − 2uyuxxvy

]
,

S23 = 1(
2v2x+5uyvx+2u2

y−3vyux+6u2
x

) · [(2uxx + 2vxy
)
u2y +

(
2uxx + 6vxy

)
u2x+

+
(
− 2uxyux + (5uxx + 5vxy)vx − 2uxyvy

)
uy − 4vxvyuxy + 2uxxv

2
y+

+
(
− 4uxyvx −

(
( 35vxy + uxx)

)
vy
)
ux +

(
2uxx + 2vxy

)
v2x

]
,

S24 = 1(
2v2x+5uyvx+2u2

y−3vyux+6u2
x

) · [(2uxy + 2vyy
)
u2y+

+
(
(5vyy + 5uxy)vx + 4uxx

(
vy + ux

))
uy +

(
2uxy + 2vyy

)
v2x+

+2uxx
(
vy + ux

)
vx + 6ux

(
uxvyy − 1

2vy
(
vyy + 3uxy

))]
.

Êðîìå òîãî, èíâàðèàíò S1 ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíûé ðåïåð, êîòî-

ðûé ñóùåñòâóåò è â îñîáûõ òî÷êàõ.

À èìåííî, ïîëíûé äèôôåðåíöèàë

d̂S1 =
dS1

dx
dx+

dS1

dy
dy

è åãî îáðàç ïðè îïåðàòîðå I

Id̂S1 =
dS1

dy
dx− dS1

dx
dy

çàäàþò Sl2(C) - èíâàðèàíòíûé êîðåïåð.

Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

∇1 = S−1

(
dS1

dx
· d
dx

+
dS1

dy
· d
dy

)
,

∇2 = S−1

(
dS1

dy
· d
dx
− dS1

dx
· d
dy

)
îáðàçóþò Sl2(C) - èíâàðèàíòíûé ðåïåð.
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Òåîðåìà 6 Ôóíêöèè

S1, S2, S21, S22, S23, S24

è èíâàðèàíòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∇1 è ∇2 ïîðîæäàþò âñå äèôôåðåíöè-

àëüíûå èíâàðèàíòû íà îñîáîé îðáèòå. Ýòè èíâàðèàíòû ðàçäåëÿþò ðåãó-

ëÿðíûå îðáèòû.

Ìû èñïîëüçóåì ýòî îïèñàíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíûõ ôîðì îñîáûõ

òî÷åê.

Ïîëîæèì S1 = α, S2 = α−1β2, ãäå α 6= 0, β 6= 0 è

S21 = σ1, S22 = σ2, S23 = σ3, S24 = σ4.

Òîãäà òèïè÷íûé ïðåäñòàâèòåëü Sl2(C)-îðáèòû â 2-äæåòàõ â òî÷êå

x = y = 0:

ω = Udx+ V dy,

îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 7 Â ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êå 2-äæåò äèôôåðåíöèàëüíîé 1-

ôîðìû SL2(C)-ýêâèâàëåíòåí ôîðìå Udx+V dy, ãäå ôóíêöèè U è V èìåþò

âèä:

U =
1

2

[
(β + 1)x− αy

]
+
σ1
2
y2 +

σ3
4α
y

[
(α2 − 9β2 − 12β − 3)x+ (6αβ + 4α)y

]
,

V =
1

2

[
αx+(1−β)y

]
+
1

2

(
σ2x

2+σ4y
2
)
+
σ3
8α

[
(−3α2−9β2−12β−3)x2+9(β2−1

2
α2−1)y2

]
.
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Nadiia G. Konovenko

Ñonformal projective invariants in the problem of image

recognition.

In this paper we reduce local classi�cation of di�erential 1-forms on the plane

with respect to group SL2(C) of Mobius transformations. We �nd the �eld of

rational conformal di�erential invariants and show that the �eld is generated by

two di�erential invariant derivations and by di�erential invariants of the �rst

and second orders.


