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Êàíîíè÷åñêèå êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæå-
íèÿ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Èðèíà Íèêîëàåâíà Êóðáàòîâà

Àííîòàöèÿ Ìû èññëåäóåì ñïåöèàëüíûé òèï îòîáðàæåíèé ìåæäó ðèìàíî-

âûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâîé ñòðóêòóðîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà Ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî, ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâà ñòðóê-

òóðà.

ÓÄÊ 517.764

1 Ââåäåíèå.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå îáîáùå-

íèÿ òåîðèè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé àôôèííîñâÿçíûõ è ðèìàíîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ è ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíî-

ãîîáðàçèé.

Ãåîäåçè÷åñêîå îòîáðàæåíèå îäíîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà Vn íà äðóãîå

V n îïðåäåëÿåòñÿ êàê âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èõ òî÷êàìè,

ïðè êîòîðîì êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ Vn ïåðåõîäèò â ãåîäåçè÷åñêóþ

ëèíèþ V n.

Åñëè íà ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíà àáñîëþòíî ïàðàëëåëüíàÿ

ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ìåòðèêîé [1], åãî íàçûâà-

þò êåëåðîâûì. Èçâåñòíî [2], ÷òî ãåîäåçè÷åñêîå îòîáðàæåíèå êåëåðîâà ïðî-

ñòðàíñòâà íà êåëåðîâî ñ ñîõðàíåíèåì êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ òðè-

âèàëüíûì. Ïîýòîìó äëÿ êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ èçó÷àþòñÿ áîëåå îáùèå, òàê

íàçûâàåìûå ãîëîìîðôíî ïðîåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ, ââåäåííûå Ò.Îöóêè è

ß.Òàñèðî [3] è ÿâèâøèåñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ îòå÷åñòâåííûõ
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è çàðóáåæíûõ ìàòåìàòèêîâ. Îáñòîÿòåëüíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-

÷åííûõ â òåîðèè ãåîäåçè÷åñêèõ è ãîëîìîðôíî ïðîåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé,

ìîæíî íàéòè â [2], [4].

Îäíèì èç íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ÿâ-

ëÿåòñÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé, ñíàáæåííûõ ðàçëè÷íûìè

ãåîìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè, â ÷àñòíîñòè, àëãåáðàè÷åñêèìè, òî åñòü èçî-

ìîðôíî ïðåäñòàâëÿþùèìè íåêîòîðóþ àëãåáðó [5], [6]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ

ýòèì ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé ñ ðàçëè÷íûìè

àôôèíîðíûìè ñòðóêòóðàìè, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ïî÷òè ãåîäåçè÷åñêèå, p-

ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ àôôèííîñâÿçíûõ è ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Â [7] Í.Ñ. Ñèíþêîâûì è É. Ìèêåøåì áûëî ïðåäëîæåíî âåñüìà øèðî-

êîå îáîáùåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ è ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ïðî-

ñòðàíñòâ àôôèííîé ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ ñ ïðîèçâîëüíîé àôôèíîðíîé

ñòðóêòóðîé - êâàçèïëàíàðíûå îòîáðàæåíèÿ.

Â 1968 ãîäó àêàäåìèê À.Ç. Ïåòðîâ, èññëåäóÿ ïðîáëåìó ìîäåëèðîâàíèÿ

ôèçè÷åñêèõ ïîëåé (â ñìûñëå ïîâåäåíèÿ ïðîáíûõ ÷àñòèö), ïðèøåë ê çàäà÷å

êâàçè-ãåîäåçè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ 4-ìåðíûõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñèãíà-

òóðû Ìèíêîâñêîãî [8]. Ïðè ýòîì äâèæåíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â îäíîì ïîëå

(ïðè îäíîì ýíåðãåòè÷åñêîì ðåæèìå) ìîäåëèðóåòñÿ äâèæåíèåì â äðóãîì ïî-

ëå (ïðè äðóãîì ýíåðãåòè÷åñêîì ðåæèìå) ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé âíåøíåé

ñèëû, òî åñòü ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè îäíîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà V4 ïåðå-

õîäÿò â òàê íàçûâàåìûå êâàçèãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè äðóãîãî ïðîñòðàíñòâà

V 4, â ðåçóëüòàòå ÷åãî, êàê âûðàæàëñÿ À.Ç. Ïåòðîâ, "ïðîèñõîäèò ïåðåêà÷êà

ýíåðãèè â ñèëó". À.Ç. Ïåòðîâûì áûëè ïîëó÷åíû è â íåêîòîðîé ìåðå èññëå-

äîâàíû îñíîâíûå óðàâíåíèÿ êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé â îáùåé ïî

îòîáðàæåíèþ ñèñòåìå êîîðäèíàò:

Γ
h

ij(x) = Γhij(x) + ψ(i(x)δ
h
j)(x) + ϕ(i(x)F

h
j)(x)

F (ij)(x) = 0, F ij(x) = Fαj (x)gαi(x),

ãäå Γ
h

ij , Γ
h
ij êîìïîíåíòû îáúåêòîâ ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâ V 4 è V4 ñ ìåòðè÷å-

ñêèìè òåíçîðàìè gij è gij , ñîîòâåòñòâåííî; ψi, ϕi - êîâåêòîðû; F
h
i - àôôèíîð;

êðóãëûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíî ñèììåòðèðîâàíèå.

Â [8] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò âåñüìà

øèðîêîé ñèòóàöèè, îòâå÷àþùåé îáùåé òî÷êå çðåíèÿ òåîðèè íàáëþäàåìûõ

âåëè÷èí â ôèçèêå.

Òåíçîðíûé õàðàêòåð îñíîâíûõ óðàâíåíèé êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðà-

æåíèé ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ V n è
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Vn ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû è ðàçìåðíîñòè, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ òàêèìè æå

ñîîòíîøåíèÿìè. Áóäåì íàçûâàòü èõ òàêæå êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèìè (ÊÃÎ).

Êëàññ ÊÃÎ, êàê âèäíî, äîñòàòî÷íî øèðîê. Íàïðèìåð, îí âêëþ÷åò â

ñåáÿ ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ è ãîëîìîðôíî-

ïðîåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ñîõðàíåíèåì êîìïëåêñ-

íîé ñòðóêòóðû. Îäíàêî âñëåäñòâèå øèðîòû êëàññà ÊÃÎ òðóäíî ïîëó÷èòü

êîíêðåòíûå ðåçóëüòàòû ïðè èçó÷åíèè åãî âî âñåé îáùíîñòè. Ïîýòîìó â [9]

èç îïðåäåëåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé âûäåëåíû è îáñòîÿòåëüíî èñ-

ñëåäîâàíû ÷àñòíûå ñëó÷àè ÊÃÎ. Â ÷àñòíîñòè, òàì íàëàãàåòñÿ òðåáîâàíèå,

÷òîáû ðàññìàòðèâàåìîå ÊÃÎ f : Vn → V n óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ âçàèì-

íîñòè, òî åñòü ÷òîáû îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : V n → Vn òàêæå áûëî

êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèì, ñîîòâåòñòâóþùèì òîìó æå àôôèíîðó Fhi . Êðîìå òî-

ãî, àôôèíîð Fhi ïîëàãàåòñÿ íåâûðîæäåííûì.

Ìû ïðîäîëæàåì èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè. Ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ

áóäóò ÊÃÎ f : Vn → V n ñïåöèàëüíîãî òèïà, êîòîðûå íàçâàíû íàìè êàíîíè-

÷åñêèìè (ÊÊÃÎ), â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî àôôèíîð Fhi ïîðîæäàåò íà V n è

Vn ïî÷òè êåëåðîâó ñòðóêòóðó.

2 Ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâû ïðîñòðàíñòâà è èõ ñâîéñòâà

1◦. Êàê èçâåñòíî, ÷åòíîìåðíîå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Kn ñ ìåòðè÷åñêèì

òåíîçðîì g(ij)(x) íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûì ( â òåðìèíîëîãèè

Â.Â. Âèøíåâñêîãî ( [6] - À-ïðîñòðàíñòâîì), åñëè íà íåì îïðåäåëåíà àô-

ôèíîðíàÿ ñòðóêòóðà Fhi (x) ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà m(n = 2m), óäîâëåòâîðÿ-

þùàÿ óñëîâèÿì:

Fαi F
h
α = 0, F(ij) = 0, Fij = Fαj gαi, (1)

Fhi,j = 0 (2)

ãäå <,> - çíàê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà Kn.

Óñëîâèìñÿ îïåðàöèþ ñâåðòûâàíèÿ ñ àôôèíîðîì îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

T ...
i...

= T ...α...F
α
i , T i...... = Tα...... F

i
α. (3)

Â ÷àñòíîñòè, ââèäó (1)

T ...
i...

= 0, T i...... = 0.

2◦. Âñëåäñòâèå (2) â Kn âûïîëíÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Fhi,jk = 0. Àëüòåðíèðóÿ èõ ïî èíäåêñàì j, k è ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî Ðè÷÷è,
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ïîëó÷àåì ñâîéñòâà òåíçîðîâ Ðèìàíà è Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà Kn:

Rhijk = Rh
ijk
, Rhijk = −Rhijk, (4)

Rhi = −Rhi. (5)

Ââèäó (2) àôôèíîðíàÿ ñòðóêòóðà ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâà ïðîñòðàíñòâà

èíòåãðèðóåìà, ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè ìîæíî âûáðàòü òà-

êóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, íàçûâàåìóþ àäàïòèðîâàííîé (ê àôôèíîðó), â êî-

òîðîé àôôèíîð ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

(Fhi ) =

(
0 0

Em 0

)
,

òî åñòü

F a+mb = δab , F a+mb+m = F ab = F ab+m = 0, (6)

a, b = 1, 2, . . . ,m = n
2 .

Î÷åâèäíî, ÷òî â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Fhi èìååò íóëåâîé ñëåä:

Fαα = 0. (7)

Â àäàïòèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ââèäó (1), (6) ïðèîáðåòàåò ñïåöè-

ôèêó è ìàòðèöà ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà:

G =

(
G1 G2

−G2 0

)
,

ãäå G1 = G1
T , G2 = −G2

T ,òî åñòü

gab(x) = gba(x); gab+m(x) = −ga+mb(x); ga+mb+m(x) = 0.

3◦. Ââåäåì â Kn âñïîìîãàòåëüíûé òåíçîð Ahi , òàêîé ÷òî

AhαA
α
i = 0, (8)

FhαA
α
i +AhβF

β
i = δhi . (9)

Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì

F βαA
α
β = m.

Ýòîò òåíçîð îïðåäåëÿåòñÿ ñ áîëüøèì ïðîèçâîëîì. Â ÷àñòíîñòè, íåòðóäíî

ïðîâåðèòü, ÷òî â àäàïòèðîâàííîé ê àôôèíîðó Fhi ñèñòåìå êîîðäèíàò îí

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

(Ahi ) =

(
B Em

−B2 −B

)
,

ãäå B - ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m.
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3 Êâàçè-ãåîäçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûõ

ïðîñòðàíñòâ.

Ðàññìîòðèì ïàðó ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ (Kn, gij), (Kn, gij), íàõîäÿùèõ-

ñÿ â êâàçè-ãåîäåçè÷åñêîì îòîáðàæåíèè (ÊÃÎ), ñîîòâåòñòâóþùåì àôôèíîðó

Fhi è óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ âçàèìíîñòè. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðè ýòîì

àôôèíîð Fhi íà îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëÿåò ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâó

ñòðóêòóðó. Òîãäà â îáùåé ïî îòîáðàæåíèþ ñèñòåìå êîîðäèíàò (xi) îñíîâíûå

óðàâíåíèÿ ÊÃÎ ïðåäñòàâÿòñÿ â âèäå:

Γ
h

ij(x) = Γhij(x) + ψ(i(x)δ
h
j)(x) + ϕ(i(x)F

h
j)(x) (10)

Fhα (x)F
α
i (x) = 0, F (ij)(x) = 0, F ij(x) = Fαj (x)gαi(x),

F(ij)(x) = 0, Fij(x) = Fαj (x)gαi(x),
(11)

Fhi,j = 0, Fhi|j = 0, (12)

ãäå Γ
h

ij , Γ
h
ij êîìïîíåíòû îáúåêòîâ ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâ V n è Vn ñ ìåòðè÷å-

ñêèìè òåíçîðàìè gij è gij , ñîîòâåòñòâåííî; ψi, ϕi - êîâåêòîðû; F
h
i - àôôèíîð;

< | >, <,>, - çíàêè êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ñâÿçíîñòÿì Γ
h

ij , Γ
h
ij .

Åñëè â óðàâíåíèÿõ (10) ψi = 0 è ϕi = 0, ÊÃÎ âûðîæäàåòñÿ â àôôèííîå.

Ýòîò ñëó÷àé áóäåì ñ÷èòàòü òðèâèàëüíûì.

Åñëè â (10) ψi 6= 0 è ϕi = 0, ÊÃÎ âûðîæäàåòñÿ â ãåîäåçè÷åñêîå îòîáðà-

æåíèå [4]. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ãåîäåçè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ïðè óñëîâèÿõ

(11), (12) òðèâèàëüíî (çíà÷èò, è ÊÃÎ òðèâèàëüíî). Äåéñòâèòåëüíî, çàâèñè-

ìîñòü ìåæäó êîâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè àôôèíîðà Fhi â ïðîñòðàíñòâàõ

Kn è Kn ñ ó÷åòîì (10), (11), (12) çàïèøåòñÿ â ôîðìå

ψiδ
h
j − ψiFhj = 0.

Îòñþäà ñâåðòûâàíèåì ïî èíäåêñàì h, j íàõîäèì ψi = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

ψi = 0, ÷òî è ïîäòâåðæäàåò òðèâèàëüíîñòü ÊÃÎ.

Ïðè ψi = 0 è ϕi 6= 0 ïîëó÷èì îñîáûé òèï ÊÃÎ, êîòîðûå áóäåì íàçû-

âàòü êàíîíè÷åñêèì êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì (ÊÊÃÎ). Ýòîò òèï

îòîáðàæåíèé ìû è áóäåì èçó÷àòü â äàííîé ñòàòüå.

4 Ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ÊÊÃÎ

ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ðàññìîòðèì ÊÊÃÎ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ f : Kn → Kn ñ

îñíîâíûìè óðàâíåíèÿìè

Γ
h

ij(x) = Γhij(x) + ϕ(i(x)F
h
j)(x) (13)
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Fhα (x)F
α
i (x) = 0,

F (ij)(x) = 0, F ij(x) = Fαj (x)gαi(x), F(ij)(x) = 0, Fij(x) = Fαj (x)gαi(x),

Fhi,j = 0, Fhi|j = 0.

Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî èç çàâèñèìîñòè ìåæäó êîâàðèàíòíûìè ïðîèçâîä-

íûìè àôôèíîðà Fhi â ïðîñòðàíñòâàõ Kn è Kn ïðè ÊÊÃÎ ââèäó (13), (11),

(12) ñëåäóåò

ϕi = 0. (14)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðåçóëüòàòå ñâåðòûâàíèÿ (13) ïî èíäåêñàì h, j ñ ó÷åòîì

(11) ïîëó÷èì

Γ
α

iα = Γαiα + ϕi.

Êàê èçâåñòíî, â ëþáîì ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå Γαiα(x) =
1
2∂i ln |g|, ãäå

g = det ‖gij‖. Ïîýòîìó èç ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé íà îñíîâàíèè (14)èìååì

T = T, (15)

ãäå

T = ∂i ln |g|, T = ∂i ln |g|.

2◦. Ïðîèçâåäåì ñâåðòûâàíèå (13) ïî èíäåêñàì h, j ñ òåíçîðîì Ajh, ââå-

äåííûì âûøå:

Γ
α

iβA
β
α = ΓαiβA

β
α +mϕi + ϕαA

α
i
.

Ñâîéñòâà òåíçîðà A (8), (9), à òàêæå (14) ïîçâîëÿþò âûðàçèòü îòñþäà

(m+ 1)ϕi = Γ
α

iβA
β
α − ΓαiβAβα,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî (13) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

T
h

ij = Thij ,

ãäå

Thij = Γhij −
1

m+ 1

(
ΓαiβA

β
αF

h
j + ΓαjβA

β
αF

h
i

)
. (16)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿþòñÿ â Kn êîìïîíåíòû T
h

ij .

3◦. Íà îñíîâàíèè (13) çàâèñèìîñòü ìåæäó êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ Ðè-

ìàíà ïðîñòðàíñòâ Kn è Kn èìååò âèä:

R
h

ijk = Rhijk + Fhk ϕi,j − Fhj ϕi,k + Fhi (ϕk,j − ϕj,k). (17)
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Ñâåðíóâ ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïî h, k, ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü ìåæäó êîìïîíåíòà-

ìè òåíçîðîâ Ðè÷÷è Kn è Kn:

Rij = Rij − ϕi,j − ϕj,i. (18)

Èç (4) ñëåäóåò

Rh
ijk

+Rh
ijk

= 0, R
h

ijk +R
h

ijk = 0

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïðåäûäóùèå ðàâåíñòâà, íàõîäèì

Fhk ϕi,j + Fhi ϕk,j − F
h
j ϕi,k − F

h
i ϕj,k = 0.

Ïîñêîëüêó ϕi,j = 0, ñâåðòûâàíèå ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñ Akh ïî k è h äàåò íàì

mϕi,j − ϕj,i = 0,

÷òî îçíà÷àåò

ϕi,j = 0 (19)

ïðè m 6= 1. Íî òîãäà èç (18) ñëåäóåò

Rij = Rij , (20)

òî åñòü òåíçîð Ðè÷÷è èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ÊÃÃÎ ïàðàáîëè÷åñêè êå-

ëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

4◦. Ñâåðíåì (17) ñ Akh ïî k è h ñ ó÷åòîì (19) è (9):

R
α

ijβA
β
α = RαijβA

β
α +mϕi,j − ϕj,i.

Îòñþäà, ñîîòâåòñòâåííî,

(m2 − 1)ϕi,j = m(R
α

ijβ −Rαijβ)Aβα + (R
α

jiβ −Rαjiβ)Aβα.

Òåïåðü (17) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

T
h

ijk = Thijk,

ãäå

Thijk = Rhijk − Fhk R̃ij + Fhj R̃ik + Fhi R̃[jk], (21)

R̃ij =
1

m2 − 1
(mRαijβ +Rαjiβ)A

β
α.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿþòñÿ â Kn êîìïîíåíòû T
h

ijk.

Íàìè äîêàçàíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1 Ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû (15), (16), (21) è òåíçîð Ðè÷÷è èí-

âàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ÊÊÃÎ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îáúåêò (16) íîñèò íåòåíçîðíûé õàðàêòåð è ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èçâåñò-

íûõ ïàðàìåòðîâ Òîìàñà â òåîðèè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ðèìàíîâûõ

ïðîñòðàíñòâ. Åãî ñîõðàíåíèå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû îòîá-

ðàæåíèå ìåæäó ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè áûëî êàíîíè-

÷åñêèì êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèì.

Îáúåêò (21) - àíàëîã òåíçîðà Âåéëÿ â òåîðèè ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé.

Ñîõðàíåíèå îáúåêòîâ (15), (21) è òåíçîðà Ðè÷÷è - ëèøü íåîáõîäèìîå óñëîâèå

äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå áûëî ÊÊÃÎ.

5 ÊÊÃÎ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ íà ïëîñêîå

ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî.

1◦. Áóäåì íàçûâàòü ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâû ïðîñòðàíñòâà, äîïóñêàþùèå

ÊÊÃÎ íà ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî, êàíîíè÷åñêèì êâàçèïëîñêèìè.

Ðàññìîòðèì ÊÊÃÎ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâà ïðîñòðàíñòâà Kn íà ïëîñêîå

ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî Kn = En. Òîãäà R
h

ijk = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, (17)

ïîñëå îïóñêàíèÿ â Kn èíäåêñà h ïðèíèìàþò âèä:

Rhijk + Fhkϕi,j − Fhjϕi,k + Fhi(ϕk,j − ϕj,k) = 0. (22)

Â ðåçóëüòàòå ñèììåòðèðîâàíèÿ ïî èíäåêñàì i, j îòñþäà ïîëó÷èì:

Fhkϕi,j − Fhjϕi,k + Fikϕh,j − Fijϕh,k = 0.

Ïîäíèìàÿ çäåñü èíäåêñ h â Kn è ñâåðòûâàÿ ñ Akh ïî h è k, íàõîäèì:

ϕi,j = CFij , C =
1

m
ϕα,βg

αγAβγ . (23)

Ñëåäîâàòåëüíî, (22) ïðèíèìàþò âèä:

Rhijk = C(FhjFik − FhkFij + 2FhiFjk). (24)

Ñâåðòûâàíèå ñ ghk ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî èíäåêñàì i, j äàåò íàì

Rij = 0, òî åñòü êàíîíè÷åñêè êâàçèïëîñêîå ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî ïðî-

ñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì.

2◦. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì êîâàðèàíòíî â Kn (24) ïî xl, çàòåì ïðîöèê-

ëèðóåì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïî j, k, l è ïðèìåíèì äèôôåðåíöèàëüíîå

òîæäåñòâî Áèàíêè:

Cl(FhjFik − FhkFij + 2FhiFjk) + Cj(FhkFil − FhlFik + 2FhiFkl)+

+Ck(FhlFij − FhjFil + 2FhiFlj) = 0.
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Ñâåðòûâàíèå ýòîãî ðàâåíñòâà ñ ghl ïî èíäåêñàì h, l è çàòåì ñ giαAjα ïî i, j

äàåò íàì Ck = 0. Ïîýòîìó ïîäíèìàÿ â ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿõ èíäåêñ i â

Kn è ñâåðòûâàÿ çàòåì ñ Aji ïî i è j ñ ó÷åòîì (9), ïîëó÷àåì:

m(ClFhk − CkFhl) + 2ChFkl = 0.

Öèêëèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî h, k, l è ñðàâíèâàÿ ñ èñõîäíûì, íàêîíåö ïðèõî-

äèì ê âûâîäó, ÷òî Ck = 0, òî åñòü C = const. Íàìè äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 Òåíçîð Ðèìàíà êàíîíè÷åñêè êâàçèïëîñêîãî ïàðàáîëè÷åñêè êåëå-

ðîâà ïðîñòðàíñòâà Kn, (n > 2) ïî íåîáõîäèìîñòè èìååò ñòðóêòóðó (24)

ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C è ÿâëÿåòñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêèì.

3◦. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóåò ëè äëÿ ïàðàáîëè-

÷åñêè êåëåðîâà ïðîñòðàíñòâà Kn, â êîòîðîì èìåþò ìåñòî (24), íåòðèâèàëü-

íîå ÊÊÃÎ.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç (24) è (21) ñëåäóåò Thijk = 0. Âåðíî è îáðàò-

íîå: èç Thijk = 0 ñëåäóåò, ÷òî ñòðóêòóðà òåíçîðà Ðèìàíà â òàêîì ïðîñòðàíñòâå

èìååò âèä (24).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàíîíè÷åñêè êâàçèïëîñêîå ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî

ïðîñòðàíñòâî Kn ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gij(x) è àôôèíîðîì Fhi (x) íàì

çàäàíî. Åñëè ñóùåñòâóåò ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî îòíîñèòåëüíî òîãî æå àô-

ôèíîðà ïðîñòðàíñòâî Kn ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gij(x), íà êîòîðîå ïðî-

ñòðàíñòâî Kn äîïóñêàåò ÊÊÃÎ, ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðó ϕi(x) 6= 0, òî ââè-

äó èíâàðèàíòíîñòè Thijk èìååì Thijk = T
h

ijk = 0 è èç (21) ñëåäóåò

C(Fhj F ik − Fhk F ij + 2Fhi F jk) = C(Fhj Fik − Fhk Fij+
+2Fhi Fjk) + Fhk ϕi,j − Fhj ϕi,k + Fhi (ϕk,j − ϕj,k).

Îòñþäà ïîñëå ñâåðòûâàíèÿ ñ Akh ïî h è k

CF ij = CFij + ϕi,j . (25)

Äàëåå, ââèäó (13), (11), (12) è (14)

gij,k = ϕiF jk + ϕjF ik. (26)

Ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé (25), (26) îáðàçóåò ñèñòåìó Êîøè â êîâàðèàíò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà â Kn îòíîñèòåëüíî gij(x) è ϕi(x). Íà

îñíîâàíèè (11) â Kn ìû òàêæå äîëæíû òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

giαF
α
j + gjαF

α
i = 0. (27)
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Èññëåäóåì ñìåøàííóþ ñèñòåìó (25), (26), (27) â Kn. Çàìåòèì, ÷òî ïðè

ýòèõ óñëîâèÿõ â Kn àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò Fhi|j ≡ 0. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøå-

íèÿ

gij(x) ≡ gji(x), (det ‖gij‖ 6= 0), ϕi(x) 6= 0 (28)

ñèñòåìû óðàâíåíèé (25), (26), (27) â êàíîíè÷åñêè êâàçèïëîñêîì ïðîñòðàí-

ñòâåKn íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòî ïðîñòðàíñòâî äîïóñêàëî ÊÊÃÎ.

Óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè (25) è (26) èìåþò âèä:

C(Fαj gαi,k − Fαk gαi,j) = ϕαR
α
ijk,

gαjR
α
ikl + giαR

α
jkl = ϕi,lF jk + ϕiF

α
k gαj,l − ϕi,kF jl + ϕiF

α
l gαj,k.

Ââèäó (25), (26), (24), (14) ýòè óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè âûïîëíÿþòñÿ òîæ-

äåñòâåííî. Íàêîíåö, äèôôåðåíöèðóÿ êîâàðèàíòíî â Kn (27) è èñïîëüçóÿ

(26), óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïåðâîå äèôôåðåíöèàëüíîå ïðîäîëæåíèå óñëîâèé (27)

âûïîëíÿåòñÿ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåñêàçàííûì è èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñìåøàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (25), (26), (27) èìååò â êà-

íîíè÷åñêè êâàçèïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå Kn ðåøåíèå äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ

çíà÷åíèÿõ èñêîìûõ ôóíêöèé (28), óäîâëåòâîðÿþùèõ â òî÷êå M0 óñëîâèÿì

(27).

Èòàê, íàìè äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3 Åñëè êàíîíè÷åñêè êâàçèïëîñêîå ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî ïðî-

ñòðàíñòâî Kn (n 6= 2) äîïóñêàåò ÊÊÃÎ íà ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâî ïðî-

ñòðàíñòâî Kn, òî Kn òàêæå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêè êâàçèïëîñêèì. Ìåæ-

äó ëþáûìè êàíîíè÷åñêè êâàçèïëîñêèìè ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûìè ïðî-

ñòðàíñòâàìè ìîæíî óñòàíîâèòü íåòðèâèàëüíîå ÊÊÃÎ.

Ýòà òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã òåîðåìû Áåëüòðàìè â òåîðèè

ãåîäåçè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

6 Ìåòðèêè êàíîíè÷åñêè êâàçèïëîñêèõ ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâûõ

ïðîñòðàíñòâ.

Ââèäó C = const èç (24) ñëåäóåò, ÷òî êàíîíè÷åñêè êâàçèïëîñêîå ïàðàáîëè-

÷åñêè êåëåðîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì:

Rhijk,l = 0.
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Äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ï.À. Øèðîêîâ [10] ïîëó÷èë

ôîðìóëó, ïîçâîëÿþùóþ âîññòàíîâèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â îêðåñòíîñòè

íåêîòîðîé òî÷êè M(x0) â Vn:

gij =
◦
gij +

1

2

∞∑
s=1

(−1)s2s

(2s+ 2)!

s
mij

ãäå
1
mij = mij ,

k+1
m ij =

k
mαimβj

◦
g
αβ

mij =
◦
Riαjβy

αyβ ,

ãäå
◦
gij ,

◦
g
αβ

,
◦
Riαjβy

αyβ - çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî, îáðàòíîãî åìó

òåíçîðîâ è òåíçîðà Ðèìàíà â òî÷êå x0, (yh) - ðèìàíîâû êîîðäèíàòû ñ íà÷à-

ëîì â òî÷êå x0.

Ó÷èòûâàÿ (24), (11) è èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, ïîëó÷èì
k
mij = 0 ïðè

k > 1, òàê ÷òî êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà êàíîíè÷åñêè êâàçèïëîñêî-

ãî ïàðàáîëè÷åñêè êåëåðîâà ïðîñòðàíñòâà Kn (n = 2m > 2) ïðåäñòàâÿòñÿ â

âèäå

gij =
◦
gij +

C

4
yα
◦
Fαiy

β
◦
F βj ,

ãäå
◦
gij ,

◦
F ij - êîìïîíåíòû òåíçîðîâ gij , Fij â òî÷êå x0, yh - ðèìàíîâû êîîð-

äèíàòû ñ íà÷àëîì â òî÷êå x0.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Ä. Â. Áåêëåìèøåâ. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâ ñ ïî÷òè êîìïëåêñíîé
ñòðóêòóðîé // Èòîãè íàóêè. Ãåîìåòðèÿ. Ì., ÂÈÍÈÒÈ ÀÍ ÑÑÑÐ, 1963 165�212.

2. J. Mikes, A. Vanzurova, I. Hinterleitner. Geodesic Mappings and Some Generalizations
// Palacky University, Olomouc, Faculty of Science. Olomouc, 2009.

3. T. Otsuki, Y. Tashiro. On curves in Kaehlerian spaces // J.Okayama Univ. �4, 1954
57�78.

4. Í. Ñ. Ñèíþêîâ. Ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ // Ì.: Íàóêà,
Ìîñêâà, 1979. 256 ñ.

5. À. Ï. Øèðîêîâ. Ïðîñòðàíñòâà íàä àëãåáðàìè è èõ ïðèìåíåíèÿ // Èòîãè íàóêè è
òåõíèêè. Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ ÂÈÍÈÒÈ. Ì., Ò.73, 2002 135�
161.

6. Â. Â. Âèøíåâñêèé. Èíòåãðèðóåìûå àôôèíîðíûå ñòðóêòóðû è èõ ïëþðàëüíûå èí-
òåðïðåòàöèè // Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ
ÂÈÍÈÒÈ. Ì., Ò.73, 2002 5�64.

7. É. Ìèêåø, Í. Ñ. Ñèíþêîâ. Î êâàçèïëàíàðíûõ îòîáðàæåíèÿõ ïðîñòðàíñòâ àôôèííîé
ñâÿçíîñòè // Èçâåñòèÿ ÂÓÇîâ. Ìàòåìàòèêà. �1, 1983 55�61.

8. Ïåòðîâ À.Ç. Ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïîëåé // Ãðàâèòàöèÿ è òåîðèÿ îòíîñèòåëü-
íîñòè, 1968, âûï.4-5. Èçä. Êàçàíñê. óí-òà. Ñ. 7�21.

9. È. Í. Êóðáàòîâà. Êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ //
Äèññ. íà ñîèñê. ó÷åí. ñòåï. ê. ô.-ì. í. Îäåñ. ÎÃÓ, 1979 99 ñ.



64

DOI 10.15673/2072-9812.1/2014.29277

È.Í. Êóðáàòîâà

10. Ï. À. Øèðîêîâ. Èçáðàííûå ðàáîòû ïî ãåîìåòðèè // Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàí.óí-òà,
1966 432 ñ.

Èðèíà Íèêîëàåâíà Êóðáàòîâà

ÎÍÓ, Îäåññà, Óêðàèíà

E-mail: irina.kurbatova27@gmail.com

Irina N. Kurbatova

Canonical quasigeodesic mappings of parabolic Kähler spaces

We investigate special type of mappings between Riemannian spaces with

parabolic Kähler structure.


