
DOI 10.15673/2072-9812.3/2014.40229

Proc. Intern. Geom. Center 2014 7(3) 21�26 dω

Èçîáèëèå êëàññîâ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííî-
ñòè äëÿ áëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà âíóòðåííèõ
îòîáðàæåíèé

Èãîðü Þðüåâè÷ Âëàñåíêî

Àííîòàöèÿ Äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ òî÷íîñòüþ äî òîïîëî-

ãè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà äâóñâÿçíàÿ íåïîäâèæíàÿ

ðåãóëÿðíàÿ êîìïîíåíòà áëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà. Îäíàêî äëÿ íåîáðàòèìûõ

âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé ýòî íå òàê. Â ðàáîòå ïîñòðîåí ïðèìåð áåñêîíå÷-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé ñôåðû ñ èíâàðèàíòíîé

äâóñâÿçíîé ðåãóëÿðíîé êîìïîíåíòîé, òàêèõ, ÷òî ýòè îòîáðàæåíèÿ â ñóæå-

íèè íà ñâîþ ðåãóëÿðíóþ êîìïîíåíòó ïîïàðíî òîïîëîãè÷åñêè íå ñîïðÿæåíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ, êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿ-

æåííîñòè, áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî

ÓÄÊ 517.938.5

Ïóñòü S2 � äâóìåðíàÿ ñôåðà è f : S2 → S2 � åå âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå,

ò. å. íåïðåðûâíûé îòêðûòûé (îáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò)

êîíå÷íîêðàòíûé (ó êàæäîé òî÷êè ÷èñëî ïðîîáðàçîâ êîíå÷íî) ýïèìîðôèçì.

Ïîäðîáíåå î âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèÿõ ñì. [7].

Â ðàáîòàõ [1], [2] Áèðêãîôîì è Ñìèòîì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ãîìåî-

ìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ðåãóëÿðíàÿ êîìïîíåíòà S

áëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà èìååò òîïîëîãè÷åñêèé òèï ëèáî îäíîñâÿçíîé ëèáî

äâóñâÿçíîé îáëàñòè â R2, ïðè÷åì â ñëó÷àå äâóñâÿçíîé îáëàñòè îáå êîìïî-

íåíòû ñâÿçíîñòè ãðàíèöû S ëåæàò âî ìíîæåñòâå íåáëóæäàþùèõ òî÷åê. Äëÿ

êàæäîãî èç ýòèõ òèïîâ êîìïîíåíò â ñóæåíèè íà òðàåêòîðèþ òàêîé êîìïî-
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íåíòû ãîìåîìîðôèçìû òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû1: ýòî çàêðûâàåò âîïðîñ î

êëàññèôèêàöèè ðåãóëÿðíûõ êîìïîíåíò ãîìåîìîðôèçìîâ. Â [3] ýòè èññëåäî-

âàíèÿ áûëè ïðîäîëæåíû íà ñëó÷àé áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ãîìåîìîðôèçìîâ äèíàìèêà íà ìíîæåñòâå áëóæ-

äàþùèõ òî÷åê óñòðîåíà îòíîñèòåëüíî ïðîñòî. Íàïðèìåð, äëÿ ãîìåîìîðôèç-

ìîâ ñôåðû, ó êîòîðûõ íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê �

ñòîêà è èñòî÷íèêà, îãðàíè÷åíèÿ ýòèõ ãîìåîìîðôèçìîâ íà áëóæäàþùåå ìíî-

æåñòâî ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè.

Îäíàêî, êàê çäåñü ïîêàçàíî, äëÿ íåîáðàòèìûõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé

ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ. Óæå â ñëó÷àå ðàçâåòâëåííîãî íàêðûâà-

þùåãî âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ ñôåðû, ó êîòîðîãî íåáëóæäàþùåå ìíîæå-

ñòâî ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê � ñòîêà è èñòî÷íèêà, íà áëóæäàþùåì ìíîæåñòâå

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êëàññîâ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â ðàáîòå ïîñòðîåí ïðèìåð ñ÷åò-

íîãî ñåìåéñòâà ïîïàðíî òîïîëîãè÷åñêè ðàçëè÷íûõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé

äâóìåðíîé ñôåðû S2 óêàçàííîãî âûøå òèïà.

Îòäåëüíóþ áëàãîäàðíîñòü õî÷ó âûðàçèòü ðåöåíçåíòó ñòàòüè çà âûÿâëåí-

íûå îøèáêè â ïåðâîì âàðèàíòå ïðèìåðà.

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç O+
f (x) ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóòðàåêòîðèþ òî÷êè x, ò. å.

ìíîæåñòâî {fn(x)| n ≥ 0}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O−f (x) îòðèöàòåëüíóþ ïîëóòðà-

åêòîðèþ òî÷êè x, ò. å. ìíîæåñòâî {fn(x)| n < 0}. Øèðîêîé òðàåêòîðèåé

Of (x) òî÷êè x íàçîâåì ìíîæåñòâî ∪y∈O+
f (x)O

−
f (y).

Òàê êàê f � êîíå÷íîêðàòíûé ýïèìîðôèçì, òî åñòåñòâåííî ýòè òðàåêòî-

ðèè âîñïðèíèìàòü êàê íàáîðû èç îòäåëüíûõ òî÷åê.

Â îòëè÷èå îò ãîìåîìîðôèçìîâ, äëÿ êîòîðûõ òðàåêòîðèÿ òî÷êè â òî÷-

íîñòè ñîñòîèò èç åå ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ïîëóòðàåêòîðèé, ó

âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé øèðîêàÿ òðàåêòîðèÿ òî÷êè èìååò è äðóãèå òî÷-

êè. Ââåäåì åùå îäíî åñòåñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî øèðîêîé òðàåêòîðèè òî÷-

êè, êîòîðîå íå íèãäå íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ åå ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé

ïîëóòðàåêòîðèÿìè, êðîìå êàê â ñàìîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 1 Íåéòðàëüíûì ñå÷åíèåì òðàåêòîðèè òî÷êè x íàçîâåì

ìíîæåñòâî {f−n (fn(x)) | n ≥ 0}. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç O⊥f (x).

Êàê ëåãêî âèäåòü èç îïðåäåëåíèÿ, åñëè ñðåäè îáðàçîâ x íåò ïåðèîäè÷å-

ñêîé òî÷êè, à f èìååò â òî÷êàõ îðáèòû áîëüøå îäíîãî ïðîîáðàçà, òî øèðîêàÿ

1 f è g òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû, åñëè ∃ ãîìåîìîðôèçì h: fh = hg. Ïîäðîáíåå ñì. [5].
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òðàåêòîðèÿ òî÷êè x ðàñïàäàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé,

ïðè ÷åì êàæäîå íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 2 Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé òî÷êîé f , åñëè íàéäåò-

ñÿ òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü U , ÷òî fm(U) ∩ U = ∅ äëÿ âñåõ m ∈ Z.

Îáùèå îïðåäåëåíèÿ ñóïåðáëóæäàþùèõ è ðàâíîìåðíî ñóïåðáëóæäàþùèõ

äàíû â [4]. Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ äàäèì çäåñü óïðîùåííîå îïðåäåëåíèå,

èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî â ïîñòðîåííûõ ïðèìåðàõ áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî

äâóñâÿçíî è ãîìåîìîðôíî öèëèíäðó, à ñóæåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ îòîáðàæå-

íèé íà ýòîò öèëèíäð ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì.

Îïðåäåëåíèå 3 Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíî áëóæäàþùåé òî÷êîé f ,

åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ åå ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü U , ÷òî ∀n ≥ 0 îòêðû-

òîå ìíîæåñòâî f−n(fn(U)) ðàñïàäàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè òàêèå,

÷òî ñóæåíèå f íà êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèç-

ìîì è êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíî òî÷êó

èç ìíîæåñòâà {f−n (fn(x))}.

Îïðåäåëåíèå 4 Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ñóïåðáëóæäàþùåé òî÷êîé f , åñëè

îíà áëóæäàþùàÿ è íåéòðàëüíî áëóæäàþùàÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ (íå ÿâëÿþùèõñÿ áëóæäà-

þùèìè) òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 5 Áëóæäàþùàÿ òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè ∀ε >
0 ∃δ(x) � δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè x, è ∃N > 0 òàêîå, ÷òî ∀k > N è ∀k < −N
fk(δ(x)) ⊂ ε(Ω), ãäå ε(Ω) � ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà Ω, fk(δ(x)) � îáðàç

δ(x) ïðè îòîáðàæåíèè fk.

Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îòêðûòî. Ìàêñèìàëüíûå ñâÿçíûå êîìïî-

íåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ïîñòðîåíèå èñêîìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ââåäåì íà ñôåðå áåç äâóõ òî÷åê êîîðäèíàòû áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà

(r, φ), r ∈ R, φ ∈ [0, 1). Äâå îñòàâøèåñÿ òî÷êè ñôåðû îáîçíà÷èì ñîîòâåò-

ñòâåííî ÷åðåç +∞ è −∞.

Ðàññìîòðèì â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ïðîñòîå îòîáðàæåíèå ñôåðû

Φ0 : (r, φ) 7→ (r + 1, 2φ mod 1).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè 2 ñ òî÷êàìè âåòâëå-

íèÿ +∞ è −∞. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ òîæå ñîñòîèò
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èç òî÷åê +∞ è −∞, ïðè ÷åì +∞ ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì, à −∞ � èñòî÷íèêîì.

Îñòàëüíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ áëóæäàþùèìè, ïðè ÷åì áëóæäàþùåå ìíîæå-

ñòâî îáëàäàåò äâóìÿ èíâàðèàíòíûìè ñëîåíèÿìè íà êîîðäèíàòíûå ëèíèè

{r = const} è {φ = const}.

Ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé áóäåò ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ âîçìó-

ùåíèé Φ0, êîòîðûå ìû áóäåì ïîäáèðàòü òàê, ÷òîáû ó âîçìóùåííîãî îòîáðà-

æåíèÿ íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ïðîäîëæàëî áû ñîñòîÿòü èç òî÷åê âåòâ-

ëåíèÿ +∞ è −∞, è ñîõðàíÿëèñü èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ {r = const} è

{φ = const}.

Äëÿ ýòîãî â îòîáðàæåíèè Φ0 áóäåì ìåíÿòü âî âòîðîé (óãëîâîé) êî-

îðäèíàòå îòîáðàæåíèå Ψ0 = 2φ mod 1 íà îòîáðàæåíèÿ Ψi(φ), ãäå êàæäîå

Ψi : S
1 → S1 �íåêîòîðîå âîçìóùåíèå îòîáðàæåíèÿ 2φ mod 1, òàêæå ÿâëÿþ-

ùååñÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì îêðóæíîñòè R mod 1, êîòîðîå áóäåò çàäàíî

äàëåå. Òîãäà èñêîìîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé (Φi), i ≥ 1 áóäåò èìåòü âèä

Φi : (r, φ) 7→ (r + 1, Ψi(φ)). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèé òàêîãî âèäà

ñëîåíèÿ {r = const} è {φ = const} ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè.

Îñòàëîñü çàäàòü îòîáðàæåíèÿ (Ψi), i ≥ 1. Çàìåòèì, ÷òî ó îòîáðàæåíèÿ

Ψ0 = 2φ mod 1 ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê áåñêîíå÷íî è èõ ìàêñèìàëü-

íûé ïåðèîä íå îãðàíè÷åí. Âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü (εn0 ) ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ 2φ mod 1 òàêóþ, ÷òî ïåðè-

îä ýòèõ òî÷åê p(n) ñòðîãî âîçðàñòàåò. Ê ïðèìåðó, ïîëîæèì ε10 = 1
2 (ïåðèîä

1, O+
Ψ0
( 12 ) = { 12}), ε

2
0 = 1

3 (ïåðèîä 2, O+
Ψ0
( 13 ) = { 13 ,

2
3}), ε

3
0 = 1

7 (ïåðèîä 3,

O+
Ψ0
( 17 ) = {

1
7 ,

2
7 ,

4
7}), ε

4
0 = 1

5 (ïåðèîä 4, O+
Ψ0
( 15 ) = {

1
5 ,

2
5 ,

4
5 ,

3
5}),. . .

Îáîçíà÷èì òî÷êè èç O+
Ψ0
(εn0 ) ÷åðåç ε

n
0 , . . . , ε

n
p(n)−1, Ψ0(ε

n
i ) = εni+1. Ïóñòü

dn = mini,j |εni − εnj mod 1| � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè èç

O+(εn0 ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Iij îòðåçîê [εij − di
4 , ε

i
j +

di
4 ].

Çàäàäèì Ψi(φ) íà îòðåçêàõ Iij êàê Ψi(φ) = εij + φ, φ ∈ Iij , à âíå îòðåç-

êîâ Iij ãëàäêî ïðîäîëæèì Ψi(φ) ëþáîé ïîäõîäÿùåé ôóíêöèåé òàê, ÷òîáû

îòîáðàæåíèå Ψi(φ) áûëî ìîíîòîííî ïî φ è âíå îòðåçêîâ Iij ïðîèçâîäíàÿ îò

Ψi(φ) áûëà áû ñòðîãî áîëüøå 1. Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ Ψi
(
Iij
)
= Iij+1,

j < p(n) − 1, Ψi

(
Iip(n)−1

)
= Ii0, I

i
p(n) = Ii0. Ê ïðèìåðó, â êà÷åñòâå Ψi ìîæíî

âçÿòü ôóíêöèè èç ðèñ. 1. Äèíàìèêà Ψi(φ) âûãäÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïî ïîñòðîåíèþ, îòðåçêè Iij ñîñòîÿò èç ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ñ ïåðèîäîì 2i.

Îñòàâøèåñÿ òî÷êè ïðèíàäëåæàò ëèáî îòêðûòîìó ìíîæåñòâó òî÷åê, êîòîðûå

îòîáðàæàþòñÿ íà âíóòðåííîñòü îòðåçêîâ Iij , ëèáî âõîäÿò â îñòàâøååñÿ Êàí-

òîðîâî ìíîæåñòâî ðàñòÿãèâàþùèõ òî÷åê, ñîñòîÿùåå èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
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íåñòðîãî ðàñòÿãèâàþùèõ òî÷åê, âõîäÿùèõ â ãðàíèöû ïðîîáðàçîâ îòðåçêîâ,

è êîíòèíóóìà ñòðîãî ðàñòÿãèâàþùèõ òî÷åê.

0 1
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2

0 1

1

2

0 1

1

2

0 1

1

2

0 1

1

2

Ðèñ. 1 Ψ1(φ), Ψ2(φ), Ψ3(φ), Ψ4(φ), Ψ5(φ).

Ðàññìîòðèì ó ïîëó÷åííîãî âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ Φi ïðîèçâîëü-

íóþ áëóæäàþùóþ òî÷êó (r0, φ0). Ïðåäñòàâèì øèðîêóþ òðàåêòîðèþ òî÷êè

(r0, φ0) â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé:

OΦi ((r0, φ0)) = ∪+∞s=−∞(Φi)
s
(
O⊥Φi

(r0, φ0)
)
.

Ïî ïîñòðîåíèþ, åå øèðîêàÿ òðàåêòîðèÿ âëîæåíà â íàáîð îêðóæíîñòåé

{{r0 + n = const} , n ∈ Z} ,

à êàæäîå íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå (Φi)
s
(
O⊥Φi

(r0, φ0)
)
øèðîêîé òðàåêòîðèè ëå-

æèò â ñâîåé îòäåëüíîé îêðóæíîñòè {r0+s = const}, è, êàê ñëåäñòâèå, ðàçíûå
íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ îòäåëåíû äðóã îò äðóãà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÿâëÿåò-

ñÿ ëè òî÷êà (r0, φ0) ïðîñòî áëóæäàþùåé èëè æå ñóïåðáëóæäàþùåé, çàâèñèò

òîëüêî îò åå äèíàìèêè ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå φ, çàäàííîé îòîáðàæåíèåì

Ψi(φ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ èõ óãëîâàÿ êîîðäèíàòà ñî âðå-

ìåíåì îòîáðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ Ψi(φ) íà âíóòðåííîñòü îäíîãî èç îòðåçêîâ

Iij , ÿâëÿþòñÿ ñóïåðáëóæäàþùèìè. Â êà÷åñòâå ðàçäåëÿþùåé îêðåñòíîñòè èç

îïðåäåëåíèÿ òàì ìîæíî âçÿòü âíóòðåííîñòü ïðÿìîóãîëüíèêà Iij×(r0−ε, r0+
ε). Îñòàâøèåñÿ òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ ñóïåðáëóæäàþùèìè, òàê êàê ïî ïîñòðî-

åíèþ îíè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè íàêîïëåíèÿ ñâîåãî íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòîáðàæåíèÿ Φi îòðåçêè I
i
j îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò

âïåðåä èíâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà ñóïåðáëóæäàþùèõ òî÷åê.

Â ïîëó÷åííîì ñåìåéñòâå îòîáðàæåíèé (Φi), i ≥ 1 âïåðåä èíâàðèàíò-

íûå ïåðèîäè÷åñêèå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà ñóïåðáëóæäàþùèõ òî÷åê îòîá-

ðàæåíèÿ Φi ïî ïîñòðîåíèþ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâ
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Iij × (−∞,+∞) è èìåþò ïåðèîä p(i). Ïîñêîëüêó ïåðèîä p(i) ðàñòåò ñòðî-

ãî ìîíîòîííî, äëÿ ðàçíûõ i îòîáðàæåíèÿ Φi íå ìîãóò áûòü òîïîëîãè÷åñêè

ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé, à èõ ìíîæåñòâà ñóïåðáëóæäàþùèõ òî÷åê òîïîëî-

ãè÷åñêè ðàçëè÷íû.
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Abundance of topological conjugacy classes for wandering sets

of inner mappings

For a homeomorphism there is only one cylindric regular invariant component

of wandering set up to the topological conjugacy. But it is di�erent for inner

mappings. This paper shows an example of in�nite sequence of inner mappings

such that each of them has a cylindric regular invariant component of wandering

set but for any pair of inner mappings their components are not topologically

conjugate.


