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Ïðî êîìáiíàòîðíèé iíâàðiàíò ïñåâäîãàðìîíi÷-
íèõ ôóíêöié, çàäàíèõ íà k−çâ'ÿçíié çàìêíåíié
îáëàñòi

I.À. Þð÷óê

Àíîòàöiÿ Íåõàé f : D → R � ïñåâäîãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäàíà íà

k−çâ'ÿçíié îði¹íòîâàíié çàìêíåíié îáëàñòi D ⊂ C, îáìåæåíié æîðäàíîâèìè

êðèâèìè γ0, γ1, . . ., γk, 0 ≤ k < ∞. Íàãàäà¹ìî, ùî äàíèé êëàñ ôóíêöié

ñïiâïàäà¹ iç êëàñîì íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, ùî ìàþòü ñêií÷åííå ÷èñëî ñiäëî-

âèõ êðèòè÷íèõ òî÷îê ó âíóòðiøíîñòi îáëàñòi òà ñêií÷åííå ÷èñëî ëîêàëüíèõ

åêñòðåìóìiâ íà ìåæi.Ó ðîáîòi [4], àâòîðàìè ïîâíiñòþ äîñëiäæåíî âèïàäîê

k = 0, à ñàìå, ïîáóäîâàíî òîïîëîãi÷íèé iíâàðiàíò äàíîãî êëàñó ôóíêöié,

äîâåäåíî éîãî îñíîâíi âëàñòèâîñòi, êðèòåðié ¨õ òîïîëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi

òà êðèòåðié ðåàëiçàöi¨ ñïåöiàëüíîãî êëàñó ãðàôiâ ÿê iíâàðiàíòó ôóíêöié. Â

äàíié ñòàòòi ïîáóäîâàíî êîìáiíàòîðíèé iíâàðiàíò G(f) ôóíêöi¨ f ó âèïàäêó

k−çâ'ÿçíî¨ çàìêíåíî¨ îáëàñòi, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ iç ãðàôiâ Êðîíðîäà-Ðiáà

çâóæåííÿ ôóíêöi¨ f íà ìåæó îáëàñòi D òà çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò òèõ ëiíié ðiâ-

íÿ êðèòè÷íèõ òà íàïiâðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨, ÿêi ìiñòÿòü êðèòè÷íi àáî

ìåæîâi êðèòè÷íi òî÷êè. Çãiäíî ïîáóäîâè, G(f) ¹ çìiøàíèì ïñåâäîãðàôîì

(ãðàôîì iç êðàòíèìè ðåáðàìè òà ïåòëÿìè) çi ñòðîãèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì

íà âåðøèíàõ, ùî iíäóêó¹òüñÿ çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ f . Ó ãðàôà G(f) ¹ äâà

òèïè öèêëiâ: C-öèêë (ïðîñòèé öèêë, êîæíà ïàðà ñóìiæíèõ âåðøèí ÿêîãî ¹

ïîðiâíÿíîþ) òà L-öèêë (ïðîñòèé öèêë, êîæíà ïàðà ñóìiæíèõ âåðøèí ÿêîãî

¹ íåïîðiâíÿíîþ). Àâòîðîì äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ñòðóêòóðó iíâàðiàíòó, à

òàêîæ òîé ôàêò, ùî êiëüêiñòü C-öèêëiâ ó êîìáiíàòîðíîìó iíâàðiàíòi äîðiâ-

íþ¹ êiëüêîñòi ìåæîâèõ êðèâèõ, ÿêi îáìåæóþòü äàíó k−çâ'ÿçíó îði¹íòîâàíó

çàìêíåíó îáëàñòü.
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ÓÄÊ 515.173.2

1 Âñòóï

Ïñåâäîãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ çàéìàþòü âàæëèâå ìiñöå ñåðåä ôóíêöié, ùî îïè-

ñóþòü ïðèðîäíè÷i ïðîöåñè. Íàïðèêëàä, ïîòåíöiàë ñèë òÿæiííÿ â îáëàñòi,

ÿêà íå ìiñòèòü ìàñ, ùî ïðèòÿãóþòüñÿ; ïîòåíöiàë øâèäêîñòåé áåçâèõðîâîãî

ðóõó ðiäèíè; òåìïåðàòóðà òiëà çà óìîâ ñòàáiëiçàöi¨ ðîçïîäiëó òåïëà òà ií.

Ó 40-60-õ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ ç'ÿâèëàñü ñåðiÿ ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíèõ

âèâ÷åííþ âëàñòèâîñòåé ïñåâäîãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié íà ïëîùèíi, àâòîðàìè

ÿêèõ áóëè Ì.Ìîðñ [2], Äæ.Äæåíêiíñ [3] òà Â.Êàïëàí [1]. Çîêðåìà, áóëî äî-

âåäåíî ðiâíiñòü, ùî ïîâ'ÿçó¹ ÷èñëà êðèòè÷íèõ òî÷îê ó âíóòðiøíîñòi îáëàñòi

ç ÷èñëîì ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ íà ìåæi, à òàêîæ äîâåäåíî òåîðåìè ïðî

ëîêàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ îêîëiâ êðèòè÷íèõ, ìåæîâèõ êðèòè÷íèõ òî÷îê òà

ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ íà ìåæi òà iíøi ðåçóëüòàòè.

Ó ìîíîãðàôi¨ [4] äîâåäåíî êðèòåðié òîïîëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi äàíîãî

êëàñó ôóíêöié íà äèñêó â òåðìiíàõ êîìáiíàòîðíèõ iíâàðiàíòiâ, ùî ïîáóäî-

âàíi çà ôóíêöiÿìè i ìiñòÿòü ïîâíó iíôîðìàöiþ ïðî ¨õ ïîâåäiíêó, òà êðèòåði¨

ðåàëiçàöi¨ ãðàôà ÿê iíâàðiàíòà.

Â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ïñåâäîãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨, ùî çàäàíi íà

k-çâ'ÿçíié îði¹íòîâàíié çàìêíåíié îáëàñòi D, D ⊂ C. Êîæíié ôóíêöi¨ ç ðîç-

ãëÿäóâàíîãî êëàñó ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü êîìáiíàòîðíèé iíâàðiàíò � çìi-

øàíèé íñåâäîãðàô çi ñòðîãèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà âåðøèíàõ. Àâòîðîì

äîâåäåíî ðÿä òåîðåì, ùî îïèñóþòü ñòðóêòóðó äàíîãî iíâàðiàíòó.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ïîäÿêó ñòàðøîìó íàóêîâîìó ñïiâðîáiòíèêó âiääiëó òî-

ïîëîãi¨ Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍÓ Ïîëóëÿõó �âãåíó çà êîðèñíi îáãîâî-

ðåííÿ òà öiêàâiñòü äî äàíî¨ òåìàòèêè.

2 Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç D, D ⊂ C k-çâ'ÿçíó îði¹íòîâàíó çàìêíåíó îáëàñòü, ÿêà

îáìåæåíà æîðäàíîâèìè êðèâèìè γ0, γ1, . . ., γk, 0 ≤ k <∞. Ïðèïóñòèìî, ùî

γi, i = 1, k, ëåæàòü â ñåðåäèíi γ0.
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Íåõàé f : D → R � äåÿêà ïñåâäîãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ. Íàãàäà¹ìî îñíîâíi

îçíà÷åííÿ, ùî ïîâ'ÿçàíi ç äàíèì êëàñîì ôóíêöié [2,3,4,5].

Ôóíêöiÿ f(x, y) ãàðìîíi÷íà â òî÷öi (x0, y0), ÿêùî

∂2f

∂x2
(x0, y0) +

∂2f

∂y2
(x0, y0) = 0.

Ôóíêöiÿ f(z) ïñåâäîãàðìîíi÷íà â òî÷öi z0 = (x0, y0), ÿêùî iñíó¹ îêië U(z0)

òà ãîìåîìîðôiçì ϕ îêîëó U(z0) â ñåáå òàêèé, ùî ϕ(z0) = z0 òà f(ϕ(z)),

z = (x, y), � ãàðìîíi÷íà. Ôóíêöiÿ f ïñåâäîãàðìîíi÷íà â îáëàñòi, ÿêùî âîíà

ïñåâäîãàðìîíi÷íà â êîæíié ¨¨ òî÷öi. Òî÷êà z0 ∈ D ¹ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ f ,

ÿêùî iñíó¹ âiäêðèòèé ¨¨ îêië U ⊆ D i ãîìåîìîðôiçì ϕ : U → D òàêèé,

ùî ϕ(z0) = 0 i f ◦ ϕ−1(z) = Rez + f(z0) äëÿ âñiõ z ∈ U . Òî÷êà z0 ∈ ∂D ¹

ðåãóëÿðíîþ ìåæîâîþ òî÷êîþ f , ÿêùî iñíó¹ ¨¨ îêië U â D òà ãîìåîìîðôiçì

h : U → D+ öüîãî îêîëó â âåðõíié íàïiâäèñê D+ òàêèé, ùî h(z0) = 0,

h(U ∩ f−1(f(z0))) = {0}× [0, 1), h(U ∩ ∂D2) = (−1, 1)×{0} i ôóíêöiÿ f ◦ h−1

¹ ñòðîãî ìîíîòîííà íà iíòåðâàëi (−1, 1) × {0}. ßêùî òî÷êà z0 ∈ D íå ¹

ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ f , òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íîþ. Çà îçíà÷åííÿì âñi

êðèòè÷íi òî÷êè f ¹ ñiäëîâèìè, òîáòî äëÿ êîæíî¨ ç íèõ iñíó¹ îêië U ⊆ D i

ãîìåîìîðôiçì ϕ : U → D òàêèé, ùî ϕ(z0) = 0 i f ◦ϕ−1(z) = Rezn+f(z0) äëÿ

âñiõ z ∈ U . ×èñëî n íàçâåìî êðàòíiñòþ ñiäëîâî¨ òî÷êè z0. Òî÷êè ìåæi ∂D,

ùî íå ¹ íi ìåæîâèìè ðåãóëÿðíèìè, íi içîëüîâàíèìè òî÷êàìè ¨õ ëiíié ðiâíÿ

íàçèâàþòüñÿ êðèòè÷íèìè ìåæîâèìè òî÷êàìè.

×èñëî c ¹ êðèòè÷íèì çíà÷åííÿì f , ÿêùî f−1(c) ìiñòèòü ïðèíàéìíi îäíó

êðèòè÷íó òî÷êó. ×èñëî c ¹ ðåãóëÿðíèì çíà÷åííÿì f , ÿêùî f−1(c) íå ìiñòèòü

êðèòè÷íèõ òî÷îê i ãîìåîìîðôíå íåçâ'ÿçíîìó îá'¹äíàííþ iíòåðâàëiâ, ÿêi ïå-

ðåòèíàþòüñÿ ç ìåæåþ ∂D ëèøå â ñâî¨õ êiíöÿõ. ×èñëî c ¹ íàïiâðåãóëÿðíèì

çíà÷åííÿì f , ÿêùî âîíî íå ¹ íi ðåãóëÿðíèì, íi êðèòè÷íèì. Ëiíi¨ ðiâíÿ íà-

ïiâðåãóëÿðíîãî çíà÷åííÿ ìiñòÿòü ëèøå ìåæîâi êðèòè÷íi òî÷êè òà ëîêàëüíi

åêñòðåìóìè f |∂D.
Íàãàäà¹ìî [6], ùî ïðîñòèì øëÿõîì iç âåðøèíè u â âåðøèíó v íàçèâà-

þòü ïîñëiäîâíiñòü ðåáåð e1 = {u, u1}, e2 = {u1, u2}, . . ., er = {un, v}, ùî íå

ìiñòèòü ïîâòîðþâàëüíèõ. Ïðîñòèé öèêë � ïðîñòèé øëÿõ, ïî÷àòêîâà òà êií-

öåâà âåðøèíè ÿêîãî ñïiâïàäàþòü. Âåðøèíè ãðàôó íàçèâàþòüñÿ ñóìiæíèìè,

ÿêùî âîíè ¹ êiíöÿìè îäíîãî i òîãî æ ðåáðà (äóãè).

×åðåç V (G) áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó âåðøèí ãðàôà G, à ÷åðåç E(G)

� ìíîæèíó éîãî ðåáåð (äóã).

Ïñåâäîãðàôîì G íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (V (G), E(G)), äå V (G) � íåïîðîæíÿ

ìíîæèíà, à E(G) � ñiì'ÿ íåâïîðÿäêîâàíèõ ïàð íå îáîâ'ÿçêîâî ðiçíèõ âåðøèí.



DOI 10.15673/2072-9812.3/2014.40784

Êîìáiíàòîðíèé iíâàðiàíò ïñåâäîãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié 61

3 Ïîáóäîâà iíâàðiàíòà ïñåâäîãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨

Íåõàé c1, c2, . . ., cn � êðèòè÷íi çíà÷åííÿ f , à a1, a2, . . ., am � íàïiâðåãóëÿðíi.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K(cj) ìíîæèíó çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò ëiíié ðiâíÿ f
−1(cj), ùî

ìiñòÿòü êðèòè÷íi òî÷êè, à L(as) � ìíîæèíà òèõ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò ëiíié

ðiâíÿ f−1(as), ùî ìiñòÿòü ìåæîâi êðèòè÷íi òî÷êè, j = 1, n s = 1,m.

Ñõåìà ïîáóäîâè iíâàðiàíòó:

1. Ïîáóäó¹ìî ãðàô G(f) =
⋃
i

ΓK−R(f |γi)
⋃
j

K(cj)
⋃
s
L(as), äå ΓK−R(f |γi) �

ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà ôóíêöi¨ f |γi .
2. Ó ãðàôi ΓK−R(f |γ0) çàìiíèìî ðåáðà íà îði¹íòîâàíi äóãè çà íàñòóïíèì

ïðàâèëîì. Íåõàé òî÷êàì x, y, z ∈ γ0 âiäïîâiäàþòü åëåìåíòè v1, v2, v3

ìíîæèíè V (ΓK−R(f |γ0)). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e1 = (v1, v2) òà e2 = (v2, v3)

îði¹íòîâàíi äóãè, êiíöÿìè ÿêèõ ¹ âåðøèíè vi, i = 1, 3. Äóãè e1 òà e2

íàëåæàòü ìíîæèíi E(ΓK−R(f |γ0)) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè òî÷êà x ñëiäó¹

çà y, à y ñëiäó¹ çà òî÷êîþ z íà êðèâié γ0 âçäîâæ çàäàíî¨ îði¹íòàöi¨.

3. Ââåäåìî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi V (G(f)) âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíê-

öiþ f . Ñêàæåìî, ùî v1 > v2, äå v1, v2 ∈ G(f), òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

f(x) > f(y), äå v1 (v2) � âåðøèíà, ùî âiäïîâiäà¹ òî÷öi x (y), x ∈ D

(y ∈ D).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G(f) êîìáiíàòîðíèé iíâàðiàíò ïñåâäîãàðìîíi÷íî¨ ôóíê-

öi¨ f , ÿêèé ïîáóäîâàíèé çà îïèñàíîþ âèùå ñõåìîþ.

4 Ñòðóêòóðà iíâàðiàíòà G(f) ÿê ãðàôà

Îçíà÷åííÿ 1 C-öèêëîì (L-öèêëîì) iíâàðiàíòó G(f) íàçèâà¹òüñÿ ïðî-

ñòèé öèêë ó ÿêîìó äîâiëüíà ïàðà ñóìiæíèõ âåðøèí vi òà vi+1 ¹ ïîðiâ-

íÿëüíîþ (íåïîðiâíÿëüíîþ).

Òåîðåìà 1 ßêùî G(f) � êîìáiíàòîðíèé iíâàðiàíò äåÿêî¨ ïñåâäîãàðìîíi÷-

íî¨ ôóíêöi¨ f : D → R, ÿêà çàäàíà íà k−çâ'ÿçíié çàìêíåíié îáëàñòi D,

òî äîâiëüíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi Σj ìíîæèíè G(f)\(
k⋃
i=0

ΓK−R(f |γi)) ¹

ïñåâäîãðàôîì, êîæíà ïàðà âåðøèí ÿêîãî ¹ íåïîðiâíÿíîþ.

Äîâåäåííÿ Íåõàé Σj � äåÿêà çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ìíîæèíè

G(f)\(
k⋃
i=0

ΓK−R(f |γi)). Ïîêàæåìî, ùî Σj � ïñåâäîãðàô. Äëÿ öüîãî äî-

ñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî iñíóþòü âèïàäêè, êîëè ó Σj ¹ ïåòëi òà êðàòíi

ðåáðà.
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Ïðèïóñòèìî, ùî V (Σj) = {v} � îäíîåëåìåíòíà ìíîæèíà âåðøèí êîìïî-

íåíòè. Çà ïîáóäîâîþ iíâàðiàíòó, iñíó¹ òî÷êà z òàêà, ùî z ∈ D òà f(z) = c,

äå c � àáî êðèòè÷íå àáî íàïiâðåãóëÿðíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f . Ïîêëàäåìî

Θ = f−1(c) ∪D i Θ 3 z. Çàóâàæèìî, ùî Θ � êîìïàêò. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi

âèïàäêè:

Âèïàäîê 1: z ∈ ∂D. Òîäi, z ¹ àáî ðåãóëÿðíîþ, àáî êðèòè÷íîþ ìåæîâîþ

òî÷êîþ. Çàóâàæèìî, ùî z íå ìîæå áóòè ëîêàëüíèì åêñðåìóìîì. Îñêiëüêè,

â ¨¨ îêîëi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f ó äîâiëüíèõ òî÷êàõ, ùî âiäìiííi âiä z, àáî

áiëüøi, àáî ìåíøi íiæ c, òî E(Σj) = ∅.

Âèïàäîê ðåãóëÿðíî¨ òî÷êè òàêîæ âèêëþ÷à¹ìî, îñêiëüêè çãiäíî ¨¨ îçíà÷åí-

íÿ, iñíó¹ îêië U(z) â D i ãîìåîìîðôiçì h : U(z)→ D+ öüîãî îêîëó â âåðõíié

íàïiâäèñê D+ òàêèé, ùî h(z) = 0 i h(U ∩ f−1(c))) = {0} × [0, 1). Ç iíøîãî

áîêó, f(h−1([0, 1))) = c i h−1([0, 1)) ⊆ Θ. Îñêiëüêè, Θ � êîìïàêò, òî iñíó¹

òî÷êà z′ ∈ D. Çãiäíî ïîáóäîâè iíâàðiàíòó G(f), iñíó¹ âåðøèíà v′ ∈ V (Σj),

v 6= v′, ÿêà âiäïîâiäà¹ òî÷öi z. Îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü ç ïðèïóùåííÿì.

ßêùî æ z ¹ êðèòè÷íîþ ìåæîâîþ òî÷êîþ, òî iñíó¹ îêië U(z) â D i ãî-

ìåîìîðôiçì h : U(z) → D+ öüîãî îêîëó â âåðõíié íàïiâäèñê D+ òàêèé, ùî

h(z) = 0, h(U̇(z)∩f−1(c))) =
m⋃
l=1

İl, äå İl = (0; 1), U̇(z) = U(z)\{z}. Äàëi, äëÿ

êîæíîãî l çíàéäåìî òî÷êó z′l 6= z òàêó, ùî z′l = ∂U(z) ∩ h−1(0; 1). Êîæíà ç òî-
÷îê z′l ∈ IntD i ¹ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f (â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, ìè

îòðèìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ç òèì ôàêòîì, ùî V (Σj) = {v}). Âèêîðèñòîâóþ÷è
îçíà÷åííÿ ðåãóëÿðíî¨ òî÷êè, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè z′l ìîæíà ïîáóäóâàòè ñêií-

÷åííó ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê {z̃li}
sl
i=1 òàêó, ùî f(z̃li) = c ïðè l = 1,m, i = 1, sl.

ßêùîm � íåïàðíå ÷èñëî, òî iç êîìïàêòíîñòi Θ ñëiäó¹, ùî çàâæäè çíàéäåòüñÿ

íîìåð li òàêèé, ùî z̃
l
sli

= z′ 6= z, äå z′ ∈ D. À öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåíþ ïðî

îäíîåëåìåíòíiñòü ìíîæèíè V (Σj), îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþ iíâàðiàíòó òî÷öi

z′ áóäå âiäïîâiäàòè äåÿêà âåðøèíà v′. Îòæå, m � ïàðíå ÷èñëî. Òîìó, äëÿ

êîæíîãî iíäåêñó l òî÷êè çíàéäóòüñÿ òî÷êè z̃lsl = z. À öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ R

(R = m
2 ) ÷èñëî ïåòåëü ur(t) òàêèõ, ùî ur(0) = ur(1) = z i f(ur(t)) = c ïðè

t ∈ [0; 1], r = 1, R. Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî êîæíîìó r âiäïîâiäà¹ äâi ïîñëiäîâ-

íîñòi {tri }
sli
i=1 òà {trj}

slj
j=1, äå li, lj ∈ {1,m}, çíà÷åíü ïàðàìåòðà t ∈ (0; 1) òàêèõ,

ùî ur(t
r
j) = z̃

lj
i i ur(t

r
j) = z̃

lj
i , äå r = 1, R. Ðîçãëÿíåìî êîìïîíåíòè ìíîæèíè

D \ ur(t) òà ïîçíà÷èìî ¨õ ÷åðåç D1 òà D2. Îñêiëüêè f |D1
òà f |D2

¹ ïñåâäî-

ãàðìîíi÷íèìè i òàêèìè, ùî f |ur(t)=∂D1
= f |ur(t)=∂D2

= c, òî ÿê â IndD1, òàê

i â IndD2 iñíóþòü ìåæîâi êðèâi γi ∈ ∂D. Çãiäíî ïîáóäîâè iíâàðiàíòà G(f),

êîæíié ïåòëi ur(t), r = 1, R, âiäïîâiäà¹ ðåáðî er = {v, v} ∈ E(Σj).
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Âèïàäîê 2: z ∈ IndD. Òîäi, z ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ. Iç îçíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨

òî÷êè òà âèêîðèñòîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ, ùî àíàëîãi÷íi äî âèïàäêó ìåæîâî¨

êðèòè÷íî¨òî÷êè, âèïëèâà¹, iñíó¹ n, n > 1, ïåòåëü ur(t) òàêèõ, ùî ur(0) =

ur(1) = z i f(ur(t)) = c ïðè t ∈ [0; 1]. À öå îçíà÷à¹, ùî â Σj ðåáðà er =

{v, v} ∈ E(Σj) ¹ ïåòëÿìè, äå r = 1, n

Íàñòóïíèé êðîê äîâåäåííÿ: ïðèïóñòèìî, ùî V (Σj) = {v1, v2}. Çà ïîáóäî-
âîþ iíâàðiàíòó, iñíóþòü òî÷êè z1 i z2 òàêi, ùî z1, z2 ∈ D òà f(z1) = f(z2) = c,

äå c � àáî êðèòè÷íå àáî íàïiâðåãóëÿðíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Θ òó çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó ëiíi¨ ðiâíÿ f−1(c), ùî ìiñòèòü äàíi òî÷êè. Ðîçãëÿ-

íåìî âèïàäêè:

Âèïàäîê 1: z1 ∈ ∂D. Òîäi, ïî àíàëîãi¨ ç òàêèì æå âèïàäêîì äëÿ ïðè-

ïóùåííÿ ïðî îäíîåëåìåíòó ìíîæèíó âåðøèí, òî÷êà z1 íå ¹ ëîêàëüíèì åêñ-

òðåìóìîì. Íåõàé z ¹ ðåãóëÿðíîþ. Òîäi, iç ¨¨ îçíà÷åííÿ òà êîìïàêòíîñòi Θ

âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òî÷êà z′ = z2 ∈ ∂D, ÿêà ¹ òàêîæ ðåãóëÿðíîþ (âèïàäîê

êðèòè÷íî¨ ìåæîâî¨ òî÷êè âèêëþ÷à¹ìî, îñêiëüêè îòðèìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ç

ïðèïóùåííÿì ïðî äâîåëåìåíòíiñòü ìíîæèíè V (Σj)). Îòæå, Θ � ìiñòèòü ëè-

øå ðåãóëÿðíi òî÷êè, ùî ñóïåðå÷èòü ïîáóäîâi G(f). Îòæå, z1 ¹ êðèòè÷íîþ

ìåæîâîþ òî÷êîþ. Ïî àíàëîãi¨ ç òàêèì æå âèïàäêîì äëÿ ïîïåðåäíüîãî ïðè-

ïóùåííÿ, ïîáóäó¹ìî n ïîñëiäîâíîñòåé òî÷îê {z̃ij}, äå i = 1, n i äëÿ êîæíîãî

òàêîãî iíäåêñó i iñíó¹ çíà÷åííÿ si òàêå, ùî j = 1, si, òàêó, ùî f(z̃
i
j) = c.

Òîäi, ìîæëèâî äâà âèïàäêè: àáî z̃isi = z1, àáî z̃
i
si = z2. Ó ïåðøîìó âèïàä-

êó, îòðèìà¹ìî ñêií÷åííå ÷èñëî ïåòåëü ur(t) òàêèõ, ùî ur(0) = ur(1) = z1,

f(ur(t)) = c, äå t ∈ [0; 1], à â äðóãîìó, ñêií÷åííå ÷èñëî øëÿõiâ u′r(t) òà-

êèõ, ùî u′r(0) = z1, u
′
r(1) = z2, f(u

′
r(t)) = c, äå t ∈ [0; 1]. Ïðèïóñòèìî,

ùî iñíó¹ äâà øëÿõè u′r1(t) òà u′r2(t) òàêi, ùî ñïîëó÷àþòü òî÷êè z1 òà z2.

Ðîçãëÿíåìî êîìïîíåíòè ìíîæèíè D \ (u′r1(t) ∪ u′r2(t)) òà ïîçíà÷èìî ¨õ ÷å-

ðåç D1 òà D2. Îñêiëüêè f |D1
òà f |D2

¹ ïñåâäîãàðìîíi÷íèìè i òàêèìè, ùî

f |u′
r1

(t)∪u′
r2

(t)=∂D1
= f |u′

r1
(t)∪u′

r2
(t)=∂D2

= c, òî ÿê ó IndD1, òàê i ó IndD1 iñ-

íóþòü ìåæîâi êðèâi γi ∈ ∂D, à çãiäíî ïîáóäîâè iíâàðiàíòà G(f) iñíó¹ iñíó¹

äâà ðåáðà e1 = {v1, v2} òà e2 = {v1, v2}, ÿêi íàëåæàòü ìíîæèíi E(Σj) i ¹

êðàòíèìè ðåáðàìè.

Âèïàäîê 2: z1 ∈ IndD. Òîäi, z1 ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ. Ïî àíàëîãi¨ ç êðè-

òè÷íîþ ìåæîâîþ òî÷êîþ âèïàäêó 1, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨

òî÷êè, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî iñíóþòü ÿê ïåòëi â z1, òàê i øëÿõè, ùî ñïîëó÷à-

þòü z1 òà z2.

Äîâåäåìî, ùî äîâiëüíà ïàðà âåðøèí ìíîæèíè V (Σj) ¹ íåïîðiâíÿëüíîþ.

Íåõàé v′ òà v′′ � äåÿêi âåðøèíè Σj . Îñêiëüêè Σj � çâ'ÿçíèé ïñåâäîãðàô,
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òî iñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí øëÿõ ç ðåáåð e1 = {v′ = v0, v1}, e2 = {v1, v2}, . . .,
en = {vn−1, vn = v′′}, ùî ñïîëó÷à¹ v′ òà v′′. Çãiäíî ïîáóäîâè iíâàðiàíòà G(f),

êîæíîìó ç ðåáåð ei, i = 0, n, âiäïîâiäà¹ øëÿõ ui(t) òàêèé, ùî ui(0) = zi,

ui(1) = zi+1 i f(ui(t)) = c ïðè t ∈ [0; 1], äå òî÷êè zi ∈ D âiäïîâiäàþòü

âåðøèíàì vi ∈ V (Σj). Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî v′ = v1 = . . . = vn−1 = v′′. Îòæå,

v′ òà v′′ ¹ íåïîðiâíÿëüíi.

Íàñëiäîê 1 G(f) � çìiøàíèé ïñåâäîãðàô çi ñòðîãèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì

íà âåðøèíàõ.

Íàñëiäîê 2 ßêùî â Σj iñíó¹ àáî ïåòëÿ àáî êðàòíi ðåáðà, òî â G(f) iñíó¹

L-öèêë.

Òåîðåìà 2 Íåõàé G(f) � iíâàðiàíò äåÿêî¨ ïñåâäîãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ f , çà-

äàíî¨ íà k-çâ'ÿçíié çàìêíåíié îáëàñòi D. Òîäi, êiëüêiñòü éîãî C-öèêëiâ ðiâ-

íà ÷èñëó k + 1.

Äîâåäåííÿ Íåõàé γi � æîðäàíîâi êðèâi, ùî îáìåæóþòü D òàê, ùî γi, i =

1, k, ëåæàòü âñåðåäèíi γ0. Çðîçóìiëî, ùî ΓK−R(f |γi), i = 0, k ¹ C-öèêëîì.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ ′ ïiäãðàô iíâàðiàíòó G(f), îòðèìàíèé äîäàâàííÿì äî

ΓK−R(f |γi), i = 0, k, âåðøèí, ÿêi âiäïîâiäàþòü òî÷êàì, ùî îäíî÷àñíî íàëå-

æàòü ÿê ìíîæèíàì K(cj) òà L(as), äå cj � êðèòè÷íi, à as � íàïiâðåãóëÿðíi

çíà÷åííÿ f , òàê i γ0. Ïîêàæåìî, ùî Γ
′ � C-öèêë.

Íåõàé v′ òà v′′ äîâiëüíà ïàðà ñóìiæíèõ âåðøèíè â Γ ′. Äàíi âåðøèíè

âiäïîâiäàþòü òî÷êàì z′ òà z′′, äå z′, z′′ ∈ ∂D. Ïðè÷îìó, òî÷öi z′ âiäïîâi-

äà¹ âåðøèíà v′, à òî÷öi z′′ � v′′. Ïðèïóñòèìî, ùî v′ = v′′. Öå îçíà÷à¹, ùî

f |γi(v′) = f |γi(v′′). Îñêiëüêè f |γi çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè Ðîëëÿ, òî iñ-

íó¹ ëîêàëüíèé åêñòðåìóì z, z ∈ (z′; z′′) ⊂ γi. Îñêiëüêè Γ
′ ⊃ ΓK−R(f |γi), òî

iñíó¹ âåðøèíà ṽ, ùî âiäïîâiäà¹ òî÷öi z, òà ðåáðà (ṽ, v′) i (v′′, ṽ), ÿêi âiäïîâi-

äàþòü f |[z′;z] òà f |[z;z′′]. À öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî âåðøèíè v′ òà v′′ ñóìiæíi.

ßêùî ïðèïóñòè, ùî êiëüêiñòü C-öèêëiâ áiëüøà k + 1, òî iñíó¹ C-öèêë,

ïðîîáðàçè âñiõ âåðøèí (òî÷îê îáëàñòi D) ÿêîãî ëåæàòü ó IntD. Çãiäíî ïîáó-

äîâè iíâàðiàíòó, òàêi âåðøèíè ¹ íåïîðiâíÿëüíi, ùî ñóïåðå÷èòü âèçíà÷åííþ

C-öèêëó.

5 Âèñíîâêè

Â äàíié ðîáîòi ïîáóäîâàíî êîìáiíàòîðíèé iíâàðiàíò G(f) äåÿêî¨ ïñåâäîãàð-

ìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ f , ùî çàäàíà íà k-çâ'ÿçíié îði¹íòîâàíié çàìêíåíié îáëàñòi
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D, ÿêèé ¹ çìiøàíèì ïñåâäîãðàôîì çi ñòðîãèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà âåð-

øèíàõ, i ìà¹ ïåâíi ñòðóêòóðíi îñîáëèâîñòi, ùî iíäóêóþòüñÿ âëàñòèâîñòÿìè

ïñåâäîãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨. Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî êîæíà iç çâ'ÿçíèõ êîìïî-

íåíò ìíîæèíè G(f)\(
k⋃
i=0

ΓK−R(f |γi)), äå ΓK−R(f |γi) � ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà

ôóíêöi¨ f |γi , ¹ ïñåâäîãðàôîì, êîæíà ïàðà âåðøèí ÿêîãî ¹ íåïîðiâíÿíîþ.
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Iryna Iurchuk

On combinatorial invariant of pseudo-harmonic functions de�ned

on k−connected closed domain

Let f : D → R be a pseudo-harmonic function de�ned on k−connected
oriented closed domain D ⊂ C whose boundary consists of closed Jordan curves

γ0, γ1, . . ., γk, 0 ≤ k < ∞. We remind that this class of functions coincides

with continuous functions which have �nitely many number of critical points at

interior and on boundary of domain.

In [4] authors researched a case of k = 0: for such functions a topological

invariant is constructed, its main properties, the criterion of their topological

equivalence and conditions of realization of some type of graphs as given invariant

are proved.

In this paper, for case k > 0 the combinatorial invariant G(f) of pseudo-

harmonic function f is constructed that consists of the Reeb graphs of restriction

of f on boundary of D and connected components such critical and semiregular

levels which contain critical and boundary critical points. According to a
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construction of G(f), it's a mixed pseudograph (graph with multiple edges and

loops) with strict partial order on vertices which induced by values of f . There

are two types of cycles in G(f). In particular, C-cycle (a simple cycle whose any

pair of adjacent vertices are comparable) and L-cycle (a simple cycle whose any

pair of adjacent vertices are noncomparable). Theorem of an invariant structure

and a fact that a quantity of C-cycles of combinatorial invariant is same as a

number of boundary curves of k-connected closed oriented domain are proved.

Keywords. Pseudo-harmonic function, combinatorial invariant, k−connected
domain


