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Iíâàðiàíòíi ìiðè íà ñèñòåìàõ áàãàòîãðàííèêiâ

Ãåðàñií Îëåêñié Iâàíîâè÷

Àíîòàöiÿ Â ñòàòüå àâòîð ðàññìàòðèâàåò ìíîãîãðàííûå îáîáùåííî âûïóê-

ëûå ìíîæåñòâà. Ñâîéñòâà îáîáùåííî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ èñïîëüçóþòñÿ

ïðè âû÷èñëåíèè èíâàðèàíòíûõ ìåð íà ñîâîêóïíîñòè ìíîãîãðàííèêîâ. Ïðåä-

ëàãàåìûé ìåòîä è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äàþò âîçìîæíîñòü

íàõîäèòü èíâàðèàíòíûå ìåðû ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è

òîìîãðàôèè.

Êëþ÷îâi ñëîâà Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà, ìíîãîãðàííèêè, îáîáùåííî âûïóêëûå

ìíîæåñòâà, òåîðåìà Êðîôòîíà, ìåðà ãèïåðïëîñêîñòåé, çàäà÷à òîìîãðàôèè.

ÓÄÊ 519.6

1 Âñòóï

Áiëüøiñòü ìiíåðàëiâ ìà¹ êðèñòàëi÷íó áóäîâó ó âèãëÿäi ðiçíèõ áàãàòîãðàííè-

êiâ. Äóæå ïëiäíèì ìåòîäîì âèâ÷åííÿ ãåîìåòðè÷íî¨ áóäîâè ïðèðîäíèõ îá'¹ê-

òiâ, êðèñòàëiâ îðãàíi÷íèõ òà íåîðãàíi÷íèõ ðå÷îâèí ¹ ìåòîä ðåíòãåíîñòðóê-

òóðíîãî àíàëiçó. Âií çàñíîâàíèé íà òîìó, ùî âñÿêà ðå÷îâèíà âîëîäi¹ çäàò-

íiñòþ ðîçñiþâàòè ïàäàþ÷å íà íüîãî âèïðîìiíþâàííÿ, çîêðåìà ðåíòãåíiâñü-

êå. Ïðè öüîìó ðîçñiÿííÿ ðåíòãåíiâñüêèõ ïðîìåíiâ êðèñòàëàìè çíàõîäèòüñÿ

â ïåâíié âiäïîâiäíîñòi ç ðîçòàøóâàííÿì àòîìiâ â êðèñòàëi. Îñòàííié ÷àñ

ðîçâèâàëàñü îáëàñòü ìàòåìàòèêè, ùî çàéìà¹òüñÿ ðîçðîáêîþ ìàòåìàòè÷íèõ

ìåòîäiâ i àëãîðèòìiâ âiäíîâëåííÿ âíóòðiøíüî¨ ñòðóêòóðè îá'¹êòó çà ïðîåê-

öiéíèìè äàíèìè. Çîêðåìà, ðiøåííÿìè ïðÿìî¨ i çâîðîòíî¨ çàäà÷i òîìîãðàôi¨.

Öèì ïðîáëåìàì i ïðèñâÿ÷åíà äàíà ðîáîòà.
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1.1 Àíàëiç îñòàííiõ äîñëiäæåíü i ïóáëiêàöié

Â êëàñè÷íié çàäà÷i Áþôôîíà ïðî ãîëêó âæå íåÿâíî áóëà ïðèñóòíÿ iäåÿ ââå-

äåííÿ ìið â ïðîñòîði ïðÿìèõ íà ïëîùèíi. Ïiçíiøå "ïðèðîäíèì ðîçïîäiëîì"

ïðÿìî¨ g âèçíà÷èëè ìiðó, âiäíîñíî ÿêî¨ êîíãðóåíòíi ìiæ ñîáîþ ãåîìåòðè÷íi

ïîäi¨ îòðèìóþòü ðiâíi ìiðè.

Ïîòiì áóëî ïîêàçàíî ¹äíiñòü äèôåðåíöiàëüíèõ åëåìåíòiâ, ÿêi iíâàðiàíòíi

âiäíîñíî ãðóïè âñiõ òðàíñëÿöié i ïîâîðîòiâ íà ïëîùèíi (Ïóàíêàðå,1912 ð.) i

ïðîñòîði (Ïîéà,1917 ð.).

Çàäà÷ó ïðî iíâàðiàíòíi ìiðè íà ñèñòåìàõ îïóêëèõ ìíîæèí íà ïëîùèíi

ïîñòàâèâ, àëå íå âèðiøèâ àíãëiéñüêèé ìàòåìàòèê Ñiëüâåñòð [11]. Ïîâíiñòþ

çàäà÷à áóëà ðîçâ`ÿçàíà Àìáàðöóìÿíîì [1], àëå äëÿ ìíîæèí, ùî íå çíàõî-

äÿòüñÿ íà ïëîùèíi ó çàãàëüíîìó ïîëîæåííi (òîáòî æîäíi òðè âåðøèíè ãîë-

êè íå íàëåæàòü äî îäíî¨ ïðÿìî¨). Ïiçíiøå öÿ óìîâà áóëà çíÿòà i çðîáëåíî

óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Êðîôòîíà íà áàãàòîâèìiðíèé âèïàäîê [4,5].

Â ïðîöåñi äîñëiäæåíü, ïîâ`ÿçàíèõ ç äàíîþ ðîáîòîþ âèÿâèëîñü, ùî ïðè-

ðîäíèì àïàðàòîì äëÿ ðiøåííÿ çàäà÷ ïîâ`ÿçàíèõ ç iíâàðiàíòíèìè ìiðàìè, ¹

(n − 1)-îïóêëi ìíîæèíè, ÿêi çàïðîïîíóâàâ ó 1987 ðîöi Çåëiíñüêèé [8]. Âëà-

ñòèâîñòi (n− 1)-îïóêëèõ ìíîæèí äîñèòü äîñëiäæåíi [2,3].

1.2 Ìåòà ñòàòi

Âèìîãà "ìíîæèíè, ùî íå çíàõîäÿòüñÿ ó ïðîñòîði ó çàãàëüíîìó ïîëîæåí-

íi" ïåðåäáà÷à¹, òàêå ðîçòàøóâàííÿ áàãàòîãðàííèêiâ â òðèâèìiðíîìó ïðî-

ñòîði, ùî íå iñíó¹ æîäíié ïðÿìié, â ïðîñòîði, ÿêà ïåðåòèíàëà á ìåæi òðüîõ i

áiëüø áàãàòîãðàííèêiâ. Ò. å. àïðiîði, ìåòîäèêà, ùî âèêîðèñòà¹òüñÿ [1] òà [9],

íå ïðèäàòíà äëÿ ìîäóëþâàííÿ êðèñòàëi÷íèõ ðåøiòîê. Äîñëiäèòè ìåòîäèêó

îá÷èñëåíü 2-ìið çà äîïîìîãîþ óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Êðîôòîíà íà ñèñòåìi

äâîõ áàãàòîãðàííèêiâ, âèêîðèñòàâ âëàñòèâîñòi 2-îïóêëèõ áàãàòîãðàííèêiâ i

ñïåöiàëüíèõ F -ìíîæèí. Öå äà¹ çìîãó, îòðèìàíi ðåçóëüòàòè óçàãàëüíèòè íà

ìíîæèíó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ñ áàãàòüîõ êîìïîíåíò-áàãàòîãðàííèêiâ, äîâiëüíî

ðîçòàøîâàíèõ.

2 Âèêëàä îñíîâíîãî ìàòåðiàëó

Âèçíà÷åííÿ îñíîâíèõ ïîíÿòü, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ðîáîòi, ìîæíà çíàéòè

â [2 - 5]. Íàì çíàäîáèòüñÿ ïîíÿòòÿ (n − 1)-îïóêëî¨ ìíîæèíè [8] òà îïóêëî¨

îáîëîíêè [9].
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Îçíà÷åííÿ 1 Ìíîæèíà A ⊂ Rn ìà¹ íàçâó (n−1)-îïóêëà, ÿêùî ÷åðåç áóäü-
ÿêó òî÷êó x ∈ Rn \A, ìîæíà ïðîâåñòè ãiïåðïëîùèíó H, ùî íå ïåðåòèíà¹

A.

Îçíà÷åííÿ 2 Îïóêëèé ïåðåòèí óñiõ îïóêëèõ ìíîæèí, ùî ìiñòÿòü çàäà-

íó ìíîæèíó A ⊂ Rn, íàçèâàþòü îïóêëîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíè A i îçíà÷à-

þòü

Â = conv(A) =
⋂
K⊃A

K,

äå K ¹ îïóêëà ìíîæèíà.

Òàê ñàìî ìîæíà âèçíà÷èòè ïîíÿòòÿ (n− 1)-îïóêëî¨ îáîëîíêè.

Ìà¹ìî âèçíà÷åííÿ F -ìíîæèí (Face of set).

Îçíà÷åííÿ 3 Íåõàé A, ìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ íå ïîðîæíiõ

îïóêëèõ êîìïîíåíò A1 i A2 òîäi äëÿ îïóêëî¨ îáîëîíêè Â ìíîæèíè ìà¹

ìiñöå ðiâíiñòü (äèâ. â [ 2 ])

Â = conv(A1 ∪A2) =
⋃

x1 ∈ A1

x2 ∈ A2

x1 x2.

Äëÿ êîæíîãî âiäðiçêà x1x2 âèçíà÷èìî òî÷êè f1 ∈ A1 i f2 ∈ A2 íàé-

áiëüø áëèçüêî ðîçòàøîâàíi äî òî÷îê x1 ∈ A1 i x2 ∈ A2 âiäïîâiäíî. Âèçíà-

÷èìî ìíîæèíè Fi, i = 1, 2, ÿê ñóêóïíiñòü òî÷îê, ïîáóäîâàíèõ äëÿ âñiëÿêèõ

âiäðiçêiâ x1x2.

Î÷åâèäíî, ùî F1 ⊂ ∂A1 òà F2 ⊂ ∂A2. Â [ 2,3 ] ïîêàçàíi âëàñòèâîñòi ìíî-

æèí Fi, i = 1, 2 äëÿ (n− 1)-îïóêëèõ ìíîæèí.

Îçíà÷åííÿ 4 Íåõàé µ2, σ-ñêií÷åííà ìiðà ó ïðîñòîði ïëîùèí, iíâàðiàíòíà

âiäíîñíî ãðóïè âñiõ òðàíñëÿöié i ïîâîðîòiâ ó R3. Ç [1] çâiñíî, ùî

µ2(K) =
1

2π

π
2∫

0

2π∫
0

l(ρϑϕK) sinϑ dϕdϑ, (1)

äå K ⊂ R3 - êîìïàêòíà îïóêëà ìíîæèíà, µ2(K) - ìiðà ïëîùèí, ÿêi ïå-

ðåòèíàþòü ìíîæèíó , l(ρϑϕK) - äîâæèíà îðòîãîíàëüíî¨ ïðîåêöi¨ K íà

ïðÿìó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç (0,0,0) ó íàïðÿìêó (sinθcosϕ, sinθsinϕ, cosϕ).
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Îçíà÷åííÿ 5 Äëÿ áàãàòîãðàííèêà M ⊂ R3 ¹ ôîðìóëà ìiðè ìíîæèíè âñiõ

ïëîùèí, ùî ïåðåòèíàþòü M .

µ2(M) =
1

4π

n∑
i=1

(π − αi)li, (2)

äå li äîâæèíà i-ãî ðåáðà, αi � äâîãðàííèé êóò ìiæ ãðàíÿìè, ÿêi óòâîðþþòü

i-¹ ðåáðî.

Ìiðó ïëîùèí ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði áóäåìî íàçèâàòè 2-ìiðà, àáî µ2.

Ìiíêîâñüêèì âèçíà÷åíà ñóìà âèïóêëèõ ìíîæèí A⊕B [9].

Îçíà÷åííÿ 6 Íåõàé A i B � íåïóñòi îïóêëi ìíîæèíè ó R3, ðàäióñ-âåêòîðè

òî÷îê a ∈ A i b ∈ B ñïiââiäíåñåíi äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò 0. Òîäi (çàëåæíó

âiä âèáîðó 0) ìíîæèíó

A⊕B = {z ∈ Rn|z = a+ b, a ∈ A, b ∈ B}

áóäåìî íàçèâàòè ñóìîþ A i B.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç KS ìíîæèíó, ñèìåòðè÷íó îïóêëié ìíîæèíi âiäíîñíî

öåíòðà âàãè ìíîæèíè [5].

Îçíà÷åííÿ 7 Íåõàé B ⊂ Rn - ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ îáìåæå-

íèõ îïóêëèõ ìíîæèí B1 i B2 , O1 i O2 � öåíòðè âàãè òië B1 i B2, âiäïîâiäíî

i íåõàé BN2 = t(B2 ⊕ BS1 ) (i = 1, 2), äå t � òðàíñëÿöiÿ ìíîæèí (B2 ⊕ BS1 )
, ïðè ÿêié öåíòð òÿæiííÿ éîãî ñïiâïàäà¹ ç öåíòðîì òÿæiííÿ ìíîæèíè

B2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B
D
2 ìíîæèíó conv(0 ∪BN2 ), à µn−1(> B1, B2 <) ìiðó

ãiïåðïëîùèí, ùî ðîçäiëÿþòü ìíîæèíè Bi (i = 1,2) [5].

Äàëi ìà¹ìî óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Êðîôòîíà íà áàãàòîâèìiðíèé ïðîñòið.

Òåîðåìà 1 Íåõàé B ⊂ Rn - ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ îáìåæå-

íèõ îïóêëèõ ìíîæèí B1 i B2. Òîäi ìiðà ìíîæèíè âñiõ ãiïåðïëîùèí, ùî

ðîçäiëÿþòü ìíîæèíè B1 i B2, äîðiâíþ¹:

µn−1(> B1, B2 <) = µn−1(BD2 )− µn−1(BN2 ). (3)

Äîêàç íàäàíî [5].

Ó [10] ñòîð. 194�197 âêàçàíi iíòåãðàëè ñåðåäíüî¨ êðèâèçíè M(K) äåÿêèõ

îïóêëèõ ìíîæèí. Iñíó¹ íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ iíòåãðàëàìè ñåðåäíüî¨

êðèâèçíè òà µ2(K) ìiðîþ ìíîæèíè âñiõ ïëîùèí, ùî ïåðåòèíàþòü ìíîæèíó

K.

µ2(K) =
M(K)

2π
.
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Ìà¹ìî íàñòóïíi µ2(K) îïóêëèõ áàãàòîãðàííèêiâ K ⊂ R3.

Ïðèêëàä 1.

à) Äëÿ òåòðàåäðà ç äîâæèíîþ ðåáðà a òà ðàäióñîì îïèñàíî¨ ñôåðè R:

µ2(K) =

√
6R arccos(− 1

3 )

π
=

3a arccos(− 1
3 )

2π
.

á) Äëÿ êóáà ç äîâæèíîþ ðåáðà a:

µ2(K) =
3a

2
.

â) Äëÿ ïëîñêî¨ îïóêëî¨ ìíîæèíè K ç ïåðèìåòðîì P , ÿêó ðîçãëÿäà¹ìî ÿê

îïóêëó ìíîæèíó ó R3, ìà¹ìî:

µ2(K) =
P

4
.

Ïðîïîçèöiÿ 1 Ìiðà ìíîæèíè âñiõ ïëîùèí, ùî ïåðåòèíàþòü ïðÿìó ïiðà-

ìiäó âèñîòîþ H = λa. λ ≥ 0, îñíîâà ÿêî¨ ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê çi

ñòîðîíîþ a, äîðiâíþ¹:

µ2(P ) =
3

4π

(
a
√

3(1 + 3λ2)

3
arccos

(1− 6λ2)

(1 + 12λ2)
+ a arccos

(
− 1√

1 + 12λ2

))

äå λ = H
a .

Äîâåäåííÿ 1 Ïîçíà÷èìî âèñîòó ïiðàìiäè H = λa, λ ≥ 0, äëÿ òåòðàåä-

ðó λTET =
√
6
3 . Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëè àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨, çíàéäåìî

âåðøèíè ïðÿìî¨ ïiðàìiäè :

P0 = (0, 0, 0), P1 = (λa, 0,

√
3

3
),

P2 = (λa, −a
2
, −a

√
3

6
), P3 = (λa,

a

2
, −a

√
3

6
).

Äëÿ îá÷èñëåíü êóòà ìiæ ãðàíÿìè çíàéäåìî âåêòîðè, ùî âèõîäÿòü ç

âåðøèíè P0 :

V0 = (λa, 0, 0 ), V1 = (λa, 0,

√
3

3
),

V2 = (λa, −a
2
, −a

√
3

6
), V3 = (λa,

a

2
,−a
√
3

6
), .

Ïîòiì çíàéäåìî âåêòîð íîðìàëi äî ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü êðiçü òî÷êè

P0, P1, P2 :

n2 1 = [V2 × V1] =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

λa −a2 −
a
√
3

6

λa 0 a
√
3

3

∣∣∣∣∣∣∣ = −
a2
√
3

6
i − λa2

√
3

2
j +

λa2

2
k
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Òà âåêòîð íîðìàëi äî ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü êðiçü òî÷êè P0, P1, P2 :

n1 3 = [V1 × V3] = −a
2
√
3

6
i +

λa2
√
3

2
j +

λa2

2
k

Îá÷èñëèìî êîñèíóñ êóòà ìiæ öèìè âåêòîðàìè çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

êîñèíóñà.

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê

(n21 · n13) =
a4

12
− λ2a4

2
.

Êóò ìiæ íîðìàëÿìè

∠(n12, n13) = arccos
(n12 · n13)
|n21| · |n12|

, = arccos
(1 − 6λ2)

(1 + 12λ2)

Òåïåð îá÷èñëèìî êóò ìiæ áîêîâîþ ãðàííþ òà îñíîâîþ, äëÿ öüîãî îá÷èñ-

ëèìî êîñèíóñ êóòà ìiæ âåêòîðàìè V0 = (λa, 0, 0 )òà n21 = [V2 × V1] :

∠(V0, n21) = arccos
(V0 · n21)
|V0| · |n21|

= arccos

(
− 1√

1 + 12λ2

)

Äîâæèíà áîêîâî¨ ãðàíi äîðiâíþ¹
a
√

3(1+3λ2)

3 . Â îñíîâi êâàäðàò çi ñòî-

ðîíîþ . Ç ôîðìóëè äëÿ áàãàòîãðàííèêà ìà¹ìî:

µ2(P ) =

=
3

4π

(
a
√
3(1 + 3λ2)

3
arccos

(1 − 6λ2)

(1 + 12λ2)
+ a arccos

(
− 1√

1 + 12λ2

))

Äëÿ òåòðàåäðó λTET =
√
6
3 , êóò ìà¹ çíà÷åííÿ arccos(− 1

3 ) . Äèâ. ïðèêëàä 1,

à.

Ïðîïîçèöiÿ 2 Íåõàé B ⊂ R3- ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ îáìå-

æåíèõ îïóêëèõ ìíîæèí B1 � ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê çi ñòîðîíîþ a i B2

- òðèêóòíèê ïåðåòâîðåíèé ç òðèêóòíèêà B1, çà äîïîìîãîþ öåíòðàëüíî¨

ñèìåòði¨ òà ïàðàëåëüíèì çñóâîì ïî îñi OY íà âiäñòàíü H = λa. λ ≥ 0.

Òîäi ìiðà ìíîæèíè âñiõ ãiïåðïëîùèí, ùî ðîçäiëÿþòü òiëà B1 i B2 äîðiâ-

íþ¹:

µ2(> P1, P2 <) =

=
3

4π

(
a
√
3(1 + 3λ2)

3
arccos

(1− 6λ2)

(1 + 12λ2)
+ a arccos

(
− 1√

1 + 12λ2

)
− a

2

)
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Äîâåäåííÿ 2 Ç ïðîïîçèöi¨ 1:

µ2(PD2 ) =

=
3

4π

(
a
√

3(1 + 3λ2)

3
arccos

(1 − 6λ2)

(1 + 12λ2)
+ a arccos

(
− 1√

1 + 12λ2

))

Ìíîæèíà PD2 ïðàâèëüíèé òðèêóòíèê çi ñòîðîíîþ 2a, òîìó

µ2(PN2 ) =
3a

2

Ç òåîðåìè 1, ìà¹ìî µ2(> P1, P2 <) äîðiâíþ¹

µn−1(PD2 )− µn−1(PN2 ) =

=
3

4π

(
a
√

3(1 + 3λ2)

3
arccos

(1− 6λ2)

(1 + 12λ2)
+ a arccos

(
− 1√

1 + 12λ2

)
− a

2

)

äå λ = H
a .

Çàóâàæåííÿ 1 Ïðîïîçèöiÿ 2 äà¹ çìîãó îá÷èñëèòè iíâàðiàíòíi ìiðè äëÿ

äâîõ áàãàòîãðàííèêiâ, F -ìíîæèíè [4] ÿêèõ ñêëàäàþòüñÿ ç ïðàâèëüíèõ

òðèêóòíèêiâ. Ïîòiì, ìîæëèâî óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ íà ñóêóïíîñòi

êiíöåâîãî ÷èñëà áàãàòîãðàííèêiâ.

Ïðîïîçèöiÿ 3 Ìíîæèíè B1 i B2 - äâà êâàäðàòè çi ñòîðîíîþ à , ùî ñòâî-

ðåíi ïàðàëåëüíèì çñóâîì íà âiäñòàíü H = λa, λ ≥ 0:

B1 = {(x, y, z) : x = 0;−a
2
≤ y ≤ a

2
a;−a

2
≤ z ≤ a

2
}

B2 = {(x, y, z) : x = H;−a
2
≤ y ≤ a

2
a;−a

2
≤ z ≤ a

2
}.

Òîäi ìiðà ìíîæèíè âñiõ ãiïåðïëîùèí, ùî ðîçäiëÿþòü ìíîæèíè B1 i B2

äîðiâíþ¹:

µ2(> B1 , B2 <) = µ2(BD2 ) − µ2(BN2 )

µ2(BD2 )− µ2(BN2 ) =
1

π
(arccos(

1

12+, 4λ2
) · a

√
2 + λ2 + 2a(π − arctg(λ))− 2a

äå λ = H
a .
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Äîâåäåííÿ 3 Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1, ìà¹ìî:

BN2 = {(x, y, z) : x = H;−a ≤ y ≤ a; = −a ≤ z ≤ a}

BD2 - ïiðàìiäà ç âåðøèíîþ ó òî÷öi (0,0,0) i îñíîâîþ - êâàäðàòîì , ç

ñòîðîíîþ 2a. Áîêîâi ðåáðà ïiðàìiäè ìàþòü äîâæèíó :

|L | =
√

2a2 +H2 = a
√
2 + λ2.

Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëè àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨, àíàëîãi÷íî ïðèêëàäó 1,

çíàéäåìî âåðøèíè ïðÿìî¨ ïiðàìiäè. Ïîòiì îá÷èñëèìî âåêòîðè íîðìàëi äî

ãðàíåé i âiäïîâiäíi äâîãðàííi êóòè. Ìà¹ìî:

µ2(BD2 ) =
1

π
(arccos(

a2

a2 + 4H2
) ·

√
2a2 + H2 + 2a (π − arctg(H

a
)))

Òîáòî

µ2(BD2 ) =
1

π
(arccos(

1

12 + 4λ2
) · a

√
2 + λ2 + 2a (π − arctg(λ)))

Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëó ïðèêëàäó 1, âèïàäîê â), ìà¹ìî

µ2(> K1,K2 <) =
1

π
(arccos(

1

12 + 4λ2
) · a

√
2 + λ2 + 2a (π − arctg(λ)− 2)

äå λ = H
a .

Ïðîïîçèöiÿ 4 Íåõàé K ⊂ R3 - ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ K1 i K2

êóáiâ, ùî ñòâîðåíi ïàðàëåëüíèì çñóâîì íà âiäñòàíü:

K1 = {(x, y, z) : −a ≤ x ≤ 0;−a
2
≤ y ≤ a

2
a;−a

2
≤ z ≤ a

2
}

K2 = {(x, y, z) : H ≤ x ≤ H + a;−a
2
≤ y ≤ a

2
a;−a

2
≤ z ≤ a

2
}.

Òîäi ìiðà ìíîæèíè âñiõ ãiïåðïëîùèí, ùî ðîçäiëÿþòü òiëà K1 i K2 äîðiâ-

íþ¹:

µ2(> K1,K2 <) =
3a

π
(arccos(

1

12 + 4λ2
) · a

√
2 + λ2 + 6 (π − arctg(λ)− 2)

Äîâåäåííÿ 4 Âiäìiòèìî, ùî äëÿ òië K1 i K2 F-ìíîæèíè ¹ äâà êâàäðàòè

B1 i B2, âiäïîâiäíî ( Ïðîïîçèöiÿ 3). Ç öüîãî ñëiäó¹ ôîðìóëà.

Çà äîïîìîãîþ ïðîïîçèöi¨ 4 ìè ìà¹ìî ïðîâåñòè íàñòóïíi îá÷èñëåííÿ.
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Ïðîïîçèöiÿ 5 Íåõàé K ⊂ R3 - ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç 8 êóáiâ Ki,

i = 1, 8, çi ñòîðîíîþ , ùî ñòâîðåíi ïàðàëåëüíèì çñóâîì i öåíòðè ÿêèõ,

çíàõîäÿòüñÿ ó âåðøèíàõ êóáó çi ñòîðîíîþ a+ b, 0 < b < a. Òîäi ìiðà ìíî-

æèíè âñiõ ãiïåðïëîùèí, ùî ïåðåòèíàþòü ìíîæèíó K i íå ïåðåòèíàþòü,

òîáòî ðîçäiëÿþòü êóáè Ki, i = 1, 8. Äîðiâíþ¹

µ2(> Ki, i = 1, 8 <) =

=
6(λ+ a+ b)

π
(arccos(

1

1 + 4λ2
) ·
√

2 + λ2 + 6(π − arctg(λ)− 2)

äå λ = b
a+b .

Äîâåäåííÿ 5 Âiäñòàíü ìiõ êóáàìè, ùî çíàõîäÿòüñÿ íà ðåáði êóáà äîðiâ-

íþ¹ b, 0 < b < a. Ïîñêiëüêè b < a, iñíó¹ òðè ìíîæèíè A1, A2, A3 ïëîùèí,

ùî ðîçäiëÿþòü êóáè íà ñèñòåìè ïî ÷îòèðè êóáà. Öi ìíîæèíè ìàþòü íà-

çâó àòîìè [9]. Çíàéäåìî îïóêëó îáîëîíêó, äëÿ êîæíî¨ ñèñòåìè ç ÷îòèðüîõ

êóáiâ. Öå çâîäèòü äîâåäåííÿ äî âèïàäêó ïðèêëàäó 2, êâàäðàòè B1 i B2 ìà-

þòü ñòîðîíó, ùî äîðiâíþ¹ a+b, à âiäñòàíü ìiæ íèìè b. Ó âèðàç òåîðåìè 4

ïiäñòàâëÿ¹ìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ a òà λ. Ïîìíîæóþ÷è éîãî íà êiëüêiñòü

àòîìiâ, òîáòî 3, ìà¹ìî ôîðìóëó ïðîïîçèöi¨ 4.

3 Âèñíîâêè

Â ñòàòi âèêîðèñòàíî óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Êðîôòîíà íà òðèâèìiðíèé âèïà-

äîê. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi óçàãàëüíåíî îïóêëèõ ìíîæèí, îá÷èñëåíi

iíâàðiàíòíi 2-ìiðè äëÿ äâîõ áàãàòîãðàííèêiâ, F -ìíîæèíè ÿêèõ ñêëàäàþòü-

ñÿ ç ïðàâèëüíèõ òðèêóòíèêiâ, àáî êâàäðàòiâ. Äåÿêi iíøi âèïàäêè îïóêëèõ

ìíîæèí, F -ìíîæèíè ÿêèõ ìàþòü ó ñêëàäi êîëî, ôðàãìåíòè êóëi äèâ. [7]. Äî-

êàçàíi òåîðåìè äëÿ äâîõ áàãàòîãðàííèêiâ äîçâîëÿþòü óçàãàëüíèòè ðåçóëü-

òàòè íà ñóêóïíîñòi êiíöåâîãî ÷èñëà áàãàòîãðàííèêiâ. Ïðîïîíîâàíèé ìåòîä

òà îäåðæàíèé ðåçóëüòàò îá÷èñëåíü, äàþòü çìîãó çíàõîäèòè iíâàðiàíòíi ìiðè

ñóêóïíîñòi áàãàòîãðàííèêiâ, ùî ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî ïðè ðiøåííi ïðÿìî¨

i çâîðîòíî¨ çàäà÷i òîìîãðàôi¨.
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Invariant measures on set of polyhedrons.

In this article the author consider the polyhedral generalize convex sets.

Properties generalize convex sets are used for the calculation of invariant

measures on set of polyhedrons. O�ered method and got results of calculations,

enable to �nd invariant measures at the decision of direct and reverse task of

tomography.
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