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Òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà äåôîðìàöié âåòîðíèõ
ïîëiâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðèâèìiðíèõ ìíîãîâè-
äàõ ðîäó 2

I.Ì. Iâàíþê, Î.Î. Ïðèøëÿê

Àíîòàöiÿ Ìè ðîçãëÿäà¹ìî äåôîðìàöi¨ ïîëÿðíèõ ïîëiâ Ìîðñà-Ñìåéëà

áåç çàìêíåíèõ òðà¹êòîðié íà çàìêíåíèõ òðèâèìiðíèõ ìíîãîâèäàõ ðîäó 2.

Çà êîæíèì ïîëåì áóäó¹òüñÿ äiàãðàìà Õåãîðà. Ìè îïèñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ

äiàãðàì, ùî âiäïîâiäàþòü äåôîðìàöiÿì ïîëiâ. Ðîçãëÿäàþòüñÿ äiàãðàìè

Õåãîðà ðîäó 2, â ÿêèõ íå áiëüøå ÷îòèðüîõ òî÷îê ïåðåòèíó ìiæ ìåðèäiàíàìè.

Äîñëiäæåíî ñèòóàöiþ, êîëè âåðøèíè ìîæóòü ìàòè ïðîñòi ïåòëi. Îïèñàíî

âñi ìîæëèâi ïåðåõîäè âiä îäíi¹¨ äiàãðàìè äî iíøî¨, âèêîðèñòîâóþ÷è îïåðàöi¨

êîâçàííÿ, âèòÿãóâàííÿ ïåòåëü, ïåðåñòàíîâêè âåðøèí ìiñöÿìè. Çíàéäåíî âñi

íåãîìåîìîðôíi äiàãðàìè òà âñi ¨õ ìîæëèâi ïåðåòâîðåííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà Äiàãðàìè Õåãîðà · ôóíêöi¨ Ìîðñà · òðèâèìiðíi ìíîãîâèäè
· òîïîëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü

ÓÄÊ 517.91

Âñòóï

Äiàãðàìè Õåãîðà ¹ çðó÷íèì ñïîñîáîì çàäàííÿ çàìêíåíèõ îði¹íòîâàíèõ

òðèâèìiðíèõ ìíîãîâèäiâ. Íàãàäà¹ìî, ùî òðiéêà (F, u, v) íàçèâà¹òüñÿ äiàãðà-

ìîþ Õåãîðà ìíîãîâèäó M , äå F = ∂H = ∂H
′
� çàãàëüíà ïîâåðõíÿ ðîäó g

êðåíäåëiâ, u = {u1, ..., ug} � ñèñòåìà ìåðèäiàíiâ êðåíäåëÿ H i v = {v1, ..., vg}
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� ñèñòåìà ìåðèäiàíiâ êðåíäåëÿ H
′
, H ∪H ′

=M � ðîçáèòòÿ Õåãîðà ìíîãî-

âèäà M .

Ó ðîáîòàõ [4], [5] çà âåêòîðíèì ïîëåìÌîðñà-Ñìåéëà áåç çàìêíåíèõ òðà¹ê-

òîðié íà òðèâèìiðíîìó ìíîãîâèäi áóëî ïîáóäîâàíî äiàãðàìó Õåãîðà, òî ïî-

êàçàíî, ùî ïîëÿ áóäóòü òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi òîäi òà òiëüêè òîäi, êîëè

âiäïîâiäíi äiàãðàìè Õåãîðà ¹ ãîìåîìîðôíèìè. Òàêîæ äiàãðàìè Õåîðà âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ äëÿ òîïîëîãi÷íî¨ êëàñèôiêàöi¨ ôóíêöié íà òðèâèìiðíèõ ìíî-

ãîâèäàõ. Ïðîñòið îðáiò ôóíêöié ðîçãëÿäàëèñü ó ðîáîòi [3].

Ùå äiàãðàìè Õåãîðà ðîäó 2 äîñëiäæóâàëèñü â [6], [8], áóëî äîâåäåíî, ùî

iñíó¹ ñêií÷åííå ÷èñëî ðîçáèòòiâ Õåãîðà äëÿ êîæíîãî ìíîãîâèäà ðîäó 2.

Äiàãðàìè Õåãîðà çàäàþòü ðîçêëàä òðèâèìiðíîãî íà ðó÷êè Ñìåéëà. Ïðè

äåôîðìàöi¨ âåêòîðíîãî ïîëÿ âiäáóâà¹òüñÿ êîâçàííÿ ðó÷îê, ùî íà ìîâi äià-

ãðàì Õåãîðà îçíà÷à¹ íàïiâiçîòîïiþ äiàãðàìè çà äîïîìîãîþ äîäàâàííÿ ìå-

ðèäiàíiâ, ñêîðî÷åííÿ àáî óòâîðåííÿ äâîêóòíèêiâ, ïåðåñòàíîâêè ìåðèäiàíiâ.

Îñíîâíà ìåòà ðîáîòè � îïèñàòè âñi ìîæëèâi äåôîðìàöi¨ ïîëiâ Ìîðñà-

Ñìåéëà íà òðèâèìiðíèõ ìíîãîâèäàõ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ äiàãðàì

Õåãîðà ðîäó 2; çíàéòè åêâiâàëåíòíi äiàãðàìè, ñêëàäíiñòü ÿêèõ íå ïåðåâè-

ùó¹ 4.

1 Äiàãðàìè Õåãîðà

Òðèâèìiðíèé ìíîãîâèä âiäíîâëþ¹òüñÿ çà ñâî¹þ äiàãðàìîþ Õåãîðà îä-

íîçíà÷íî: ÿêùî òðiéêà (F, u, v) ¹ äiàãðàìîþ Õåãîðà ÿê ìíîãîâèäà M , òàê i

ìíîãîâèäàM1, òî iñíó¹ íåðóõîìèé íà ïîâåðõíi F ãîìåîìîðôiçì h :M →M1.

Îçíà÷åííÿ 1 Äiàãðàìè Õåãîðà (F, u, v), (F
′
, u

′
, v

′
) ìíîãîâèäiâM ,M

′
íàçè-

âàþòüñÿ ãîìåîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹ òàêèé ãîìåîìîðôiçì h : F → F
′
, ùî

h(u) = u
′
, h(v) = v

′
àáî h(u) = v

′
, h(v) = u

′
(ïîðÿäîê ìåðèäiàíiâ ïðèöüîìó

íå ìà¹ çíà÷åííÿ).

Áóäü-ÿêèé ãîìåîìîðôiçì h : (F, u, v) → (F
′
, u

′
, v

′
) ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ãî-

ìåîìîðôiçìó ĥ :M →M
′
[1].

.

Îçíà÷åííÿ 2 Äiàãðàìè Õåãîðà (F, u, v), (F
′
, u

′
, v

′
) íàçèâàþòüñÿ içîòîïíè-

ìè, ÿêùî iñíó¹ òàêà içîòîïiÿ ϕt : F → F,, ùî ϕ0 = 1, ϕ1(u) = u
′
, ϕ1(v) = v

′

Îçíà÷åííÿ 3 Äiàãðàìè (F, u, v), (F
′
, u

′
, v

′
) íàçèâàþòüñÿ íàïiâiçîòîïíèìè,

ÿêùî iñíóþòü òàêi içîòîïi¨ ϕt, ψt : F → F , ùî ϕ0 = ψ0 = 1, ϕ1(u) = u
′
i

ψ1(v) = v
′
.
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Ïðè içîòîïi¨ âñi êðèâi äiàãðàìè êîâçàþòü ïî ïîâåðõíi ÿê ¹äèíå öiëå, òîäi

ÿê ïðè íàïiâiçîòîïi¨ êîæíà ñiì'ÿ ðóõà¹òüñÿ ïî-ñâî¹ìó. Içîòîïíi i íàïiâiçî-

òîïíi äiàãðàìè âèçíà÷àþòü îäèí i òîé æå òðèâèìiðíèé ìíîãîâèä. Ìè íå

ìiíÿ¹ìî êðåíäåëiâ H, H
′
âiäïîâiäíîãî ðîçáèòòÿ Õåãîðà, à òiëüêè çàìiíþ¹ìî

â êîæíîìó ç íèõ ìåðèäiîíàëüíi äèñêè íà içîòîïíi. Îïåðàöiþ çâ'ÿçíî¨ ñóìè

ìåðèäiàíiâ, òîáòî îïåðàöiþ äîäàâàííÿ îäíîãî ìåðèäiàíà äî iíøîãî ìîæíà

çàñòîñóâàòè äî êîæíîãî ñiìåéñòâà u, v äiàãðàìè Õåãîðà. Äëÿ ïðîñòîòè ïî-

çíà÷åíü ïîêëàäåìî, ùî êðèâà u2 äîäà¹òüñÿ äî êðèâî¨ u1.

Íåõàé (F, u, v) � äiàãðàìà Õåãîðà i β � ïðîñòà êðèâà, ùî ç'¹äíó¹ ìå-

ðèäiàíè u1, u2 äiàãðàìè i íå ìà¹ ç êðèâèìè iíøèõ ñïiëüíèõ òî÷îê. Íåõàé C

� çàìêíåíèé îêië îá'¹äíàííÿ u1∪u2∪β ãîìåîìîðôíèé äèñêó ç äâîìà äiðêà-

ìè i íå ïåðåòèíà¹ iíøèõ êðèâèõ u. Ïîçíà÷èìî u1]u2 êîìïîíåíòó êðàþ, ÿêà

íå içîòîïíà êðèâié u1 ÷è êðèâié u2. Ñèñòåìó {u1]u2, u2, ..., ug} ïîçíà÷èìî ũ.

Îçíà÷åííÿ 4 Äiàãðàìà (F, ũ, v) îòðèìó¹òüñÿ ç äiàãðàìè (F, u, v îïåðàöi¹þ

äîäàâàííÿ êðèâî¨ u2 äî êðèâî¨ u1 âçäîâæ êðèâî¨ β.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ îïåðàöiÿ ñóìè êðèâèõ ñèñòåìè v. Êðèâi ñèñòåìè

u äî êðèâèõ ñèñòåìè v i íàâïàêè äîäàâàòè íå ìîæíà. Äîäàâàííÿ îäíi¹¨ êðèâî¨

ñèñòåìè äî ¨íøî¨ êðèâî¨ òîãî æ ñiìåéñòâà íå çìiíþ¹ íå òiëüêè âiäïîâiäíîãî

ìíîãîâèäà, àëå i éîãî ðîçáèòòÿ Õåãîðà � êðåíäåëi ðîçáèòòÿ çàëèøàþòüñÿ

íåçìiííèìè, çìiíþþòüñÿ òiëüêè ¨õ ìåðèäiàëüíi äèñêè.

Îçíà÷åííÿ 5 Äiàãðàìè (F, u, v) i (F, u
′
, v

′
) íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè,

ÿêùî âiä îäíi¹¨ ìîæíà ïåðåéòè äî iíøî¨ çà äîïîìîãîþ ãîìåîìîðôiçìiâ, íà-

ïiâ¨çîòîïié i îïåðàöié äîäàâàííÿ îäíîãî ìåðèäiàíà äî iíøîãî.

Äiàãðàìè Õåãîðà åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè åêâiâàëåíòíi âiäïî-

âiäíi ¨ì ðîçáèòòÿ Õåãîðà. Åêâiâàëåíòíi äiàãðàìè äàþòü ç òî÷íiñòþ äî ãîìåî-

ìîðôiçìó îäíå i òå æ ðîçáèòòÿ Õåãîðà. Áóäü-ÿêó ñèñòåìó ìåðèäiàíiâ ïîâíîãî

êðåíäåëÿ ìîæíà ïåðåâåñòè â iíøó çà äîïîìîãîþ îïåðàöié çâ'ÿçíî¨ ñóìè òà

içîòîïié. Äîâåäåííÿ öüîãî â [1]

Íåõàé (F, u, v) � çâ'ÿçíà äiàãðàìà Õåãîðà. Ãîìåîìîðôíi äèñêó îáëàñòi,

íà ÿêi ãðàô u ∪ v ðîçðiçà¹ ïîâåðõíþ , áóäåìî òðàêòóâàòè ÿê êðèâîëiíié-

íi ìíîãîêóòíèêè, ââàæàþ÷è âåðøèíàìè òî÷êè ïåðåòèíó ìåðèäiàíiâ ðiçíèõ

ñèñòåì. Êîæíèé ìíîãîêóòíèê ìà¹ ïàðíå ÷èñëî ñòîðií.

Îçíà÷åííÿ 6 Äiàãðàìà Õåãîðà (F, u, v) íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëiçîâàíîþ, ÿê-

ùî ñåðåä îáëàñòåé, íà ÿêi ìåðèäiàíè ðîçáèâà¹ ïîâåðõíÿ, íåìà äâîêóòíèêiâ.
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Ðèñ.1

Áóäü-ÿêà äiàãðàìà Õåãîðà íàïiâiçîòîïíà íîðìàëiçîâàíié. ßêùî äâi íîðìàëi-

çîâàíi äiàãðàìè íàïiâiçîòîïíi, òî âîíè içîòîïíi. Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ìîæ-

íà çóñòðiòè â [1]

ßêùî äiàãðàìà ìà¹ õâèëþ, ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè äî äiàãðàìè õâèëüî-

âå ïåðåòâîðåííÿ. Õâèëüîâå ïåðåòâîðåííÿ äëÿ äiàãðàìè Õåãîðà ïîëÿãà¹ â

òîìó,ùî îäíó äiàãðàìó Õåãîðà çàìiíþ¹ìî íà åêâiâàëåíòíó ¨é äiàãðàìó. Íîâà

äiàãðàìà çàâæäè ïðîñòiøà ïîïåðåäíüî¨, òîìó ùî ïðè õâèëüîâîìó ïåðåòâî-

ðåííi çàãàëüíå ÷èñëî òî÷îê ïåðåòèíó ìåðèäiàíiâ ñòðîãî çìåíøó¹òüñÿ. Íåõàé

(F, u, v) � íîðìàëiçîâàíà äiàãðàìà.

Îçíà÷åííÿ 7 Ïðîñòà êðèâà l ⊂ F íàçèâà¹òüñÿ u−õâèëåþ (àáî ïðîñòî

õâèëåþ), ÿêùî: 1) ¨¨ êiíöi ëåæàòü íà îäíîìó ç ìåðèäiàíiâ ui ñèñòåìè u; 2)

iíøèõ ñïiëüíèõ òî÷îê ç ìåðèäiàíàìè u, v êðèâà l íå ìà¹; 3) êiíöåâi òî÷êè

êðèâî¨ l íàëåæàòü äî ðiçíèõ äóã, íà ÿêi ìåðèäiàíè v ðîçáèâàþòü ìåðèäiàí

ui; 4) â öèõ äâîõ òî÷êàõ êðèâà l ïiäõîäèòü äî ìåðèäiàíà ç îäíi¹¨ ñòîðîíè.

Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò õâèëüîâîãî ïåðåòâîðåííÿ. Çîáðàçèìî êðåíäåëü H ó

âèãëÿäi ñôåðè ç ðó÷êàìè, â îñíîâi ÿêèõ ëåæàòü ìåðèäiàíè u1, u2, ..., ug. Ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç D äèñê íà êðàþ ñôåðè, îáìåæåíèé õâèëåþ i òi¹þ ÷àñòèíîþ

ìåðèäiàíà ui, ÿêà âiäêèäà¹òüñÿ ïðè õâèëüîâîìó ïåðåòâîðåííi. Òîäi õâèëüîâå

ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ïðîòÿãóâàííÿ ïî ðó÷öi ç íîìåðîì i

òèõ ðó÷îê, îñíîâà ÿêèõ ëåæèòü íà äèñêó D (Ðèñ.1).

2 Ñòðóêòóðà äiàãðàì Õåãîðà ðîäó 2

Íåõàé (F, u, v) � íîðìàëiçîâàíà äiàãðàìà. ßêùî ïîâåðõíþ F ðîçðiçàòè

ïî ìåðèäiàíàõ u1,...,ug, òî îòðèìà¹ìî ñôåðó ç 2g äiðêàìè D1, D2,...,D2g, ÿêi

çðó÷íî iíòåðïðåòóâàòè ÿê âèäiëåíi äèñêè íà ñôåði. Äiðêè ïðèðîäíiì ÷èíîì
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ðîçáèòè íà ïàðè � â êîæíó ïàðó D2i−1, D2i âõîäÿòü äiðêè, ùî âiäïîâiäà-

þòü ìåðèäiàíó ui. Ìåðèäiàíè ïðè öüîìó ðîçðiæóòüñÿ íà äóãè, ÿêi ðiçíèì

ñïîñîáîì ç'¹äíóþòü äiðêè. Äëÿ òîãî, ùîá çà òàêèì çîáðàæåííÿì âiäíîâèòè

äiàãðàìó Õåãîðà îäíîçíà÷íî, ïîòðiáíî çíàòè, ÿê êðàé êîæíî¨ äiðêè D2i−1

ñêëåþ¹òüñÿ ç êðà¹ì äiðêèD2i. Çðó÷íî çàíóìåðóâàòè äëÿ öüîãî òî÷êè ïåðåòè-

íó ìåðèäiàíà ui ç ìåðèäiàíàìè v â òîìó ïîðÿäêó, â ÿêîìó âîíè çóñòði÷àþòüñÿ

ïðè îáõîäi ìåðèäiàíà ui, i öi íîìåðè çáåðåãòè ïðè ðîçðiçàííi.

Ðîçiá'¹ìî âñi íîðìàëiçîâàíi äiàãðàìè Õåãîðà ðîäó 2 íà òðè êëàñè. k ïà-

ðàëåëüíèõ äóã, ùî ç'¹äíóþòü îäíó äiðêó ç iíøîþ, áóäåìî ïîçíà÷àòè îäíi¹þ

äóãîþ, ïîìi÷åíîþ ÷èñëîì k. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè íà äiàãðàìi íåìà¹

ïðîñòèõ ïåòåëü, a = e, b = f

Îçíà÷åííÿ 8 Äiàãðàìà Õåãîðà (F, u, v) ðîäó 2, ùî çîáðàæåíi íà ðèñ.2, áó-

äåìî íàçèâàòè äiàãðàìàìè òèïó I, II àáî III, âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 1 ([1]) Áóäü-ÿêà íîðìàëiçîâàíà äiàãðàìà ðîäó 2 ãîìåîìîðôíà äià-

ãðàìi îäíîãî ç òèïiâ I, II àáî III.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç aij(i < j) ÷èñëî äóã, ç'¹äíó¹ äiðêó Di ç äiðêîþ Dj . Íà êðà-

ÿõ äiðîê D1, D2 ïîâèííî çàêií÷óâàòèñü îäíàêîâå ÷èñëî äóã, òå ñàìå ñïðà-

âåäëèâî äëÿ äiðîê D3, D4. Òîìó ÷èñëà aij ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè ñïiââiä-

íîøåííÿ aij ≥ 0 i ñèñòåìó (*): a1,3 + a1,4 + a1,1 = a2,3 + a2,4 + a2,2,

a1,3 + a2,3 + a3,3 = a1,4 + a2,4 + a4,4 ßêùî êîæíó äiðêó ñòÿãíóòè â ñâîþ

òî÷êó i êîæíèé ïó÷îê ïàðàëåëüíèõ äóã çàìiíèòè íà îäíó äóãó, òî îòðè-

ìà¹ìî ãðàô G ⊂ S2. Ìè ïîâèííi çà äîïîìîãîþ iíâàðiàíòíîãî íà âåðøèíàõ

ãîìåîìîðôiçìó ñôåðè ïåðåâåñòè éîãî â îäèí iç ãðàôiâ GI , GII , GIII (Ðèñ.1).

Ãîìåîìîðôiçì ñôåðè ìîæå ïåðåñòàâëÿòè âåðøèíè, àëå òiëüêè òàê, ùîá âåð-

øèíè îäíi¹¨ ïàðè, òîáòî 1 i 2, àáî 3 i 4, ïåðåñòàâëÿëèñü ÿê ¹äèíå öiëå. Òàêèõ

ãîìåîìîðôiçìiâ áàãàòî. Ìîæíà, íàïðèêëàä, áóäü-ÿêó äóãó, ùî ç'¹äíó¹ âåð-

øèíè 1 i 2, ïåðåâåñòè ó âiäðiçîê, à áóäü-ÿêó ïåòëþ ç êiíöÿìè â âåðøèíi 1, ÿêà

âiäîêðåìëþ¹ âåðøèíó 3 âiä âåðøèíè 2, 4 � â çâè÷àéíó ïåòëþ, ùî îõîïëþ¹

âåðøèíó 3.

Ìîæëèâi òðè âèïàäêè:

1) ãðàô G íå ìà¹ ïåòåëü i ïîäâiéíèõ ðåáåð;

2) íåìà¹ ïåòåëü, àëå ¹ ïîäâiéíi ðåáðà;

3) ¹ ïåòëi.

Öi âèïàäêè âiäïîâiäàþòü òèïàì I, II, III. Ðîçãëÿíåìî ¨õ äåòàëüíiøå. 1)

Íåõàé íåìà¹ ïåòåëü i ïîäâiéíèõ ðåáåð. Òîäi ç ñèñòåìè a1,3 = a2,4, a1,4 =

a2,3. Ïîêëàäåìî a = a1,3 = a2,4, b = a1,2, c = a3,4 i d = a1,4 = a2,3. ßêùî
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Ðèñ.2

a, b, c, d > o, òî ãðàô G � öå ïîâíèé ãðàô ç ÷îòèðìà âåðøèíàìè, òîáòî ãðàô

ç 4 âåðøèíàìè, áóäü-ÿêi äâi ç ÿêèõ ç'¹äíàíi òiëüêè îäíèì ðåáðîì. Ãðàô GI

òàêîæ ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü. Îñêiëüêè âñi âêëàäåííÿ òàêîãî ãðàôà â ñôåðó

åêâiâàëåíòíi (âiä îäíîãî ìîæíà ïåðåéòè äî iíøîãî ãîìåîìîðôiçìàìè ñôåðè),

òî ãîìåîìîðôiçì, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ãðàô G ïåðåõîäèòü â ãðàô GI iñíó¹.

2) Íåõàé íåìà¹ ïåòåëü, àëå ¹ ïîäâiéíi ðåáðà. Êîæíå ïîäâiéíå ðåáðî ïî-

âèííî ðîçáèâàòè ñôåðó íà äâi ÷àñòèíè, êîæíà ç ÿêèõ ìiñòèòü òiëüêè îäíó

âåðøèíó, â iíøîìó âèïàäêó ðåáðà áóëè á ïàðàëåëüíi, i ìè çàìiíèëè á ¨õ íà

îäíå ðåáðî. Ìîæíà ââàæàòè, ùî çàãàëüíèé ïî÷àòîê ïàðè ïîäâiéíèõ ðåáåð

çíàõîäèòüñÿ ó âåðøèíi 1. Òîäi ¨õ çàãàëüíèé êiíåöü íå ìîæå çíàõîäèòèñü ó

âåðøèíi 3 àáî 4, òàê ÿê òîäi ñèñòåìà (*) áóäå íåñóìiñíîþ. Òîìó çàãàëüíèé

êiíåöü ïîäâiéíîãî ðåáðà çíàõîäèòüñÿ ó âåðøèíi 2 i ãîìåîìîðôiçìîì ñôåðè

éîãî ìîæíà ç'¹äíàòè ç ïîäâiéíèì ðåáðîì ãðàôà GII .

3) Íåõàé ¹ ïåòëi. Êîæíà ïåòëÿ ðîçáèâà¹ ñôåðó íà ÷àñòèíè, îäíà ç ÿêèõ

ìiñòèòü òiëüêè îäíó âåðøèíó. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïåòëÿ ïî÷èíà¹òüñÿ ç âåð-

øèíè 1. Òîäi âîíà íå ìîæå îõîïëþâàòè âåðøèíó 2 � ñèñòåìà (*) áóäå íåñó-

ìiñíîþ. Âåðøèíè 3 i 4 ðiâíîïðàâíi. Òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî ïåòëÿ îõîïëþ¹

âåðøèíó 3. Çà äîïîìîãîþ ãîìåîìîðôiçìó ñôåðè ¨¨ ìîæíà ïåðåâåñòè â àíà-

ëîãi÷íó ïåòëþ ãðàôà GIII . a2,2 = a1,1, a1,3 = a2,4, ïåòëÿ ç êiíöÿìè â âåðøèíi

2 ïîâèííà îõîïëþâàòè âåðøèíó 4.

Ðîçãëÿíåìî, äiàãðàìè ÿêèõ òèïiâ äîïóñêàþòü u-õâèëþ. Â äiàãðàìi òèïó

III õâèëÿ ¹ çàâæäè. Â äiàãðàìi òèïó II õâèëÿ ¹ òiëüêè çà óìîâè a = 0 àáî

d = 0. ßêùî c = d = 0, òî u-õâèëÿ ¹ i â äiàãðàìi òèïó I. Âèïàäêè b = d =

0, a = b = 0, a = c = 0 áóäóòü àíàëîãi÷íi, çà ðàõóíîê ïåðåñòàíîâêè ïåðøî¨ i

äðóãî¨ ïàðè äiðîê àáî çà ðàõóíîê ïåðåñòàíîâêè 3-¨ i 4-¨ äiðêè ìîæíà çàâæäè

çàìiíèòè a íà d i b íà c.
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ßêùî áðàòè òiëüêè ìíîãîâèäè, à íå ¨õ äiàãðàìè, òî äiàãðàìè ç õâèëÿìè

ìîæíà íå ðîçãëÿäàòè, îñêiëüêè âîíè ñïðîùóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ õâèëüîâèõ

ïåðåòâîðåíü. Ïðè öüîìó iñíóâàííÿ íå òiëüêè u−, àëå i v-õâèëi ìîæíà ïîáà÷è-
òè, âèõîäÿòè ç äiàãðàìè. Íàïðèêëàä, ÿêùî îäèí ç îði¹íòîâàíèõ ìåðèäiàíiâ

vi ñèñòåìè v âõîäèòü â ÿêóñü äiðêó â îäíié òî÷öi, òî v-õâèëÿ iñíó¹. Íà îñíî-

âi îïèñó ñòðóêòóðè äiàãðàìè Õåãîðà ðîäó 2 iñíó¹ òàêèé àëãîðèòì ïåðåëiêó

çàìêíåíèõ îði¹íòîâàíèõ òðèâèìiðíèõ ìíîãîâèäiâ, ðiä ÿêèõ íå áiëüøå 2:

1. Ïî ÷åðçi ïåðåðàõóâàòè âñi íàáîðè çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ a, b, c, d.

2. Äëÿ êîæíîãî ç íèõ ïîáóäóâàòè äiàãðàìó òèïó I àáî II. Ùîá çíàòè, ÿê

îòîòîæíþþòüñÿ êðà¨ äiðîê, ïîòðiáíî çàíóìåðóâàòè íà êîæíié ç íèõ êiíöi äóã

â öèêëi÷íîìó ïîðÿäêó. Íà íåïàðíèõ äiðêàõ ìîæíà âèáðàòè äîäàòíié íàïðÿì

îáõîäó i íóìåðàöi¨ çàôiêñóâàòè, òîäi íà âiäïîâiäíèõ ïàðíèõ äiðêàõ ïîòðiáíî

âèáðàòè âiä'¹ìíèé íàïðÿì îáõîäó i ïîñëiäîâíî ïåðåáðàòè âñi öèêëi÷íi ïåðå-

ñòàíîâêè.

3. Ç'ÿñóâàòè, ÷è äiéñíî ïîáóäîâàíà äiàãðàìà áóäå äiàãðàìîþ Õåãîðà. Äëÿ

öüîãî, ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè, ÷è áóäå ðiâíî äâi êðèâi, i ÷è íå ðîçáèâàþòü âî-

íè ïîâåðõíi. ßêùî öi äâi óìîâè âèêîíóþòüñÿ, òî äiàãðàìà áóäå äiàãðàìîþ

Õåãîðà äåÿêîãî çàìêíåíîãî îði¹íòîâàíîãî ìíîãîâèäà ðîäó íå áiëüøå 2.

3 Äåôîðìàöiÿ äiàãðàì Õåãîðà

Ðîçãëÿíåìî íà äiàãðàìi Õåãîðà êðiì ïåòåëü, ÿêi îáõîäÿòü iíøi âåðøèíè,

ùå i ïðîñòi ïåòëi.

Îçíà÷åííÿ 9 Ïðîñòîþ ïåòëåþ íà äiàãðàìi Õåãîðà íàçâåìî äóãó, ïî÷àòîê

i êiíåöü ÿêî¨ íàëåæàòü îäíié âåðøèíi, i ÿêà ïðè öüîìó âîíà íå îáõîäèòü

iíøi âåðøèíè.

Ñ.Â. Ìàòâå¹â ââiâ ïîíÿòòÿ ñêëàäíîñòi äëÿ òðèâèìiðíèõ ìíîãîâèäiâ [9]. À ìè

ïiä ñêëàäíiñòþ äiàãðàìè Õåãîðà áóäåìî ðîçóìiòè òàêå:

Îçíà÷åííÿ 10 Ñêëàäíiñòþ äiàãðàìè Õåãîðà íàçâåìî êiëüêiñòü òî÷îê ïå-

ðåòèíó ìiæ ìåðèäiàíàìè, òîáòî ñóìàðíó êiëüêiñòü âñiõ äóã i ïðîñòèõ

ïåòåëü íà äiàãðàìi.

Ðîçãëÿäà¹ìî äiàãðàìè Õåãîðà ðîäó 2, ãîìåîìîðôíi äiàãðàìàì òèïó I, II,

III ñêëàäíîñòi 4.

Òåîðåìà 2 Iñíó¹ 15 äiàãðàì Õåãîðà ñêëàäíîñòi 4, 6 äiàãðàì ñêëàäíîñòi 3,

îäíà ñêëàäíîñòi 2. Âñi âîíè îïèñàíi â òàáëèöi.
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a,b,c,d,e,f � äóãè, ùî ç'¹äíóþòü âåðøèíè, 1,2,3,4 � íîìåð âåðøèíè, â

òàáëèöi âêàçó¹ìî êiëüêiñòü ïðîñòèõ ïåòåëü, ùî âiäïîâiäà¹ äàíié âåðøèíi.

a b c d e f 1 2 3 4 òèï

1 1 2 − − 1 − − − − − I

2 1 1 1 − 1 − − − − − II

3 1 1 − − − − − 1 − − I

4 1 1 1 − 1 − − − − − I

5 1 − 1 − − 1 − − − 1 I

6 − 2 2 − − − − − − − I

7 − 1 3 − − − − − − − I

8 1 − − 1 1 1 − − − − I

9 − 1 1 1 − 1 − − − − I

10 − 2 − 1 − 1 − − − − I

11 − 1 1 1 − 1 − − − − II

12 − 1 1 − − − − − 1 1 I

13 1 1 − − 1 − − − − − I

14 − 1 − 1 − 1 − − − − I

15 − 1 2 − − − − − − − I

16 1 − 1 − 1 − − − − − II

17 − − 1 1 − 1 − − − − I

18 − − 1 1 − 1 − − − − II

19 − − 2 1 − 1 − − − − I

20 − 1 1 − − − − − − − I

21 1 − 2 − 1 − − − − − II

22 − − 2 1 − 1 − − − − II

Ìîæëèâi íàñòóïíi ðóõè äëÿ äiàãðàì: 1) âèòÿãóâàííÿ ïðîñòèõ ïåòåëü,

2)êîâçàííÿ 3)ïîïàðíà ïåðåñòàíîâêà âåðøèí (1),(2) ìiæ ñîáîþ àáî (3) i (4).

Òåîðåìà 3 ßêùî iñíó¹ äåôîðìàöiÿ, òî âîíà ðåàëiçó¹òüñÿ ðóõàìè 1), 2),

3), Êîæåí ðóõ çàäà¹ìî ïàðîþ äiàãðàì, âiä îäíi¹¨ ìîæíà ïåðåéòè äî iíøî¨

ïîñëiäîâíiñòþ ðóõiâ. Âñi ìîæëèâi ðóõè: 1-10, 1-13, 1-15, 1-19, 2-11, 2-13,

2-15, 2-16, 3-5, 3-13, 3-14, 3-20, 4-9, 5-13, 5-17, 5-20, 8-9, 10-14, 10-15, 11-

14, 11-15, 11-16, 12-20, 13-14, 13-17, 13-20, 14-20, 16-18, 16-20, 17-20, 18-20,

21-15, 21-16, 22-15, 22-18

Äîâåäåííÿ. Ìè ìîæåìî ïîïàðíî ìiíÿòè ìiñöÿìè âåðøèíè (1) i (2) ìiæ

ñîáîþ, à òàêîæ (3) i (4), îòðèìóþ÷è ïðè öüîìó åêâiâàëåíòíi äiàãðàìè Õåãî-

ðà. Òàê, ÿêùî â äiàãðàìi 1 ïîìiíÿòè ìiñöÿìè âåðøèíè (3) i (4), îòðèìà¹ìî

äiàãðàìó 10, òàêèì ÷èíîì äiàãðàìà 1 åêâiâàëåíòíà äiàãðàìi 10, 2 � äiàãðàìi
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11, 3 � 5, 4 � 9, 13 � 14, 13 � 17, 16 � 18, 19 � 1, 21 � 22. Âèòÿãóþ÷è

ïåòëþ ç âåðøèíè êiëüêiñòü òî÷îê ïåðåòèíó ìåðèäiàíiâ áóäå çìåíøóâàòèñü

íà 2. Òàê â ãðàôi 3, ÿêùî âèòÿãíóòè ç âåðøèíè (2) ïåòëþ, òî îòðèìà¹ìî

ãðàô 20; âèòÿãíóâøè ïåòëþ ó ãðàôi 5 , ïðèéäåìî òàêîæ äî 20 . Âèòÿãóþ÷è

ïåòëþ ó ãðàôi 12 îäðàçó ñêîðîòÿòüñÿ 2 ïåòëi, i âèéäå ãðàô 20. Ðîçãëÿíåìî,

ÿê îäíà äiàãðàìà ïåðåõîäèòü â iíøó ïðè êîâçàííi. Êîæíà äiàãðàìà ïîâèí-

íà ìiñòèòè äâi êðèâi. Äëÿ äiàãðàìè 1 ìîæëèâi âèïàäêè: 1) Äâà ðåáðà, ùî

ç'¹äíóþòü âåðøèíè (1) i (2), íàëåæàòü ðiçíèì êðèâèì. 2) Äâà ðåáðà, ùî

ç'¹äíóþòü âåðøèíè (1) i (2), íàëåæàòü îäíié êðèâié; Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âè-

ïàäîê. Â äiàãðàìi 1 äiðêè (1) i (3) ç'¹äíàíi ðåáðîì. Âiçüìåìî âåðøèíó (3) i

ïðîòÿãíåìî ¨¨ ÷åðåç äiðêó (1), âèéäå âîíà ÷åðåç âåðøèíó (2), òàêèì ÷èíîì

êiëüêiñòü òî÷îê ïåðåòèíó ìåðèäiàíiâ çìåíøèòüñÿ íà 1, i ãðàô 1 ïåðåéäå ó

13. Ó äðóãîìó âèïàäêó, ÿêùî ðåáðî ïðîéäå êðiçü äiðêó (1), i âèéäå ÷åðåç

(2), òî îòðèìà¹ìî äiàãðàìó 15. Äëÿ ãðàôà 2 òàêîæ ìîæëèâi òàêi âèïàäêè

ðîçòàøóâàííÿ êðèâèõ: 1) b � öå ïåðøà êðèâà, a,c,e íàëåæàòü äî äðóãî¨ êðè-

âî¨; 2) b,c � ïåðøà êðèâà, a,e � äðóãà 3) c � ïåðøà êðèâà, a,b,e � äðóãà

ßêùî b � îêðåìà êðèâà, òî âåðøèíà (3) âõîäèòü ó âåðøèíó (1), âèõîäèòü iç

(2) i ïåðåõîäèòü ó ãðàô 13. Ó äðóãîìó âèïàäêó ïðè òàêîìó ðóñi îòðèìà¹ìî

ãðàô 15. ßêùî a,b,e íàëåæàòü îäíié êðèâié, òî ìè ïåðåéäåìî ó ãðàô 16. Ó

äiàãðàìi 3 ïðîòÿãóþ÷è âåðøèíó (3) êðiçü (1), âèéäåìî ç (2), ãðàô ïåðåéäå ó

14. Òàêîæ âåðøèíà (4) ìà¹ ñïiëüíó äóãó ç (1). ßêùî ìè áóäåìî ðóõàòè (4)

êðiçü (1), âèéäåìî ç (2), îòðèìà¹ìî äiàãðàìó 13. Â äiàãðàìi 5 âåðøèíó (1)

áóäåìî ïðîòÿãóâàòè êðiçü (3), âèéäåìî ç (4), îòðèìà¹ìî 17, òàêîæ âåðøèíè

(2),(3) ç'¹äíàíi äóãîþ, îïåðàöi¹þ êîâçàííÿ ïåðåéäåìî äî 13. Ó 8 (1) i (3)

ç'¹äíàíi äóãîþ, êîâçàþ÷è, âåðøèíà (1) âèéäå ç (4), äiàãðàìà ïåðåòâîðèòüñÿ

íà 9. Äëÿ äiàãðàìè 10 ìîæëèâi âèïàäêè: 1) Äâà ðåáðà ìiæ âåðøèíàìè (1) i

(2) íàëåæàòü ðiçíèì êðèâèì. 2) Äâà ðåáðà ìiæ âåðøèíàìè (1) i (2) � öå îäíà

êðèâà; Âåðøèíè (1) i (4) ç'¹äíàíi äóãîþ, ó âèïàäêó 1) ïðè êîâçàííi îòðè-

ìà¹ìî 14, ó äðóãîìó 15. Â äiàãðàìi 11 ìîæëèâå òàêå ðîçòàøóâàííÿ êðèâèõ:

à) b � îêðåìà êðèâà; á) c � îêðåìà êðèâà; â) b i c íàëåæàòü îäíié êðèâié.

Ó âèïàäêó à) ïðè êîâçàííi âåðøèíè (3) ïî (2) ïåðåéäåìî äî 14, ó á) äî 18,

ó â) äî 15

Â äiàãðàìàõ 13, 16 âåðøèíè (1),(3) ç'¹äíàíi ðåáðîì. Âåðøèíó (3) ïðîòÿ-

ãó¹ìî êðiçü (1), âèõîäèìî iç (2) i ïåðåõîäèìî äî äiàãðàìè 20. Ó äiàãðàì 14,

18 âåðøèíè (1) i (4) ç'¹äíàíi ðåáðîì, âåðøèíà (4) ðóõàþ÷èñü êiçü (1), âèéäå

ç (2), â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî 20. Ó 17 âåðøèíè (2) i (3) ìàþòü ñïiëüíå ðåáðî,

ðóõà¹ìî (2) êðiçü (3) âèéäåìî ÷åðåç (4), i ïåðåéäåìî äî 20. Ó 19 âåðøèíè (3)
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i (4) ç'¹äíàíi äâîìà ðåáðàìè. ßêî âîíè ç ðiçíèõ êðèâèõ, òî ïðîòÿãóþ÷è (1)

êðiçü (4), ÿêi ìàþòü ñïiëüíå ðåáðî, îòðèìà¹ìî 17, ÿêùî (3),(4) � îäíà êðè-

âà, òî ìà¹ìî 15. Ó äiàãðàìàõ 14, 18 âåðøèíè (1) i (4) ìàþòü ñïiëüíó äóãó,

îïåðàöi¹þ êîâçàííÿ ó îáîõ âèïàäêàõ êiëüêiñòü òî÷îê ïåðåòèíó ìåðèäiàíiâ

çìåíøèòüñÿ ç òðüîõ äî äâîõ i îòðèìà¹ìî 20. Â 21-ié äiàãðàìi âåðøèíè (1) i

(2) ç'¹äíàíi äâîìà äóãàìè, ÿêi îáõîäÿòü âåðøèíó (4), âîíè ìîæóòü íàëåæàòè

îäíié àáî ðiçíèì êðèâèì: 1) äâi äóãè c � ïåðøà êðèâà, a, e � äðóãà, 2) îäíà

äóãà c � ïåðøà êðèâà, a, e i iíøà äóãà c � äðóãà êðèâà. Ó ïåðøîìó âèïàäêó

äiðêà (3) ïðîéøîâøè êðiçü âåðøèíó (1) ïåðåéäå ó ãðàô 15, ó äðóãîìó �

ó 16. Ïîäiáíà ñèòóàöiÿ äëÿ �22, c ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ äóã: 1) äâi äóãè c �

ïåðøà êðèâà, f , d � äðóãà, 2) îäíà äóãà c � ïåðøà êðèâà, f , d òà iíøà äóãà

c � äðóãà êðèâà. Ó ïåðøîìó âèïàäêó äiðêà (3) ïðîéøîâøè êðiçü âåðøèíó

(1) ïåðåéäå ó ãðàô 15, ó äðóãîìó � ó 18. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âèñíîâêè

Â ðîáîòi äëÿ äîñëiäæåííÿ äåôîðìàöié âåêòîðíèõ ïîëiâ íà òðèâèìiðíèõ

ìíîãîâèäàõ âèêîðèñòàíî äiàãðàìè Õåãîðà ðîäó äâà, â ÿêèõ êiëüêiñòü òî÷îê

ïåðåòèíó ìåðèäiàíiâ íå ïåðåâèùó¹ 4, îïèñàíi åêâiâàëåíòíi äiàãðàìè. Êîæíà

äåôîðìàöiÿ çàäà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ, îïèñàíîþ â òåîðåìi 2. Áóëî á öiêà-

âî óçàãàëüíèòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ äiàãðàì Õåãîðà ðîäó 3. Ìè òàêîæ

ñïîäiâà¹ìîñü, ùî ðåçóëüòàòè öi¹¨ ðîáîòè áóäóòü âèêîðèñòàíi äëÿ äîñëiäæåí-

íÿ äåôîðìàöié ôóíêöié íà òðèâèìiðíèõ ìíîãîâèäàõ.
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Ivanna M. Ivanyuk, Alexandr O.Ptishlyak

The topological structure deformation functions of three-

dimensional manifolds of genus 2

We consider the deformation of polar Morse-Smale vector �elds without

closed orbit on closed 3-manifolds. Heegaard diagram are building by the �eld.

We describe diagram transformation corresponded to deformation of �eld. We

conside Heegaard diarams of genus 2, which have four and less points of

intersection between meridians. The situation that the vertices have a simple

loop are investigated. All possible transformations of diagram was discribing,

using the operations of sliding, pulling loops, permutations of the vertices. Thus

we �nd all nonhomeomorphic diagrams and all possible transformations of it.


