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Âëàñòèâîñòi ïñåâäîãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ íà çà-
ìêíåíié îáëàñòi

I.À. Þð÷óê

Àíîòàöiÿ Íåõàé f : D → R � ïñåâäîãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäàíà íà

k−çâ'ÿçíié îði¹íòîâàíié çàìêíåíié îáëàñòi D ⊂ C, îáìåæåíié æîðäàíîâèìè

êðèâèìè γ0, γ1, . . ., γk, 0 ≤ k < ∞. Íàãàäà¹ìî, ùî êëàñ ïñåâäîãàðìîíi÷-

íèõ ôóíêöié ñïiâïàäà¹ ç êëàñîì íåïåðåðâíèõ ôóíêöié òàêèõ, ùî ó âíóòðiø-

íîñòi îáëàñòi ìiñòèòüñÿ ñêií÷åííå ÷èñëî êðèòè÷íèõ òî÷îê, êîæíà ç ÿêèõ ¹

ñiäëîâîþ, à çâóæåííÿ ôóíêöi¨ íà ¨¨ ìåæó ìà¹ ñêií÷åííå ÷èñëî ëîêàëüíèõ

åêñòðåìóìiâ.

Â äàíié ñòàòòi äîâåäåíî, ùî çàìèêàííÿ êîæíî¨ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè

ñiì'¨, ÿêà ¹ ðiçíèöåþ îáëàñòi D òà òèõ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò ëiíié ðiâíÿ

êðèòè÷íèõ òà íàïiâðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ f , ÿêi ìiñòÿòü êðèòè÷íi

òà ìåæîâi êðèòè÷íi òî÷êè, ¹ çàìêíåíîþ îáëàñòþ îäíîãî ç òðüîõ òèïiâ

(êiëüöå, ñìóæêà ÷è ñåêòîð). Ïåðøèé òèï õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òèì, ùî ìåæà

îáëàñòi ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò, ÿêi íå ìàþòü ñïiëüíèõ

òî÷îê ç ìåæîâèìè êðèâèìè γi, i = 0, k, à âñi ëiíi¨ ðiâíÿ ó ¨¨ âíóòðiøíîñòi

ãîìåîìîðôíi êîëàì. Äðóãèé òà òðåòié òèïè îáëàñòåé ìàþòü îäíó çâ'ÿçíó

êîìïîíåíòó ìåæi, à âñi ëiíi¨ ðiâíÿ ó ¨õ âíóòðiøíîñòi ãîìåîìîðôíi âiäðiçêàì.

Ðiçíèöÿ ìiæ íèìè ïîëÿãà¹ ó êiëüêîñòi äóã, ùî íàëåæàòü ìåæîâèì êðèâèì

γi, i = 0, k. Ó âèïàäêó îáëàñòi òèïó ñìóæêà, ¨¨ ìåæà ìiñòèòü äâi äóãè, ùî

íàëåæàòü àáî îäíié i òié æå ìåæîâié êðèâié, àáî ðiçíèì. ßêùî æ îáëàñòü

òèïó ñåêòîð, òî òàêà äóãà îäíà. Àâòîðîì òàêîæ äîâåäåíî ðÿä òâåðäæåíü,

ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè äîâåäåííi îñíîâíî¨ òåîðåìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà ïñåâäîãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ, k−çâ'ÿçíà îáëàñòü
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ÓÄÊ 515.173.2

1 Âñòóï

Äîñëiäæåííþ ïñåâäîãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè Â.Êàïëàíà [1],

Ì.Ìîðñà [5], Þ. Òîêi [3], �.Ïîëóëÿõà [2,6] òà ií., äå äîâåäåíi îñíîâíi òîïîëî-

ãi÷íi õàðàêòåðèñòèêè äàíîãî êëàñó ôóíêöié íà äèñêó, ïëîùèíi òà ïîâåðõíi.

Çîêðåìà, ó ìîíîãðàôi¨ [2] äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ïñåâäîãàðìîíi÷íèõ ôóíê-

öié íà çàìêíåíîìó äâîâèìiðíîìó äèñêó òà äîâåäåíî êðèòåðié òîïîëîãi÷íî¨

åêâiâàëåíòíîñòi äàíîãî êëàñó ôóíêöié. Ó ðîáîòi [6], àâòîðîì âèâ÷àþòüñÿ

ïñåâäîãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ íà ïëîùèíi òà äîâåäåíî äîñòàòíþ óìîâó ðåàëiçà-

öi¨ äåðåâà ÿê ¨õ ìíîæèíè ðiâíÿ.

Â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ïñåâäîãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨, ùî çàäàíi íà

k-çâ'ÿçíié îði¹íòîâàíié çàìêíåíié îáëàñòi D, D ⊂ C. Àâòîðîì äîâåäåíî Òåî-

ðåìó 2 ïðî ñòðóêòóðó çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò ñiì'¨, ÿêà ¹ çàìèêàííÿì ðiçíèöi

îáëàñòi D òà òèõ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò ìíîæèí ðiâíÿ êðèòè÷íèõ òà íàïiâðåãó-

ëÿðíèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ f , ÿêi ìiñòÿòü êðèòè÷íi òà ìåæîâi êðèòè÷íi òî÷êè.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ïîäÿêó ñòàðøîìó íàóêîâîìó ñïiâðîáiòíèêó âiääiëó òî-

ïîëîãi¨ Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍÓ Ïîëóëÿõó �âãåíó çà êîðèñíi îáãîâî-

ðåííÿ òà öiêàâiñòü äî äàíî¨ òåìàòèêè.

2 Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç D, D ⊂ C, k-çâ'ÿçíó îði¹íòîâàíó çàìêíåíó îáëàñòü, ÿêà

îáìåæåíà æîðäàíîâèìè êðèâèìè γ0, γ1, . . ., γk, 0 ≤ k <∞.

Íåõàé f : D → R � äåÿêà ïñåâäîãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ. Íàãàäà¹ìî îñíîâíi

îçíà÷åííÿ, ùî ïîâ'ÿçàíi ç äàíèì êëàñîì ôóíêöié [5,2,4].

Îçíà÷åííÿ 1 Ôóíêöiÿ f(x, y) ãàðìîíi÷íà â òî÷öi (x0, y0), ÿêùî

∂2f

∂x2
(x0, y0) +

∂2f

∂y2
(x0, y0) = 0.

Îçíà÷åííÿ 2 Ôóíêöiÿ f(z) ïñåâäîãàðìîíi÷íà â òî÷öi z0 = (x0, y0), ÿêùî

iñíó¹ îêië U(z0) òà ãîìåîìîðôiçì ϕ îêîëó U(z0) â ñåáå òàêèé, ùî ϕ(z0) = z0

òà f(ϕ(z)), z = (x, y), � ãàðìîíi÷íà i f(ϕ(z)) 6= const.

Ôóíêöiÿ f ïñåâäîãàðìîíi÷íà â çàìêíåíûé îáëàñòi, ÿêùî âîíà ïñåâäîãàð-

ìîíi÷íà â êîæíié ¨¨ òî÷öi.
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Îçíà÷åííÿ 3 Òî÷êà z0 ∈ D ¹ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ f , ÿêùî iñíó¹ âiäêðèòèé

¨¨ îêië U ⊆ D i ãîìåîìîðôiçì ϕ : U → D òàêèé, ùî ϕ(z0) = 0 i f ◦ϕ−1(z) =
Rez + f(z0) äëÿ âñiõ z ∈ U .

Îçíà÷åííÿ 4 Òî÷êà z0 ∈ ∂D ¹ ðåãóëÿðíîþ ìåæîâîþ òî÷êîþ f , ÿêùî iñíó¹

¨¨ îêië U â D òà ãîìåîìîðôiçì h : U → D+ öüîãî îêîëó â âåðõíié íàïiâäèñê

D+ òàêèé, ùî h(z0) = 0, h(U ∩ f−1(f(z0))) = {0} × [0, 1), h(U ∩ ∂D2) =

(−1, 1)×{0} i ôóíêöiÿ f ◦h−1 ¹ ñòðîãî ìîíîòîííà íà iíòåðâàëi (−1, 1)×{0}.

ßêùî òî÷êà z0 ∈ D íå ¹ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ f , òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ

êðèòè÷íîþ.

Çà îçíà÷åííÿì âñi êðèòè÷íi òî÷êè f ¹ ñiäëîâèìè, òîáòî äëÿ êîæíî¨ ç

íèõ iñíó¹ îêië U ⊆ D i ãîìåîìîðôiçì ϕ : U → D òàêèé, ùî ϕ(z0) = 0

i f ◦ ϕ−1(z) = Rezn + f(z0) äëÿ âñiõ z ∈ U . ×èñëî n íàçâåìî êðàòíiñòþ

ñiäëîâî¨ òî÷êè z0.

Îçíà÷åííÿ 5 Òî÷êè ìåæi ∂D, ùî íå ¹ íi ìåæîâèìè ðåãóëÿðíèìè, íi içî-

ëüîâàíèìè òî÷êàìè ¨õ ëiíié ðiâíÿ íàçèâàþòüñÿ êðèòè÷íèìè ìåæîâèìè

òî÷êàìè.

Îçíà÷åííÿ 6 ×èñëî c ¹ êðèòè÷íèì çíà÷åííÿì f , ÿêùî f−1(c) ìiñòèòü

ïðèíàéìíi îäíó êðèòè÷íó òî÷êó.

Îçíà÷åííÿ 7 ×èñëî c ¹ ðåãóëÿðíèì çíà÷åííÿì f , ÿêùî f−1(c) íå ìiñòèòü

êðèòè÷íèõ òî÷îê i ãîìåîìîðôíå íåçâ'ÿçíîìó îá'¹äíàííþ iíòåðâàëiâ, ÿêi

ïåðåòèíàþòüñÿ ç ìåæåþ ∂D ëèøå â ñâî¨õ êiíöÿõ.

Îçíà÷åííÿ 8 ×èñëî c ¹ íàïiâðåãóëÿðíèì çíà÷åííÿì f , ÿêùî âîíî íå ¹ íi

ðåãóëÿðíèì, íi êðèòè÷íèì.

Ëiíi¨ ðiâíÿ íàïiâðåãóëÿðíîãî çíà÷åííÿ ìiñòÿòü ëèøå ìåæîâi êðèòè÷íi

òî÷êè òà ëîêàëüíi åêñòðåìóìè f |∂D.

3 Âëàñòèâîñòi ïñåâäîãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié

Íåõàé z0 � äåÿêà òî÷êà çàìêíåíî¨ îáëàñòiD, à f � ïñåâäîãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ,

ùî çàäàíà íà íié. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Θ(z0) òó çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó ëiíié ðiâíÿ

D ∩ f−1(f(z0)), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó z0. Çàóâàæèìî, ùî äåêîëè â òåêñòi ìè

áóäåìî ñïðîùóâàòè çàïèñ äî âèðàçó Θ.

ßêùî z0 ∈ ∂D ¹ içîëüîâàíîþ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ f |∂D, òî Θ(z0) = {z0}.
Â óñiõ iíøèõ âèïàäêàõ, Θ(z0) ¹ êîìïàêòíîþ ëiíiéíî-çâ'ÿçíîþ ìíîæèíîþ.
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Îçíà÷åííÿ 9 Äóãîþ α äåÿêî¨ çàìêíåíî¨ æîðäàíîâî¨ êðèâî¨ γ íàçèâà¹òüñÿ

îáðàç íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ s(t) : [0; 1]→ γi òàêèé, ùî s(0) 6= s(1) àáî

s(0) = s(1).

Ìåæåþ äóãè ∂α áóäóòü òî÷êè s(0) òà s(1). Ñêàæåìî, ùî äóãè α òà β ðiçíi,

ÿêùî Intα ∩ Intβ = ∅.
ßêùî z0 � ðåãóëÿðíà òî÷êà ôóíêöi¨ f , òàê ñàìî ÿê i äîâiëüíà òî÷êà z,

z 6= z0 òàêà, ùî z ∈ Θ(z0), òî Θ(z0) ãîìåîìîðôíà êîëó àáî âiäðiçêó. Ó

ïåðøîìó âèïàäêó Θ(z0) ∩ ∂D = ∅ i ñêàæåìî, ùî Θ(z0) ¹ ìíîæèíîþ I òèïó,

à â äðóãîìó Θ(z0) ∩ ∂D = {z1, z2}, äå z1 òà z2 � ðiçíi òî÷êè ∂D. ßêùî z1 òà
z2 íàëåæàòü îäíié äóçi α äåÿêî¨ ìåæîâî¨ êðèâî¨ γi ⊂ ∂D, òî Θ(z0) íàçâåìî

ìíîæèíîþ II òèïó. Ó âèïàäêó, êîëè z1 òà z2 íàëåæàòü ðiçíèì äóãàì, òî

Θ(z0) � ìíîæèíà III òèïó. Çàóâàæèìî, ùî òóò ìîæëèâî äâà âèïàäêè: äóãè

íàëåæàòü îäíié i òié ñàìié ìåæîâié êðèâié àáî ðiçíèì.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L(f) ìíîæèíó òèõ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò ëiíié ðiâíÿ êðè-

òè÷íèõ òà íàïiâðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ f , ùî ìiñòÿòü êðèòè÷íi àáî

ìåæîâi êðèòè÷íi òî÷êè. Ðîçãëÿíåìî çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè Di ñiì'¨ D \ L(f).
Çðîçóìiëî, ùî ¨õ ñêií÷åííà êiëüêiñòü, êîæåíà ç ÿêèõ ¹ âiäêðèòîþ îáëàñòþ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Λ ñiì'þ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç Di.

Íåõàé D′ � çàìêíåíà îáëàñòü ç Λ. Çãiäíî ïîáóäîâè D′, äîâiëüíà òî÷êà

z ∈ IntD′ ¹ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f .

Òåîðåìà 1 Íåõàé z0 ∈ IntD′, D′ ∈ Λ. Òîäi, äëÿ äîâiëüíî¨ z ∈ U(z0), z0 6= z,

ìíîæèíè Θ(z) òà Θ(z0) ìàþòü òîé ñàìèé òèï, äå U(z0) � êàíîíi÷íèé

îêië òî÷êè z0.

Äîâåäåííÿ ßêùî z ∈ Θ(z0), òî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà.

Íåõàé z /∈ Θ(z0). Çðîçóìiëî, ùî Θ(z0) ∩ Θ(z) = ∅, áî â ïðîòèëåæíîìó

âèïàäêó iñíó¹ òî÷êà z ∈ Θ(z0)∩Θ(z), ÿêà ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f , à

öå ñóïåðå÷èòü ïîáóäîâi D′.

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî f(z) > f(z0).

Äîâåäåìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî Θ(z0) òà Θ(z) ìàþòü òîé ñàìèé

òèï. Ïðèïóñòèìî, ùî â êàíîíi÷íîìó îêîëi òî÷êè z0 çíàéäåòüñÿ òî÷êà z òàêà,

ùî Θ(z0) òà Θ(z) ìàþòü ðiçíèé òèï. Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi âèïàäêè:

Âèïàäîê 1: Θ(z0) ìà¹ òèï I, à Θ(z) � òèï II. Íåõàé z1 òà z2 � òî÷êè, ùî

íàëåæàòü äåÿêié äóçi α ⊂ γi i {z1, z2} = ∂Θ(z) . Îñêiëüêè f |D′ ¹ íåïåðåðâíîþ,
äî äëÿ äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ c òàêîãî, ùî f(z0) < c < f(z) iñíó¹ êîìïîíåíòà

Θ′ òàêà, ùî Θ′ ∩ U(z0) 6= ∅ i fΘ′ = c. Çãiäíî ïðèïóùåííÿ Θ′ ¹ ìíîæèíîþ I

àáî II òèïó.
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ßêùî âñi Θ′ ¹ ìíîæèíàìè I òèïó, òî z1 òà z2 íàëåæàòü ìåæi äóãè α.

Çâiäêè, z1, z2 ∈ ∂D i z1, z2 ∈ L(f). Òîäi, çíà÷åííÿ c ¹ êðèòè÷íèì ÷è íàïiâðå-

ãóëÿðíèì çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ f . Îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü.

ßêùî ñåðåä âñiõ Θ′ ¹ ìíîæèíè II òèïó, òî çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà Θ′′ òàêà,

ùî ∂Θ′′ ⊆ ∂α. Çâiäêè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ êðèòè÷íîãî ÷è íàïiâðåãóëÿðíîãî

çíà÷åííÿ c′, c′ < c, òàêîãî, ùî fΘ′′ = c′. Çíîâó îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü ç

ïîáóäîâîþ îáëàñòi D′.

Âèïàäîê 2: Θ(z0) ìà¹ òèï I, à Θ(z) � òèï III. Äîâîäèìî àíàëîãi÷íî äî

ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó.

Âèïàäîê 3: Θ(z0) ìà¹ òèï II, à Θ(z) � òèï III. Íåõàé ìåæîâèìè òî÷êàìè

Θ(z0) ¹ òî÷êè z
0
1 òà z02 , ùî íàëåæàòü äóçi α1, à ìåæîâèìè òî÷êàìè Θ(z) ¹

òî÷êè z1 òà z2 òàêi, ùî z1 ∈ α2 òà z2 ∈ α3. Òîäi, iñíó¹ çíà÷åííÿ c, f(z0) < c <

f(z) i êîìïîíåíòà Θ′ òàêi, ùî fΘ′ = c i ∂Θ′ ∈ ∂α1. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî c �

êðèòè÷íå ÷è íàïiâðåãóëÿðíå çíà÷åííÿ, à öå ñóïåðå÷èòü ïîáóäîâi îáëàñòi D′.

Íàñëiäîê 1 Äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê z1, z2 ∈ IntD′, D′ ∈ Λ, ìíîæèíè Θ(z1)

òà Θ(z2) ìàþòü òîé ñàìèé òèï.

Ëåìà 1 Äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê z1, z2 ∈ IntD′, D′ ∈ Λ, òàêèõ, ùî z1 /∈ Θ(z2)

i z2 /∈ Θ(z1) ñïðàâåäëèâî f |Θ(z1) 6= f |Θ(z2).

Äîâåäåííÿ Äîâåäåìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî f |Θ(z1) 6= f |Θ(z2). Ïðè-

ïóñòèìî, ùî iñíóþòü òî÷êè z1, z2 ∈ IntD′, D′ ∈ Λ, òàêi, ùî z1 /∈ Θ(z2),

z2 /∈ Θ(z1) i f |Θ(z1) = f |Θ(z2). ßêèìè á íå áóëè Θ(z2) i Θ(z1), êîæíà ç íèõ

ðîçáèâà¹ îáëàñòü D′ íà äâi çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè (ó âèïàäêó òèïiâ II òà III,

êîæíà ç êîìïîíåíò ¹ ðîçðiçîì îáëàñòi, à äëÿ âèïàäêó, êîëè êîìïîíåíòà ìà¹

òèï I, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Æîðäàíà). Ïîçíà÷åìî ÷åðåç A òà B çâ'ÿçíi êîì-

ïîíåòè ìíîæèíè D′ \ Θ(z1). Çãiäíî Ëåìè 4 (äèâ. [3,ñò.103]) äëÿ äîâiëüíî¨

òî÷êè z ∈ A ñïðàâåäëèâî f(z) < f(z1) àáî f(z) > f(z1). Íå îáìåæóþ÷è çà-

ãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî f(z) < f(z1). Òîäi, çãiäíî Òåîðåìè 1.(vii) (äèâ. [3,

ñò.106]), äëÿ z ∈ B ñïðàâåäëèâî f(z) > f(z1). Ç iíøîãî áîêó, â îäíié ç îáëà-

ñòåé A àáî B ëåæèòü êîìïîíåíòà Θ(z2), òîáòî z2 ∈ A àáî z2 ∈ B, à çãiäíî

ïðèïóùåííÿ f(z1) = f(z2). Îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî ñòðóêòóðó ìåæi çàìêíåíî¨ îáëàñòi D′ iç ñiì'¨ Λ.

Çãiäíî ïîáóäîâè îáëàñòi D′, êîæíà çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ¨¨ ìåæi ñêëàäà¹òüñÿ

ç äâîõ âèäiâ äóã: äóãè, ùî ¹ ÷àñòèíàìè ìåæîâèõ êðèâèõ γi îáëàñòi D, òà

äóãè, ùî ¹ ÷àñòèíàìè ëiíié ðiâíÿ êðèòè÷íèõ òà íàïiâðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü

ôóíêöi¨ f . Ïåðøi ïîçíà÷èìî ÷åðåç αi, à äðóãi ÷åðåç βi. Îñêiëüêè, îáëàñòü D

¹ îði¹íòîâàíîþ, òî i íà D′ iñíó¹ îði¹íòàöiÿ, ÿêà ïîðîäæó¹ öèêëi÷íèé ïîðÿäîê
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äóã íà êîæíié çâ'ÿçíié êîìïîíåíòi ìåæi îáëàñòi D′. Â äàíèõ ïîçíà÷åííÿõ

êîæíó çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó ìåæi äîâiëüíî¨ îáëàñòi D′ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê

ñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü, íà ÿêié çàäàíèé öèêëi÷íèé ïîðÿäîê. Ïîêàæåìî, ùî

â òàêié ïîñëiäîâíîñòi äóãè αi i βi ÷åðãóþòüñÿ, òîáòî

(α1, β1, α2, . . . , βk). (1)

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî αi+1 ( βi+1) ñëiäó¹ çà αi ( βi), òî iñíó¹ ñïiëüíà òî÷êà

z = αi+1 ∩ αi (z = βi+1 ∩ βi), äå z ∈ ∂αi i z ∈ ∂αi+1 (z ∈ ∂βi i z ∈ ∂βi+1),

ÿêà îäíî÷àñíî íàëåæèòü äâîì ðiçíèì ìåæîâèì êðèâèì (ëiíiÿì ðiâíÿ ðiçíèõ

êðèòè÷íèõ çíà÷åíü), ùî íå ìîæëèâî, áî ìåæîâi êðèâi æîðäàíîâi (ëiíi¨ ðiâíÿ

ðiçíèõ êðèòè÷íèõ çíà÷åíü íå ¹ çâ'ÿçíèìè) àáî îäíié ìåæîâi êðèâié (îäíié

ëiíi¨ ðiâíÿ) i äàíà òî÷êà íå ìà¹ íiÿêîãî çìiñòîâíîãî íàâàíòàæåííÿ, áî ëåãêî

ìîæíà ââåñòè íîâå ïîçíà÷åííÿ αi = αi ∪ αi+1 (βi = βi ∪ βi+1).

Äëÿ êîæíîãî ç òðüîõ òèïiâ êîìïîíåíò Θ(z) ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ îáëàñòi

D′ çàïèøåìî âèãëÿä ìåæi â òåðìiíàõ ïîñëiäîâíîñòi (α1, β1, α2, . . .).

Íåõàé âñi êîìïîíåíòè Θ(z) âíóòðiøíiõ òî÷îê îáëàñòi D′ ìàþòü òèï I.

Òîäi, ìåæåþ îáëàñòi ¹ ñêií÷åííà êiëüêiñòü ÷àñòèí äåÿêèõ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò

ëiíié ðiâíiâ D∩ f−1(c1), . . ., D∩ f−1(cn), äå ci � êðèòè÷íi ÷è íàïiâðåãóëÿðíi
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f ïðè i = 1, n. Òîìó, f |∂D′ = const. Âiäîìî [5,ñò.55], ùî äëÿ

ïñåâäîãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié, ÿêi íå ìàþòü ïîëþñiâ òà ñòàëi íà âñiõ ìåæîâèõ

êðèâèõ, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü 2 = ν−S, äå ν � êiëüêiñòü ìåæîâèõ êðèâèõ, à S �

êiëüêiñòü êðèòè÷íèõ òî÷îê ó âíóòðiøíîñòi îáëàñòi, êîæíà ç ÿêèõ ïîðàõîâàíà

ç ¨¨ êðàòíiñòþ. Îñêiëüêè, âñi òî÷êè îáëàñòi D′ ðåãóëÿðíi, òî S = 0. Çâiäêè

âèïëèâà¹, ùî 2 = ν, à îòæå i n = 2.

Òàêó çàìêíåíó îáëàñòü áóäåìî íàçèâàòè îáëàñòþ R-òèïó (òèïó êiëüöå)

i ¨¨ ìåæà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò, à ñàìå ∂D′ = (β1) ∪ (β2).

Ñêàæåìî, ùî äóãè αi òà αi+1 ¹ ñóñiäíiìè, ÿêùî ó ïîñëiäîâíîñòi (1) ìiæ

íèìè ìiñòèòüñÿ ëèøå îäíà äóãà.

Ëåìà 2 Íåõàé αi òà αi+1 � ñóñiäíi äóãè ìåæi îáëàñòi D′. Òîäi iñíóþòü

òî÷êè z1, z2 òàêi, ùî z1 ∈ ∂αi, z2 ∈ ∂αi+1 i f(z1) = f(z2) = C, äå C

� êðèòè÷íå àáî íàïiâðåãóëÿðíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f , òà òî÷êè z′, z′′, äå

z′ ∈ U(z1)∩αi, z′′ ∈ U(z2)∩αi+1, ÿêi ¹ ìåæåþ äåÿêî¨ êîìïîíåíòè Θ òàêî¨,

ùî f |Θ > C (f |Θ < C).

Äîâåäåííÿ Îñêiëüêè αi òà αi+1 � ñóñiäíi äóãè, òî iñíó¹ äóãà βi, ÿêà ¹ ÷àñòè-

íîþ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ëiíi¨ ðiâíÿ äåÿêîãî êðèòè÷íîãî ÷è íàïiâðåãóëÿðíî-

ãî çíà÷åííÿ C. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç z1 = αi∩βi i z2 = αi+1∩βi. Îñêiëüêè, òî÷êè
z1 òà z2 íàëåæàòü βi, òî f(z1) = f(z2) = C.
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Îñêiëüêè íà ∂D äîâiëüíà òî÷êà ¹ ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ àáî ëîêàëüíèì

åêñòðåìóìîì íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f |∂D, òî ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi âèïàäêè:

Âèïàäîê 1: z1 òà z2 � ðåãóëÿðíi òî÷êè. Äëÿ äîâiëüíîãî ε iñíóþòü îêîëè

U(z1) ⊂ ∂D iW (z2) ⊂ ∂D òî÷îê z1 òà z2, âiäïîâiäíî, òà ðåãóëÿðíi òî÷êè z
1
1 ∈

U(z1), z
2
1 ∈ U(z1), z

1
2 ∈W (z2) i z

2
2 ∈W (z2) òàêi, ùî C < f(z11) = C1 < C + ε,

C > f(z21) = C2 > C − ε, C < f(z12) = C1 < C + ε i C > f(z21) = C2 > C − ε.
Îñêiëüêè zij , i, j = 1, 2, � ðåãóëÿðíi òî÷êè ôóíêöi¨ f |∂D, òî çãiäíî îçíà÷åííÿ 4
iñíóþòü êîìïîíåíòè Θ1, Θ2, Θ

′
1 òà Θ

′
2 òàêi, ùî z

1
1 ∈ ∂Θ1, z

2
1 ∈ ∂Θ2, z

1
2 ∈ ∂Θ′1

i z22 ∈ ∂Θ′2. Çðîçóìiëî, ùî Θ1 òà Θ2 (Θ′1 òà Θ′2) íàëåæàòü ðiçíèì çâ'ÿçíèì

êîìïîíåòàì ìíîæèíè D \ βi, îñêiëüêè βi � ðîçðiç îáëàñòi D ìiæ òî÷êàìè z1

òà z2, ÿêi íàëåæàòü ìåæi. Çâiäêè, Θ1 ⊂ D′ (Θ′1 ⊂ D′) àáî Θ2 ⊂ D′ (Θ′2 ⊂ D′).
Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi ïðèïóñòèìî, ùî Θ1 ⊂ D′. ßêùî Θ′1 ⊂ D′, òî ç

Ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî Θ1 = Θ′1. Äàëi, ïîçíà÷èìî òî÷êè z11 òà z12 ÷åðåç z′ òà

z′′, âiäïîâiäíî, à Θ1 ÷åðåç Θ, òà îòðèìà¹ìî f |Θ > C. ßêùî æ Θ′2 ⊂ D′, òî

â îáëàñòi D′ iñíóþòü òî÷êè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â ÿêèõ ÿê ìåíøi òàê i áiëüøi

íiæ C, à öå ñóïåðå÷èòü Ëåìi 4 (äèâ. [3,ñò.103]).

Âèïàäîê 2: z1 � ðåãóëÿðíà òî÷êà, à z2 � ëîêàëüíèé åêñòðåìóì. Íå îáìå-

æóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî z2 � ëîêàëüíèé ìàêñèìóì. Òîäi, äëÿ äî-

âiëüíîãî ε iñíóþòü îêîëè U(z1) ⊂ ∂D i W (z2) ⊂ ∂D òî÷îê z1 òà z2, âiäïîâiä-

íî, òà ðåãóëÿðíi òî÷êè z11 ∈ U(z1), z
2
1 ∈ U(z1), z

1
2 ∈ W (z2) i z

2
2 ∈ W (z2) òàêi,

ùî C < f(z11) = C1 < C + ε, C > f(z21) = C2 > C − ε, C > f(z12) = C2 > C − ε
i C > f(z21) = C2 > C − ε. Òîäi, iñíóþòü Θ1, Θ2, Θ

′
1 òà Θ

′
2 òàêi, ùî z

1
1 ∈ ∂Θ1,

z21 ∈ ∂Θ2, z
1
2 ∈ ∂Θ′1 i z22 ∈ ∂Θ′2. Çðîçóìiëî, ùî Θ1 òà Θ2 (Θ

′
1 òà Θ

′
2) íàëåæàòü

ðiçíèì çâ'ÿçíèì êîìïîíåòàì ìíîæèíè D \ βi, îñêiëüêè βi � ðîçðiç îáëàñòi

D ìiæ òî÷êàìè z1 òà z2, ÿêi íàëåæàòü ìåæi. Çâiäêè, Θ1 ⊂ D′ (Θ′1 ⊂ D′) àáî
Θ2 ⊂ D′ (Θ′2 ⊂ D′). ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî Θ1 ⊂ D′, òî Θ′1D

′ i Θ′2D
′, áî â

ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ç Ëåìîþ 4 (äèâ. [3,ñò.103]).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Θ2 ⊂ D′. Îòæå, Θ2 = Θ′1 àáî Θ2 = Θ′2.

Âèïàäîê 3: z1 òà z2 � ëîêàëüíi åêñòðåìóìè. ßêùî z1 òà z2 � ëîêàëüíi

ìàêñèìóìè (ìiíiìóìè), òî äëÿ äîâiëüíîãî ε iñíóþòü îêîëè U(z1) ⊂ ∂D i

W (z2) ⊂ ∂D òî÷îê z1 òà z2, âiäïîâiäíî, òà ðåãóëÿðíi òî÷êè z11 ∈ U(z1),

z21 ∈ U(z1), z
1
2 ∈ W (z2) i z22 ∈ W (z2) òàêi, ùî C > f(z11) = C2 > C − ε

(C < f(z11) = C1 < C + ε), C > f(z21) = C2 > C − ε (C < f(z21) = C1 < C + ε),

C > f(z12) = C2 > C − ε (C < f(z12) = C1 < C + ε)i C > f(z21) = C2 > C − ε
(C < f(z21) = C1 < C + ε). Òîäi, ïî àíàëîãi¨, iñíóþòü Θ1, Θ2, Θ

′
1 òà Θ

′
2 òàêi,

ùî z11 ∈ ∂Θ1, z
2
1 ∈ ∂Θ2, z

1
2 ∈ ∂Θ′1 i z22 ∈ ∂Θ′2. ßêùî Θi ⊂ D′ i Θ′j ⊂ D′, äå
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i, j = 1, 2, òî çãiäíî Ëåìè 1 Θi = Θ′j . Çâiäêè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ Θ òàêî¨, ùî

f |Θ < C (f |Θ > C).

Çàóâàæèìî, ùî âèïàäîê, êîëè z1 � ëîêàëüíèé ìiíiìóì,à z2 � ëîêàëüíèé

ìàêñèìóì íå ìîæëèâèé, îñêiëüêè öå ñóïåðå÷èòü Ëåìi 4 (äèâ. [3,ñò.103]).

Íàñëiäîê 2 ßêùî αi−1, αi òà αi+1 � ñóñiäíi äóãè ìåæi îáëàñòi D′, à Ci−1

òà Ci � êðèòè÷íi ÷è íàïiâðåãóëÿðíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f â òî÷êàõ ìåæi

äóãè αi òàêi, ùî Ci−1 < Ci (Ci−1 > Ci), òî Ci−1 < Ci−2 (Ci−1 > Ci−2)

i Ci > Ci+1 (Ci < Ci+1), äå Ci−2 òà Ci−1 � êðèòè÷íi ÷è íàïiâðåãóëÿðíi

çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f â òî÷êàõ ìåæi äóãè αi−1, à Ci òà Ci+1 � äóãè αi+1.

Íåõàé âñi êîìïîíåíòè Θ(z) âíóòðiøíiõ òî÷îê îáëàñòi D′ ìàþòü òèï II.

Äîâåäåìî, ùî ìåæà òàêî¨ îáëàñòi ìiñòèòü äóãó ëèøå îäíi¹¨ ç ìåæîâèõ êðè-

âèõ, ùî îáìåæóþòüD. Ïðèïóñòèìî, ùî òàêèõ äóã ñêií÷åííà êiëüêiñòü α1,. . .,

αk. Ðîçãëÿíåìî ñóñiäíi äóãè αi òà αi+1. Çãiäíî Ëåìè 2 iñíó¹ êîìïîíåíòà Θ′

òàêà, ùî ∂Θ′ ∈ αi òà ∂Θ′ ∈ αi+1. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî Θ′ ìà¹ òèï III, à öå

ñóïåðå÷èòü Íàñëiäêó 1 Òåîðåìè 1. Îñêiëüêè íå iñíó¹ æîäíî¨ ïàðè ñóñiäíiõ

äóã, òî òàêà äóãà ¹äèíà. Òîìó, ∂D′ = (α1, β1) i òàêó çàìêíåíó îáëàñòü D
′ ∈ Λ

áóäåìî íàçèâàòè îáëàñòþ Se-òèïó (òèïó ñåêòîð).

Íåõàé âñi êîìïîíåíòè Θ(z) âíóòðiøíiõ òî÷îê îáëàñòi D′ ìàþòü òèï III.

Äîâåäåìî, ùî ìåæà òàêî¨ îáëàñòi ìiñòèòü íå áiëüøå äâîõ äóã, ùî íàëåæàòü

îäíié àáî äâîì ðiçíèì ìåæîâèì êðèâèì.

Ïðèïóñòèìî, ùî òàêèõ äóã ñêií÷åííà êiëüêiñòü α1,. . ., αk, òà ðîçãëÿíåìî

òðè äóãè αi−1, αi òà αi+1. Ïðèïóñòèìî, â ìåæîâèõ òî÷êàõ äóãè αi çíà÷åííÿ

ci−1 òà ci ôóíêöi¨ f òàêi, ùî ci−1 < ci. Çãiäíî Íàñëiäêó 1 Ëåìè 2 äëÿ ðåøòè

êðèòè÷íèõ çíà÷åíü âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi íåðiâíîñòi: ci−1 < ci−2 i ci > ci+1.

Íåõàé Θs, s = 1, k, êîìïîíåíòè òàêi, ùî ∂Θs ∈ αi−1, ∂Θs ∈ αi, s = 1, k, i

äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ Θk âèêîíó¹òüñÿ f(z) = A. Çðîçóìiëî, ùî A ∈ [ci−1; ci−2]

i A ∈ [ci−1; ci]. Òîäi, ïðè äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ X òàêèõ, ùî A < X < ci iñíó¹

êîìïîíåíòà Θ′ òàêà, ùî ∂Θ′ ∈ αi, ∂Θ′ /∈ αi−1 i äëÿ âñiõ z ∈ Θ′ ñïðàâåäëèâî
f(z) = X. Çðîçóìiëî, ùî A íå äîðiâíþ¹ æîäíîìó ç êðèòè÷íèõ çíà÷åíü íà

êiíöÿõ äóã. Îòæå A < ci−2. Ðîçãëÿíåìî çíà÷åííÿ B = A+min{ci,ci−2}
2 . Îñêiëü-

êè, A < B < ci−2, òî çíàéäåòüñÿ êîìïîíåòà Θ òàêà, ùî äëÿ òî÷êè z ∈ Θ

ñïðàâåäëèâî f(z) = B, ∂Θ ∈ αi−1 òà ∂Θ ∈ αl, äå l 6= i. Ç iíøîãî áîêó,

îñêiëüêè A < B < ci iñíó¹ êîìïîíåíòà Θ
′′ òàêà, ùî ∂Θ′′ ∈ αi, ∂Θ

′′ /∈ αm,

äå m 6= i − 1, i äëÿ âñiõ z ∈ Θ′ ñïðàâåäëèâî f(z) = B. Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî â îáëàñòi D′ iñíó¹ äâi ðiçíi êîìïîíåíòè, çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â òî÷êàõ ÿêèõ

ñïiâïàäàþòü, à öå ñóïåðå÷íiñòü Íàñëiäêó 2 Òåîðåìè 1.
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Çi ñêàçàíîãî âèùå ñëiäó¹, ùî ∂D′ = (β1, α1, β2, α2). Òàêó çàìêíåíó îá-

ëàñòü D′ ∈ Λ áóäåìî íàçèâàòè îáëàñòþ St-òèïó (òèïó ñìóæêà).

Ìè ïîêàçàëè ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2 ßêùî D′ ∈ Λ, òî D′ ¹ îáëàñòþ àáî Se-, àáî St-, àáî R-òèïó.

4 Âèñíîâêè

Â äàíié ðîáîòi äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ïñåâäîãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ f , ùî çà-

äàíà íà k-çâ'ÿçíié îði¹íòîâàíié çàìêíåíié îáëàñòi D. Äîâåäåíî, ùî çàìèêàí-

íÿ êîæíî¨ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè iç ñiì'¨D \ L(f), äå L(f) � ìíîæèíà òèõ çâ'ÿç-
íèõ êîìïîíåíò ëiíié ðiâíÿ êðèòè÷íèõ òà íàïiâðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ f ,

ùî ìiñòÿòü êðèòè÷íi àáî ìåæîâi êðèòè÷íi òî÷êè, ¹ îáëàñòþ àáî òèïó ñåãìåíò,

àáî òèïó ñìóæêà, àáî òèïó êiëüöå. Ïåðøèé òèï õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òèì, ùî

ìåæà îáëàñòi ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò, ÿêi íåìàþòü ñïiëüíèõ

òî÷îê ç ìåæîâèìè êðèâèìè γi, i = 0, k, à âñi ëiíi¨ ðiâíÿ ó ¨¨ âíóòðiøíîñòi

ãîìåîìîðôíi êîëàì. Äðóãèé òà òðåòié òèïè îáëàñòåé ìàþòü îäíó çâ'ÿçíó

êîìïîíåíòó ìåæi, à âñi ëiíi¨ ðiâíÿ ó ¨õ âíóòðiøíîñòi ãîìåîìîðôíi âiäðiçêàì.

Ðiçíèöÿ ìiæ íèìè ïîëÿãà¹ ó êiëüêîñòi äóã, ùî íàëåæàòü ìåæîâèì êðèâèì

γi, i = 0, k. Ó âèïàäêó îáëàñòi òèïó ñìóæêà, ¨¨ ìåæà ìiñòèòü äâi äóãè, ùî

íàëåæàòü àáî îäíié i òié æå ìåæîâié êðèâié, àáî ðiçíèì. ßêùî æ îáëàñòü

òèïó ñåêòîð, òî òàêà äóãà îäíà.

Ëiòåðàòóðà

1. W. Kaplan, Topology of level curves of harmonic functions // Transactions of
Amer.Math.Society., 63 (1948), 514-522.

2. E. Polulyakh, I. Yurchuk, On the pseudo-harmonic functions de�ned on a disk. Pracy
Inst.Math.Ukr.,Volume 80. - Kyiv: Inst.Math.Ukr., 2009. - 151 pp.

3. Y. T�oki, A topological characterization of pseudo-harmonic functions //Osaka Math. Journ,
3 (1951), No.1, 101-122.

4. Â.Ì. Êóçàêîíü, Â.Ô. Êèðè÷åíêî, Î.Î. Ïðèøëÿê, Ãëàäêi ìíîãîâèäè. Ãåîìåòðè÷íi òà
òîïîëîãi÷íi àñïåêòè. Ïðàöi Iíñò.Ìàò.ÍÀÍÓ. Ìàòåìàòèêà òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ., Ò.97. -
Ê.:Iíñò.ìàòåì.ÍÀÍÓ, 2013. - 500 ñ.

5. Ì. Ìîðñ, Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè ôóêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî/ ïîä.
ðåä. Ìàðêóøåâè÷ À.È. - Ì, 1951.

6. �.Ïîëóëÿõ, Äåðåâà ÿê ìíîæèíè ðiâíÿ ïñåâäîãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié íà ïëîùèíi //
ÓÌÆ, 65, � 7, (2013), 974-995.

I.À. Þð÷óê

Íàöiîíàëüíèé àâiàöiéíèé óíiâåñèòåò, Êè¨â, Óêðà¨íà.

E-mail: iyurch@ukr.net



DOI: http://dx.doi.org/10.15673/2072-9812.4/2014.41445

Âëàñòèâîñòi ïñåâäîãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ 59

Iryna Iurchuk

Properties of à pseudo-harmonic function on closed domain

Let f : D → R be a pseudo-harmonic function de�ned on k−connected
oriented closed domain D ⊂ C whose boundary consists of closed Jordan curves

γ0, γ1, . . ., γk, 0 ≤ k <∞. We remind that this class of functions coincides with

continuous functions which have a �nitely many critical points at the interior of

D each of them is saddle point and �nitely many local extrema on its boundary.

In this work, it is proved that closure of any component of family which is a

diference between D and such connected components of level curves of critical

or semiregular values of f which contain critical and boundary critical points is

a closed domain having one of three types (a ring, a strip or a sector). For the

�rst, its boundary consists of two connected components that have no common

points with ∂D and level curve at any inner point is homeomorphic to circle. As

well as the second and third, their boundaries have one connected component

and their level curves at any inner point are homeomorphic to a closed segment.

There is diference between a number of arcs of boundary curves. If a domain is a

strip, then its boundary contains two arcs that belong either one or two di�erent

boundary curves γi. If a domain is a sector, then its boundary contains one arc

of some boundary curves. By author some statements used for main theorem

proof are proved.

Keywords. Pseudo-harmonic function, k−connected domain.


