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äåôîðìàöiÿ äîâiëüíî¨ îäíîçâ'ÿçíî¨ ðåãóëÿðíî¨ ïîâåðõíi íåíóëüîâî¨ ãàóñîâî¨

êðèâèíè çà óìîâè, ùî ïðè öié äåôîðìàöi¨ âiäõèëåííÿ ïîâåðõíi âiä äîòè÷íî¨

ïëîùèíè çáåðiãà¹òüñÿ ó áóäü-ÿêîìó íàïðÿìi.

Êëþ÷îâi ñëîâà Êâàçiàðåàëüíà íåñêií÷åííî ìàëà äåôîðìàöiÿ; âàðiàöiÿ; âiä-

õèëåííÿ; ñèñòåìà ðiâíÿíü.

ÓÄÊ 514.76/77

1 Âñòóï

Ó òðèâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði E3 ðîçãëÿíåìî îáëàñòü G, ùî íàëå-

æèòü ïëîùèíi x1, x2. Íåõàé S− äåÿêà îäíîçâ'ÿçíà ïîâåðõíÿ êëàñó C3, ùî â

îêîëi äîâiëüíî¨ ñâî¹¨ òî÷êè äîïóñêà¹ ïàðàìåòðèçàöiþ

r = r(x1, x2), x1, x2 ∈ G,

äå r− ðàäióñ-âåêòîð òî÷êè ïîâåðõíi, äî òîãî æ r1 × r2 6= 0, ri =
∂r

∂xi
. Òóò i

íàäàëi âñi iíäåêñè íàáóâàþòü çíà÷åíü 1, 2.

Â ðîáîòi áóäåìî ðîçãëÿäàòè íåñêií÷åííî ìàëó äåôîðìàöiþ ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó ïîâåðõíi S ç äåôîðìóþ÷èì ïîëåì U(x1, x2) â êëàñi C3 i ïàðàìåòðîì
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äåôîðìàöi¨ t→ 0

r∗(x1, x2, t) = r(x1, x2) + tU(x1, x2). (1)

Íàäàëi ãåîìåòðè÷íi îá'¹êòè çäåôîðìîâàíî¨ ïîâåðõíi S∗, íà âiäìiíó âiä âiä-

ïîâiäíèõ îá'¹êòiâ ïîâåðõíi S, óìîâèìîñÿ âiäìi÷àòè ïîçíà÷êîþ ∗, à âàðiàöi¨

îá'¹êòiâ ïîâåðõíi S áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç δ.

Îçíà÷åííÿ 1 ßêùî ïðè íåñêií÷åííî ìàëié äåôîðìàöi¨ âèãëÿäó (1) åëå-

ìåíò ïëîùi ïîâåðõíi çìiíþ¹òüñÿ çà çàäàíèì çàêîíîì, òî òàêó äåôîðìàöiþ

áóäåìî íàçèâàòè êâàçiàðåàëüíîþ íåñêií÷åííî ìàëîþ äåôîðìàöi¹þ (ê. í. ì.

ä.) ïîâåðõíi.

×àñòèííi ïîõiäíi âåêòîðà çìiùåííÿ U(x1, x2) ê. í. ì. ä. ïîâåðõíi ðîçêëà-

äåìî çà áàçèñîì r1, r2, n, äå n− îðò íîðìàëi ïîâåðõíi S [2]

Ui =
(
ciαT

αβ − µδβi
)
rβ + ciαT

αn, (2)

äå Tαβ = T βα ∈ C2 - äåÿêå ïîëå ñèìåòðè÷íîãî äâi÷i êîíòðàâàðiàíòíîãî

òåíçîðà, Tα ∈ C2 - ïîëå êîíòðàâàðiàíòíîãî âåêòîðà, cij - äèñêðèìiíàíòíèé

òåíçîð ïîâåðõíi S (c11 = c22 = 0, c12 = −c21 =
√
g, g = g11g22 − g212, gij−

êîåôiöi¹íòè ïåðøî¨ îñíîâíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ïîâåðõíi), δij− ñèìâîëè

Êðîíåêåðà, µ = µ(x1, x2) ∈ C2− äåÿêà ôóíêöiÿ. Â [2] äîâåäåíî, ùî ôóí-

êöiÿ µ âèçíà÷à¹ çàêîí çìiíþâàííÿ åëåìåíòà ïëîùi ïîâåðõíi ïðè ¨¨ ê. í. ì.

ä.. Ïðè µ = 0 êâàçiàðåàëüíà äåôîðìàöiÿ ïîâåðõíi çâîäèòüñÿ äî àðåàëüíî¨

íåñêií÷åííî ìàëî¨ äåôîðìàöi¨.

Îñíîâíà ñèñòåìà ðiâíÿíü êâàçiàðåàëüíî¨ íåñêií÷åííî ìàëî¨ äåôîðìàöi¨

ïîâåðõíi ìà¹ âèãëÿä [2] 
Tαβ,α − Tαbβα + µαc

αβ = 0,

Tαβbαβ + Tα,α = 0,

cαβT
αβ = 0.

(3)

Òóò bαβ−êîåôiöi¹íòè äðóãî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè, à êîìîþ ïîçíà÷åíî ñèì-

âîë êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ íà áàçi ìåòðè÷íîãî òåíçîðà gij ïîâåðõíi S. Ñèñòå-

ìà ðiâíÿíü (3) ìiñòèòü òðè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿ âiäíîñíî 6 íåâiäîìèõ

ôóíêöié: Tαβ = T βα, Tα, µ.

2 Îá÷èñëåííÿ âàðiàöi¨ âiäõèëåííÿ l ïîâåðõíi âiä äîòè÷íî¨

ïëîùèíè

Âiäîìî, ùî âiäõèëåííÿ l âiä äîòè÷íî¨ ïëîùèíè ïðè ïåðåìiùåííi íà ïîâåðõ-

íi S ç òî÷êè äîòèêó â íåñêií÷åííî áëèçüêó òî÷êó ïî äåÿêié êðèâié (äàëi,
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Îòæå, ïîñòàâëåíà çàäà÷à îñòàòî÷íî çâîäèòüñÿ äî ï'ÿòè íåçàëåæíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
Tαβ,α − Tαbβα + µαc

αβ = 0,

ciαT
αβbβj + ciαT

α
,j − bijµ = 0,

cαβT
αβ = 0.

(14)

âiäíîñíî øåñòè íåâiäîìèõ ôóíêöié: Tαβ = T βα, Tα, µ.

Ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 2 Äëÿ iñíóâàííÿ êâàçiàðåàëüíî¨ íåñêií÷åííî ìàëî¨ äåôîðìàöi¨

îäíîçâ'ÿçíî¨ ïîâåðõíi êëàñó C3 ç âiäõèëåííÿì âiä äîòè÷íî¨ ïëîùèíè, ñòà-

öiîíàðíèì ó áóäü-ÿêîìó íàïðÿìi, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ñèñòåìà ðiâ-

íÿíü (14) ìàëà íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
(
Tαβ , Tα, µ

)
.

4 Äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (14) òà ïðåäñòàâëåííÿ ¨¨

ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ äîâiëüíî¨ ïîâåðõíi

Òåîðåìà 3 Íåõàé äîâiëüíà îäíîçâ'ÿçíà ïîâåðõíÿ S êëàñó C3 íåíóëüîâî¨ ãà-

óñîâî¨ êðèâèíè äîïóñêà¹ êâàçiàðåàëüíó íåñêií÷åííî ìàëó äåôîðìàöiþ ç âiä-

õèëåííÿì âiä äîòè÷íî¨ ïëîùèíè, ñòàöiîíàðíèì ó áóäü-ÿêîìó íàïðÿìi, òîäi

íà ïîâåðõíi S iñíó¹ ñèìåòðè÷íå òåíçîðíå ïîëå Tαβ ∈ C2 i ôóíêöiÿ µ ∈ C2,

ÿêi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Tαβ = −1

2
(Tα,jd

jβ + T β,jd
jα), (15)

µ =
1

2
Tα,jd

jβcβα, (16)

äå dij− òåíçîð, îáåðíåíèé äî òåíçîðà bij , à òåíçîð Tα ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

ðiâíÿíü

Tα,αi + Tα,jd
jβ
,α bβi + T βbβi2H = 0, (17)

H− ñåðåäíÿ êðèâèíà ïîâåðõíi.

Äîâåäåííÿ Ïðèïóñòèìî, ùî ðåãóëÿðíà ïîâåðõíÿ S äîïóñêà¹ ê. í. ì. ä., ïðè

ÿêié âiäõèëåííÿ âiä äîòè÷íî¨ ïëîùèíè çáåðiãà¹òüñÿ ó áóäü-ÿêîìó íàïðÿ-

ìi, òîäi â ñèëó òåîðåìè 2 ñèñòåìà ðiâíÿíü (14) ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê(
Tαβ , Tα, µ

)
. Äîâåäåìî, ùî íà ïîâåðõíi S òåíçîðíå ïîëå Tαβ òà ôóíêöiþ

µ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (15) i (16) âiäïîâiäíî ÷åðåç òåíçîð Tα, ÿêèé ¹

ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (17).



DOI: http://dx.doi.org/10.15673/2072-9812.2/2015.51576

Àíàëiòè÷íå ìîäåëþâàííÿ îäíi¹¨ çàäà÷i êâàçiàðåàëüíî¨ íåñêií÷åííî ìàëî¨

äåôîðìàöi¨ ïîâåðõíi 39

Íàäàëi îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì ïîâåðõîíü íåíóëüîâî¨ ãàóñîâî¨ êðèâèíè K

i, íàñëiäóþ÷è I. Í. Âåêóà [1], ââåäåìî äî ðîçãëÿäó òåíçîð dαβ , îáåðíåíèé äî

òåíçîðà bαβ , çà ôîðìóëîþ

dij =
1

K
ciαcjβbαβ , d

iαbjα = δij .

ßêùî äîìíîæèìî äðóãó ðiâíiñòü ñèñòåìè (14) íà ciγdjν , òî îäåðæèìî âèðàç

äëÿ òåíçîðà Tαβ

Tαβ = −(Tα,jdjβ + cαβµ). (18)

Òåïåð (18) ïîìíîæèìî íà cαβ òà çãîðíåìî ïî iíäåêñàõ α, β. Â ñèëó cαβT
αβ =

0, äiñòàíåìî âèðàç (16) äëÿ ôóíêöi¨ µ. Äàëi ïiäñòàâèìî µ ç (16) ó (18), âíàñëi-

äîê ÷îãî íàäàìî òåíçîðîâi Tαβ ñèìåòðè÷íî¨ ôîðìè (15). Îòæå, íàì âäàëîñÿ

ó ÿâíîìó âèãëÿäi âèðàçèòè òðè êîìïîíåíòè òåíçîðíîãî ïîëÿ Tαβ òà ôóíêöiþ

µ ÷åðåç äâi êîìïîíåíòè T 1, T 2 êîíòðàâàðiàíòíîãî âåêòîðà Tα.

Ïiäñòàâèìî â ïåðøå ñïiââiäíîøåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (14) âèðàçè äëÿ

òåíçîðíîãî ïîëÿ Tαβ i ôóíêöi¨ µ ç (15) òà (16), ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî äâîõ êîìïîíåíò òåíçîðà Tα

Tα,jαd
jβ + Tα,jd

jβ
,α + Tαbβα = 0. (19)

Çäiéñíèìî ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (19). Äëÿ öüîãî çàñòîñó¹ìî òî-

òîæíiñòü Ði÷÷i äî òåíçîðà Tα

Tα,jk − Tα,kj = −T iRα·ijk,

äå Rα·ijk− òåíçîð Ðiìàíà. Çãîðíåìî îñòàííþ ðiâíiñòü ïî iíäåêñàõ α i k, òîäi

äiñòàíåìî

Tα,jα − Tα,αj = −T iRα·ijα, (20)

äå Rα·ijα = Rij− òåíçîð Ði÷÷i. Êðiì òîãî, ïðèéìà¹ìî äî óâàãè íàñòóïíi òî-

òîæíîñòi [3]

Rij = −Kgij ; dβi =
1

K
ciαc

βγbαγ ; ciαc
βγ = δβi δ

γ
α − δ

γ
i δ
β
α. (21)

Ç óðàõóâàííÿì (21) ðiâíÿííÿì (19) ìîæíà íàäàòè âèãëÿäó

Tα,αjd
jβ + Tα,jd

jβ
,α + T β2H = 0, (22)

Ïîìíîæèìî (22) íà bβi i çãîðíåìî ïî iíäåêñó β, âíàñëiäîê ÷îãî íàðåøòi

îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü (17). Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè, ùî ïðè ê. í. ì. ä.

ç çàçíà÷åíèì îáìåæåííÿì íà ïîâåðõíi S ïî íåîáõiäíîñòi iñíó¹ òåíçîðíå ïîëå

Tαβ òà ôóíêöiÿ µ, ÿêi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç òåíçîð Tα ó âèãëÿäi (15) i (16)

âiäïîâiäíî, à Tα â ñâîþ ÷åðãó ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (17). Òåîðåìà

äîâåäåíà.
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Ìà¹ ìiñöå i îáåðíåíà

Òåîðåìà 4 Íåõàé íà äîâiëüíié ïîâåðõíi S(K 6= 0) êëàñó C3 iñíó¹ òåíçîðíå

ïîëå Tαβ ∈ C2 òà ôóíêöiÿ µ ∈ C2, ÿêi ìîæíà âèðàçèòè ó âèãëÿäi (15), (16)

âiäïîâiäíî ÷åðåç òåíçîðíå ïîëå Tα ∈ C2, ÿêå ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü

(17). Òàêà ïîâåðõíÿ äîïóñêà¹ êâàçiàðåàëüíó íåñêií÷åííî ìàëó äåôîðìàöiþ ç

âiäõèëåííÿì âiä äîòè÷íî¨ ïëîùèíè, ñòàöiîíàðíèì ó áóäü-ÿêîìó íàïðÿìi.

Ïðè öüîìó ïîëå çìiùåííÿ U ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

U(M) =

∫
M0M

((
−1

2
ciαT

α
,jd

jβ − 1

2
ciαT

β
,jd

jα − 1

2
ckαT

α
,jd

jkδβi

)
rβ + ciαT

αn

)
dxi+

(23)

+U0,

äå U0− ñòàëèé âåêòîð, à êðèâîëiíiéíèé iíòåãðàë áåðåòüñÿ ïî äîâiëüíié

ñïðÿìíié ëiíi¨, ùî íàëåæèòü ïîâåðõíi òà ç'¹äíó¹ ôiêñîâàíó òî÷êó M0 çi

çìiííîþ òî÷êîþ M.

Äîâåäåííÿ Ïðèïóñòèìî, ùî íà ïîâåðõíi S(K 6= 0) iñíó¹ òåíçîðíå ïîëå

Tαβ ∈ C2 òà ôóíêöiÿ µ ∈ C2, ÿêi ìîæíà ïîäàòè ôîðìóëàìè (15), (16) âiäïî-

âiäíî ÷åðåç òåíçîðíå ïîëå Tα ∈ C2, ÿêå ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (17).

Ïîêàæåìî, ùî çà òàêèõ óìîâ ïîâåðõíÿ äîïóñêà¹ ê. í. ì. ä. çi ñòàöiîíàðíèì

âiäõèëåííÿì âiä äîòè÷íî¨ ïëîùèíè ó áóäü-ÿêîìó íàïðÿìi. Äëÿ öüîãî ñïî-

÷àòêó ïåðåâiðèìî, ùî çà äàíîãî ïîäàííÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ Tαβ òà ôóíêöi¨ µ

ôîðìóëàìè (15), (16) ñèñòåìà ðiâíÿíü (14) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ.

Äiéñíî, âíåñåìî âèðàçè äëÿ Tαβ òà µ ç (15), (16) â ïåðøå ñïiââiäíîøåííÿ

ñèñòåìè (14), âíàñëiäîê ÷îãî îäåðæèìî

Tα,jαd
jβ + Tα,jd

jβ
,α + Tαbβα = 0. (24)

ßêùî òåïåð âðàõóâàòè òîòîæíiñòü Ði÷÷i (20) òà ôîðìóëè (21), òî ñèñòåìi

ðiâíÿíü (24) çìîæåìî íàäàòè âèãëÿäó (22). Ïîìíîæèìî (22) íà bβi i çãîðíå-

ìî ïî iíäåêñó β, â ðåçóëüòàòi ÷îãî ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (141)

âðåøòi ðåøò çâåäåòüñÿ äî ñèñòåìè ðiâíÿíü (17). Îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðå-

ìè òåíçîðíå ïîëå Tα ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (17), òî çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî ïåðøå ñïiââiäíîøåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (14) òîòîæíî âèêîíó¹òüñÿ.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî äðóãå ñïiââiäíîøåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (14) çà óìîâè

òåîðåìè òàêîæ òîòîæíî âèêîíó¹òüñÿ. Ç öi¹¨ ìåòîþ ñïåðøó ïîêàæåìî, ùî ç

ôîðìóë (15), (16) âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ (18). Ñïðàâäi, ïîìíîæèìî (16)

íà cαβ . Ó âiäïîâiäíîñòi ç òîòîæíiñòþ (213) äiñòàíåìî

cαβµ =
1

2

(
T β,kd

kα − Tα,kdkβ
)
. (25)
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Âíåñåìî òåïåð â (15) çàìiñòü äîäàíêó
1

2
T β,kd

kα éîãî âèðàç ç (25), à ñàìå

1

2
T β,kd

kα =
1

2
Tα,kd

kβ + cαβµ.

Òîäi ðiâíîñòÿì (15) ìîæíà íàäàòè âèãëÿäó (18). Ïiäñòàâèìî íàðåøòi âèðàç

äëÿ Tαβ ç (18) â äðóãå ñïiââiäíîøåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (14), âíàñëiäîê ÷îãî

îäåðæèìî òîòîæíiñòü

ciαT
αβbβj + ciαT

α
,j − bijµ = −ciαTα,kdkβbβj − ciαcαβµbβj + ciαT

α
,j − bijµ ≡ 0.

Îñêiëüêè òðåò¹ ñïiââiäíîøåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (14) ¹ óìîâîþ ñèìåòðè-

÷íîñòi òåíçîðà Tαβ , à ñàì öåé òåíçîð Tαβ çà óìîâîþ òåîðåìè ïîäàíî â ñè-

ìåòðè÷íîìó âèãëÿäi (15), òî öå ñïiââiäíîøåííÿ, î÷åâèäíî, òåæ âèêîíó¹òüñÿ.

Ïiäñòàâèìî âèðàçè äëÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ Tαβ òà ôóíêöi¨ µ ç (15), (16) òà

âèðàç äëÿ Tα ç (17) â ñèñòåìó äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2)

Ui =

(
−1

2
ciαT

α
,jd

jβ − 1

2
ciαT

β
,jd

jα − 1

2
ckαT

α
,jd

jkδβi

)
rβ + ciαT

αn. (26)

Ç ïîïåðåäíüîãî âèïëèâà¹, ùî óìîâè iíòåãðîâàíîñòi (14) ñèñòåìè ðiâíÿíü (26)

òîòîæíî âèêîíóþòüñÿ.

Îòæå, äëÿ äîâiëüíî¨ îäíîçâ'ÿçíî¨ ïîâåðõíi S êëàñó C3 íåíóëüîâî¨ ãàóñî-

âî¨ êðèâèíè iñíó¹ ïîëå âåêòîðà çìiùåííÿ U ó âèãëÿäi (23). Äëÿ áóäü-ÿêîãî

êîíòðàâàðiàíòíîãî âåêòîðà Tα ç (17) öå äåôîðìóþ÷å ïîëå îäíîçíà÷íî (ç

òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî âåêòîðà U0) âèçíà÷à¹ êâàçiàðåàëüíó íåñêií÷åííî ìàëó

äåôîðìàöiþ, ïðè ÿêié çáåðiãà¹òüñÿ âiäõèëåííÿ âiä äîòè÷íî¨ ïëîùèíè öi¹¨

ïîâåðõíi ó áóäü-ÿêîìó íàïðÿìi. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëiòåðàòóðà

1. Âåêóà È. Í. Îáîáùåííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, Ì: Íàóêà. Ãë. ðåä. ôèç.-ìàò.
ëèò., 2-å èçä., 512 ñ. (1988).

2. Áåçêîðîâàéíà Ë. Ë., Õîìè÷ Þ. Ñ. Êâàçiàðåàëüíà íåñêií÷åííî ìàëà äåôîðìàöiÿ

ïîâåðõíi â E3// Proc. Intern. Geom. Center, �7(2), Ñ. 6-19, (2014).

3. Áåçêîðîâàéíà Ë. Ë. Àðåàëüíi íåñêií÷åííî ìàëi äåôîðìàöi¨ i âðiâíîâàæåíi ñòàíè

ïðóæíî¨ îáîëîíêè, Îäåñà: Àñòðîïðèíò, 168 ñ. (1999).



42

DOI: http://dx.doi.org/10.15673/2072-9812.2/2015.51576

Ë. Ë. Áåçêîðîâàéíà, Þ. Ñ. Õîìè÷

Ëiëiÿ Ëåîíòi¨âíà Áåçêîðîâàéíà

http://orcid.org/0000-0002-8305-3129

Îäåñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi I. I. Ìå÷íèêîâà, Îäåñà, Óêðà¨íà

E-mail: liliyabezk@gmail.com

Þëiÿ Ñòåïàíiâíà Õîìè÷

http://orcid.org/0000-0002-3428-8001

Îäåñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi I. I. Ìå÷íèêîâà, Îäåñà, Óêðà¨íà

E-mail: khomych.yuliia@gmail.com

Liliia L. Bezkorovaina, Yuliia S. Khomych

Analytical modeling of one problem of the quasiareal in�nitesi-

mal deformation of the surface

In this paper the object of the study is the quasiareal in�nitesimal deformation of

the unrestricted simply connected regular surface of non-zero Gauss curvature,

provided that under this deformation the deviation of the surface from the

tangent plane is preserved in any direction.
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