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Вступ

Теорiя функцiй Морса є одним iз основних iнструментiв для дослiдження
топологiчних об’єктiв. Основним поняттям та об’єктом дослiдження цiєї тео-
рiї є поняття функцiя Морса та дослiдження її критичних точок, для цього
в самiй теорiї розробленi потужнi iнструменти, такi як, наприклад, пред-
ставлення многовида, на якому задано функцiю Морса у виглядi графа Рi-
ба, вершини якого вiдповiдають критичним рiвням функцiї Морса. Кожну
вершину можна представити як певний абстрактнийй об’єкт, що будемо на-
зивати f–атомом, i який буде повнiстю описувати особливостi критичного
рiвня функцiї Морса, що вiдповiдає данiй вершинi графа Рiба.

Теорiя функцiй Морса розглядалась в багатьох роботах, таких як [1],[2],
[3] та [4]. Вижливим для даної роботи було переформулювання поняття f–
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графа, що наводиться в [5]. В [1] та [6] розглянуто простi функцiї Морса для
двовимiрних многовидiв та складнi функцiї Морса на кожному критичному
рiвнi якої може бути 2 або 3 критичнi точки, тобто дослiдженi всi можливi f–
атоми складностi 2 та 3. Крiм того в роботi [7] дослiджено випадки функцiй
Морса тривимiрних многовидах.

Метою даної роботи є знаходженння всiх f–атомiв складностi 4 для фун-
кцiй Морса на замкнених орiєнтованих двовимiрних многовидах.

1 Функцiї Морса

Гладка функцiя f : Mn → R на гладкому многовидi називається функцiєю
Морса, якщо всi її критичнi точки невиродженi.

Вiдповiдно до леми Морса [2], в околi кожної невиродженної критичної
точки завжди можна обрати такi локальнi координати x1, x2, ..., xn, в яких
функцiя запишеться у виглядi квадратичної форми: f(x) = −x21 − x22 − ...−
x2λ + x2λ+1 + ... + x2n. Для кожної невиродженої критичної точки число λ

визначається однозначно i називається її iндексом. Всього iснує три типи
невироджених критичних точок функцiї Морса на двовимiрному многовидi:
мiнiмум (λ = 0), максимум (λ = 2) i сiдлова (λ = 1).

Надалi введемо кiлька позначеннь:

1. f−1(r) - прообраз значення r функцiї f ;
2. a - регулярне знчення функцiї (значення, в прообразi якого немає жодної

критичної точки);
3. c - критичнi значення функцiї (значення, в прообразi яких є хоча б одна

критична точка.) ;

Вiдомо, що функцiї Морса скрiзь щiльнi в просторi всiх гладких фун-
кцiй на гладкому многовидi [3]. Це означає, що будь-яку гладку функцiю
малим ворушiнням можна перетворити в функцiю Морса, при цьому скла-
днi виродженi критичнi точки розпадаються в об’єднання деякої кiлькостi
морсiвських (невироджених), в результатi критичнi точки, що потрапили на
один рiвень можна розвести на близькi рiвнi. отже отримана функцiя Мор-
са матиме на кожному критичному рiвнi c лише одну критичну точку. Такi
функцiї будемо називати простими. Тi функцiї, що мають критичнi рiвнi, на
яких знаходиться бiльше однiєї критичної точки називатимемо складними.

Нехай f – функцiя Морса на компактному гладкому многовидi Mn.
Розглянемо довiльну поверхню рiвня f−1(a) i ї ї компоненти зв’язностi, якi
назвемо шарами. В результатi многовид розкладається в об’єнання шарiв,
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отримуємо розшарування з особливостями, причому кожен шар є зв’язним
за означенням. Позначаючи кожен шар однiєю точкою та вводячи природну
фактор-топологiю в простiр Γ шарiв, отримаємо деякий фактор-простiр.
Його можна розглядати як базу цього розшарування. Для функцiї Морса
простiр Γ є графом. Граф Γ називається графом Рiба для функцiї Морса f
на многовидi Xn

Вiдомо, що граф Рiба простої функцiї Морса на замкненiй двовимiрнiй
орiєонтованiй (або вiдповiдно неорiєнтованiй) поверхнi M2 визначає цю по-
верхню однозначно з точнiстю до дифеоморфiзму [1].

Нехай f – функцiя Морса на поверхнi M2, а g – функцiя Морса на iншiй
поверхнi N2. Розглянемо пари (M2, f) i (N2, g).

Функцiї Морса f i g на поверхнях M2 i N2 вiдповiдно називаються
пошарово-еквiвалентними якщо iснує дифеоморфiзм γ : M2 → N2, який
переводить зв’язнi компоненти лiнiй рiвня функцiї f в зв’язнi компоненти
лiнiй рiвня функцiї g. У цьому випадку будемо казати, що пара (M2, f)

пошарово еквiвалентна парi (N2, g). Функцiї f i g називаються пошарово
оснащено - еквiвалентними в околi своїх особливих шарiв f−1(c) i g−1(c′),
якщо iснує два додатнiх числа ε, ε′ i дифеоморфiзм λ : f−1(c − ε, c + ε) →
g−1(c′−ε′, c′+ε′), що переводить лiнiї рiвнiв функцiї f в лiнiї рiвнiв функцiї
g i зберiгає напрям росту функцiї, тобто λ переводить область (f > c) в
область (g > c′).

Слiд зауважити, що за умови пошарово-оснащеної еквiвалентностi, двi
зв’язнi компоненти однiєї з лiнiй рiвня функцiї f можуть вiдображатись в
зв’язнi компоненти, що лежать на рiзних лiнiях рiвня функцiї g.

Атомом називається окiл P 2 критичного шару, що задається нерiвнiстю
P 2 = {x ∈ M2|c − ε ≤ f(x) ≤ c + ε} для досить малого ε, який розшаро-
ваний на лiнiї рiвнiв функцiї f i розглядається з точнiстю до пошарової
еквiвалентностi. Iншими словами, атом – це клас пошарової еквiвалентностi
функцiї, заданої на досить малому околi критичного рiвня. Атом називає-
ться простим, якщо функцiя Морса f в парi (P 2, f) – проста. Iншi атоми
називаються складними.

В [1] розглянуто простi функцiї Морса для двовимiрних многовидiв, для
них iснує три типи атомiв, що позначаються як A,B, B̃.

Розглянемо пару (P 2, f) де P 2 – зв’язна компактна поверхня з непоро-
жнiм краєм ∂P 2, а f – функцiя Морса на нiй, що має рiвно одне критичне
значення c, причому f−1(c − ε)

⋃
f−1(c + ε) = ∂P 2. Клас, оснащений по-
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шаровою еквiвалентнiстю цiєї пари (P 2, f) буде називатись f -атомом, або
оснащеним атомом.

Отже, атомам A,B, B̃ вiдповiдають п’ять f -атомiв: два типи для атома
A(локальнi мiнiмуми та максимуми), два типи сiдлових точок - для атома
B i один для атома B̃, що вiдповiдає неорiнтованому випадку.

В данiй роботi дослiджуються випадки коли функцiя Морса може мати
на одному критичному рiвнi 4 критичнi точки (випадки 2 та 3 критичних
точок на одному критичному рiвнi розглянуто в [1]). Метою роботи є знахо-
дження всiх f -атомiв складностi 4 для орiєнтованих двовимiрних многовидiв
без межi.

Для переформульованння поняття f -атома в [5] було введено поняття
f -графа.

Скiнченно зв’язний граф Г назвемо f-графом, якщо вiн задовольняє на-
ступним умовам:

1. Всi вершини графа Г мають степiнь 3;
2. Деякi iз ребер графа Г орiєнтованi, причому для кожної вершини графа

є обов’язково два орiєнтоватих ребра, одне з яких входить у вершину, а
iнше з неї виходить, причому ця вершина може бути початком i кiнцем
одного i того ж орiєнтованого ребра у випадку, коли орiєнтоване ребро
є петлею;

3. Кожному неорiєнтованому ребру графа приписане число ±1.

Якщо f -граф вiдповiдає неорiєнтованому f -атому, тодi вiн мiститиме хо-
ча б одне неорiєнтоване ребро з коефiцiєнтом −1. Оскiльки в данiй роботi
дослiджуються лише орiєнтованi f -графи, всi неорiєнтовнi ребра яких ма-
ють коефiцiєнт +1, домовимось, що в зображеннi графа не будемо маркува-
ти кожне неорiєнтоване рабро, вважаючи за промовчуванням, що воно має
коефiцiєнт +1.

Будемо називати два f -графи еквiвалентними, якщо один iз iншого
можна отримати послiдовнiстю наступних операцiй. Дозволяється замiня-
ти орiєнтацiю усiх ребер якогось цикла i одночасно змiнювати мiтки на
всiх неорiєнтованих ребрах, що iнцидентнi цьому циклу, на протилежнi.
Якщо обидва кiнцi неорiєнтованого ребра належать даному циклу, то мi-
тка на цьому ребрi не змiнюється. Класи еквiвалентностi f -графа назвемо
f -iнварiантами.

В [1] було доведено, що iснує взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж f -
iнварiантами та f -атомами.
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2 f-Атоми складностi 4

Розглянемо f -атоми складностi 4, f -графи що їм вiдповiдають матимуть по
8 вершин.

Кожний f -граф можна побудувати наступною послiдовнiстю дiй: вiзьме-
мо набiр орiєнтованих кiл, що не перетинаються. Видiлимо на них довiльну
парну кiлькiсть точок (8 точок для f -атомiв складностi 4), розiб’ємо цю
множину на пари довiльним чином i з’єднаємо цi пари неорiєнтованими вiд-
рiзками. Отриманий граф, якщо вiн зв’язний, буде шуканим f -графом.

Кожне коло з побудови утворює орiєнтований цикл. Довжина цикла до-
рiвнює кiлькостi вершин на цьому колi. За побудовою, сума довжин всiх
циклiв дорiвнює 8. В процесi дослiдження всi отриманi графи було подiлено
на 18 типiв за довжинами циклiв та їх кiлькiстю (можливостi подати 8 як
суму додатнiх цiлих чисел). Кожному iз цих типiв в таблицi 1 вiдповiдає
один стовпець, тобто, наприклад для типу 1 послiдовнiсть 2,2,2,1,1 озна-
чає, що у вiдповiдному графi iснує три цикли довжиною 2 (мiстять по двi
вершини графа) та два цикли довжиною 1.

Для зручностi пiдрахункiв спочатку в таблицю записувалась найбiльша
довжина циклу з набору, а далi довжини тих, що меншi або рiвнi довжинi
поточного. Варто зазначити, що розглядаються лише зв’язнi графи, тому
кожен наступний цикл повинен бути зв‘язаний хоча б одним неорiєнтованим
ребром з одним з попереднiх циклiв.

Табл. 1 Таблиця типiв

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 4 5 5 5 6 6 7 8
2 2 2 2 3 3 1 2 2 3 4 1 2 3 1 2 1
2 2 1 2 1 2 1 1 2 1 1 1 1
1 2 1 1 1 1 1 1
1 1 1

Кожному типу графiв вiдповiдає певна кiлькiсть f–графiв. Щоб зна-
йти цю кiлькiсть зафiксуємо кiлькiсть циклiв та їх довжини, i дослiдимо
скiлькома способами можна цi цикли з’єднати так, щоб в результатi кожна
вершина мала степiнь 3 i граф був зв’язним, крiм того потрiбно вiдкидати
графи, що можуть бути утворенi з допомогою симетрiй та поворотiв вже
iснуючих графiв. Для знаходження f -графiв кожного типу та вiдкидання
подiбних графiв була розроблена програма на мовi С++. В результатi роз-
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рахункiв знайдено 96 f -графiв. Кiлькiсть f -графiв кожного типу подана в
таблицi 2.

Табл. 2 Кiлькiсть графiв кожного типу

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
1 1 1 3 4 3 1 4 4 6 8 2 7 7 8 8 11 17

Розiб’ємо всi f–графи на пари таким чином: у кожному графi зробимо
перебудову всiх вершин та ребер яким вона належить одним iз двох варiан-
тiв, що зображенi на рис. 1.

Рис. 1 Перебудова f–графа

Отже отримаємо пари, що складатимуться з вихiдного графа та перебу-
дованого. Зауважимо, що деякi пари будуть складатися з двох однакових
рафiв. Пари графiв наведенi в таблицi 3

Табл. 3 Пари f–графiв

1 — 18.15 2 — 11.1 3 — 18.2 4.1 — 14.1 4.2 — 16.3 4.3 — 17.1
5.1 — 17.4 5.2 — 16.7 5.3 — 17.5 5.4 — 11.8 6.1 — 15.6 6.2 — 18.14
7 — 18.1 8.1 — 16.4 8.2 — 17.3 8.3 — 14.3 8.4 — 11.4 9.1 — 18.12
6.3 — 13.2 9.2 — 9.2 9.3 — 18.13 9.4 — 10.6 10.1 — 18.5 10.2 — 15.4
10.3 — 10.3 10.4 — 13.4 10.5 — 18.17 11.2—17.11 11.3 — 11.3 11.5 — 11.5
11.6 — 16.8 11.7 — 11.7 12.1 — 17.2 12.2 — 14.5 13.1 — 13.1 13.3 — 18.11
13.5 — 15.1 13.6 — 13.6 13.7 — 18.9 14.2 — 16.1 14.4 — 14.4 14.6 — 14.6
14.7 — 17.7 15.2 — 15.2 15.3 — 18.3 15.5 — 18.4 15.7 — 15.7 15.8 — 18.6
16.2 — 17.10 16.5 — 16.5 16.6 — 16.6 17.6 — 17.6 17.7 — 17.7 17.8 — 17.8
18.7 — 18.7 18.8 — 18.8 18.10—18.10 18.16 — 18.16

Теорема 1 Для складних функцiй Морса на замкнених орiєнтованих дво-
вимiрних многовидах iснує 96 f–атомiв складностi 4, повний список яких
зображено на рис 3–6.

Доведення В [5] зазначалочсь, що кожному f–атому однозначно вiдповiд-
ає один f–iнварiант, тобто клас еквiвалентностi одного f–графа. Кожен
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f–граф можна представити у виглядi набору циклiв (орiєнтованих ребер,
початок ребра одного має зiвпадати з кiнцем ребра наступного) та неорiєн-
тованих ребер. Скористаємось, введеною вище, класифiкацiєю на 18 типiв
всiх f–графiв.

Розглянемо випадок 6 типу f–iнварiанта, йому вiдповiдають цикли дов-
жиною 3, 3, 2. Дослiдимо скiлькома способами можна з’єднати неорiєнто-
ваними ребрами цi цикли. Вiзьмемо цикл довжини 3, його можна з’єднати
з циклом довжини 2, або довжини 3. Далi для першого випадку в приєдна-
ного циклу довжини 2 лишається одна вiльна вершина до якої прикрiпимо
цикл довжиною 3, для всiх вiльних вершин лишається 2 варiанти розстано-
вок неорiєнтованих ребер i їм на рис. 2 вiдповiдають графи з номерами 6.1
та 6.2. В другому випадку до приєднаного циклу приєднаємо цикл довжи-
ною 3 i з’єднаємо вiльнi вершини неорiєнтованими ребрами, всього iснує два
варiанти яким на рис. 2 вiдповiдають графи з номерами 6.2 та 6.3. Отже,
всього iснує 3 варiанти f–iнварiанта 6 типу.

Застосовуючи аналогiчнi мiркування до iнших 17 типiв можна знайти
кiлькiсть f–iнварiантiв, що вiдповiдають кожному iз 17 типiв, що лишились.

Теорема 2 Всi f–атоми розбиваються, згiдно таблицi 4, на 58 пар (в па-
рi можуть бути однаковi f–атоми ), кожна з яких вiдповiдатиме одному
атому складностi 4 функцiй Морса на замкненому орiєнтованому двови-
мiрному многовидi.

Доведення Кожен атом складностi 4 можна представити у виглядi склей-
ки 4 хрестiв (мал.3), за гомеоморфiзмами, що попарно ототожнюють мiсця
для слеювання (позначенi стрiлками, що вказують напрям росту функцiї)
кожного з хрестiв таким чином, щоб напрям стрiлок зберiгався. В резуль-
татi буде отримано окiл критичного шару, що вiдповiдає певному атому.
Прообразом f−1(c − ε) та f−1(c + ε) для атома, що вiдповiдає критичному
рiвню c, буде вiдповiдати пара f—графiв, що наведенi в таблицi 3.

В iнший бiк. Якщо в довiльному f—графi для всiх неорiєнтованих ребер
зробимо перебудову одним iз двох варiантiв, що зображенi на рис. 1. В ре-
зультатi отримаємо пару f—графiв, що вiдповiдає одному атому. Змiстимо
кожне неорiєнтоване ребро першого графа з, вiдповiдним йому, неорiєнто-
ваним ребром другого графа таким чином, щоб середини ребер зiвпадали.
Отримана фiгура буде вiдповiдати склейцi 4 хрестiв, що в свою чергу вiд-
повiдае одному з атомiв складностi 4.
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3 Застосування до потокiв Морса

Подiлимо всi графи на типи, що мають вигляд (a, b), де a та b є кiлькостями
циклiв у кожного графа пари.

Табл. 4 Типи потокiв Морса

(1, 1) 18.7, 18.8, 18.10, 18.16
(2, 2) 11.2, 11.3, 11.5, 11.6, 11.7, 14.2, 14.4, 14.6,14.7, 16.1, 16.2,

16.5, 16.6, 16.8, 17.6, 17.7, 17.8, 17.9, 17.10, 7.11;
(3, 1) 6.2, 9.1, 9.3, 10.1, 10.5, 13.3, 13.7, 15.3, 15.5, 15.8
(1, 3) 18.3, 18.4, 18.5, 18.6, 18.9, 18.12, 18.13, 18.14, 18.15, 18.17
(3, 3) 6.1, 6.3, 9.2, 9.4, 10.2, 10.3, 10.4, 10.6, 13.1, 13.2,

13.4, 13.5, 13.6, 15.1, 15.2, 15.4, 15.6, 15.7
(4, 2) 2, 4.1, 4.2, 4.3, 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 8.1, 8.2, 8.3, 8.4, 12.1, 12.2
(2, 4) 11.1, 11.4, 11.8, 14.1, 14.3, 14.5, 16.3, 16.4, 16.7, 17.1, 17.2, 17.3, 17.4, 17.5
(5, 1) 1, 3, 7
(1, 5) 18.1, 18.2, 18.15

Потiк (векторне поле X) називається потоком (полем) Морса якщо мно-
жина неблукаючих точок ω(X) є скiнченою множиною точок, кожна з яких є
гiперболiчною, стiйкi та не стiкi многовиди цих точок перетинаються транс-
версально. Потоки (векторнi поля) називаються топологiчно еквiвалентни-
ми, якщо iснує гомеоморфiзм многовидiв, що вдображає траекторiї одного
потоку в траекторiї iншого, збкерiгаючи напрямок руху за траекторiями.

За кожним потоком Морса на орiєнтованiй поверхнi однозначно будує-
ться f -граф: орiєнтованi кола є межею регулярних околiв витокiв з iнду-
кованою рiєнтацiєю, а неорiєнтованi вiдрiзки – вiдрiзки стiйких многовидiв
сiдлових точок в доповненнi до цих околiв. З точнiстю до топологiчної еквi-
валентностi f -граф задає потiк Морса на замкненiй поверхнi [1].

Отже, справедливий такий

Наслiдок 1 На F2 iснує 4 топологiчно не еквiвалентних потоки Морса
типу (1, 1).

На T 2 iснує 20 топологiчно не еквiвалентних потокiв Морса типу (2,2),
10 типу (3, 1) та 10 типу (1, 3);

На S2 iснує 18 топологiчно не еквiвалентних потокiв Морса типу типу
(3, 3), 14 типу (4, 2); 14 типу (2, 4), 3 типу (5, 1) та 3 типу (1, 5). (номери
всiх f—атомiв кожного типу наведенi в таблицi 4)

На рис. 2− 5, зображено по одному представнику з кожного f–iнварiанта.
(номер бiля графа має вигляд (a.i), i ∈ [0, ba], де a є номером типу, а ba –
кiлькiст f–iнварiантiв типу a).
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Рис. 2 Графи 1-7, 11 та 13 типiв



26 О. О. Пришляк, Д. М. Скочко

Рис. 3 Графи 8-10, 12 та 14 типiв
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Рис. 4 Графи 15 та 17 типiв
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Рис. 5 Графи 16 та 18 типiв
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Висновок

В данiй роботi знайдено всi (96) f–атоми складностi 4 функцiй Морса на
замкнених орiєнтованих двовимiрних многовидах, що вiдповiдають 58 ато-
мам, про iснування яких, було зазначено в [1]. Вони описують структуру
потокiв Морса з 4 сiдлоовими точками на орiєнтованих поверхнях.

Отриманi в роботi результати можуть бути використанi пiд час дослi-
джень iнтегрованих за Лiувiлем гамiльтонових систем.

Знайдений список орiєнтованих f -атомiв складностi 4 може бути вико-
ристаний для знаходження всiх неорiєнтованих f -атомiв складностi 4.

Також, отриманий список (крiм атомiв, що мiстять цикли довжини 2),
разом зi списками атомiв з [1] меншої складностi, може бути використаний
для описання структури околiв критичних рiвней функцiй з виродженими
iзольованими критичними точками на поверхнях з межею.

Отже, невирiшеним є такi проблеми:
1) отримати класифiкацiю рiвней функцiй Морса складностi 4 на неорi-

єнтованих поверхнях;
2) отримати класифiкацiю m-функцiй складностi не бiльше 4;
3) отримати класифiкацiю функцiй з iзольованими критичними точками

на поверхнях з межею складностi не бiльше 4.
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