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Голоморфно-проективнi перетворення та
конформно-келеровi многовиди

Є. В. Черевко

Анотацiя Розглянуто голоморфно-проективнi вiдображення та мо-
жливiсть їх iснування на локально конформно-келерових многовидах.
Отримана система рiвнянь типу Коши, що є визачальною для групи
конформно голоморфно-проективних iнфiнiтезимальних перетворень.
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1 Вступ

Об’єктом долiдження в цiй статтi є локально конформно-келеровi много-
види такi, що dim(M) = n = 2m > 2. Конформно-келеровим многови-
дам присвяченi роботи багатьох дослiдникiв. Локально конформно-келеровi
многовиди розглядались [13], [2], [8]. Голоморфно-проективнi вiдображення
многовидiв вивчались у, [5], [10]. Велика увага питанням iнфiнiтезималь-
них голоморфно-проективних перетворень стосовно комплексних многови-
дiв вивчались[14]. Метою цiєї роботи є дослiдженя проблеми голоморфно-
проективних перетворень локально конформно-келерових многовидiв.
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2 ЛКК-многовиди

Спочатку, дамо декiлька необхiдних означень.

Означення 1 Майже комплексною структурою J називають такий афi-
нор J ij , що:

J iαJ
α
j = −δij (1)

Тут δij - символ Кронекера.

Означення 2 Многовид, на якому задано майже комплексну структуру
J , називають майже комплексним многовидом.

Означення 3 Майже комплексний многовид є майже ермiтовим, якщо
на ньому задана ермiтова метрика:

Jαi J
β
j gαβ = gij (2)

Майже ермiтовий многовид позначаємо {Mn, J, g}.

Означення 4 Майже ермiтовий многовид {Mn, J, g} є ермiтовим, якщо
майже комплексна структура є интегровною, [14].

Зауважимо, якщо майже комплексна структура J та многовид Mn будуть
належати класу Cω, достатньою умовою интегровностi майже комплексної
структури є тотожна рiвнiсть нулю тензора Нейєнхейса:

Nk
ij = Jαi

(
∂jJ

k
α − ∂αJkj

)
− Jαj

(
∂iJ

k
α − ∂αJki

)
= 0, (3)

або, що еквiвалентно
Jki,j = Jαi J

β
j J

k
α,β . (4)

Комою ми позначаємо коварiантну похiдну в зв’язностi, узгодженiй з
римановою метрикою gij .

Якщо до того ж, на ермiтовому многовидi {Mn, J, g} має мiсце

Jki,j = 0, (5)

то воно є келеровим.

Означення 5 Ермiтовий многовид Mn, має назву локально конформно-
келерового (коротше, ЛКК-) многовидом, якщо iснує вiдкрите покриття
U =

{
Uα

}
α∈A многовиду M та система Σ = {σα : Uα → R}α∈A гладких

функцiй таких, що
{
J |Uα , ĝα = e−2σαg|Uα

}
– келерова структура для будь

якого α ∈ A. Перехiд вiд метрики g|Uα до метрики e−2σαg|Uα має назву
локально конформного перетворення структури. Функцiя σ має назву ви-
значальною функцiєю конформного перетворення[2].
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Вiдомо, що на ЛКК-многовидi, форма Лi(Lee form), компоненти якої визна-
чаються формулою [2]:

ω =
1

m− 1
δΩ ◦ J або ωi = − 2

n− 2
Jαβ,αJ

β
i , (6)

має бути замкненою:
dω = 0.

Коварiантна похiдна майже комплексної структури у зв’язностi Левi-Чiвiта
на ЛКК-многовидi виражена формулою:

Jki,j =
1

2

(
δkj J

α
i ωα − ωkJij − Jkj ωi + Jkαω

αgij
)
. (7)

3 Голоморфно-проективнi вiдображення

В майже комплексному просторi M2m зв’язнiсть на головному розшаруван-
нi реперiв Ec(M2m) має назву майже комплексної зв’язностi, або, коротше,
J-зв’язнiстю, F -зв’язнiстю. Доведено, що коварiантна похiдна майже ком-
плексної структури у цiй зв’язностi дорiвнює нулю [4, с. 180]:

∇iJ = 0

На будь-якому комплексному многовидi з довiльною афiною зв’язнiстю Γ̇

можна задати зв’язнiсть Γ̈ , яка буде J-зв’язнiстю :

Γ̈hij = Γ̇hij −
1

2
Jhr ∇̇iJrj .

Зауважимо, що ця зв’язнiсть не є єдиною, i у загальному випадку, не є си-
метричною. Iснує, наприклад, [9] так звана, напiвсиметрична J-зв’язнiсть,
тобто така, що

Φ1Φ3S
h
ij = 0,

де Shij – тензор крутiння J-зв’язностi, а Φ1 та Φ3 – оператори Обати, що
дiють на довiльний тензор Qhij таким чином:

Φ1Q
h
ij =

1

2
(δbjδ

h
a − Jbj Jha )Qaib; Φ3Q

h
ij =

1

2
(δai δ

b
j − Jai Jbj )Qhab.

Крива L простору M2m в якому iснує напiвсиметрична майже комплексна
зв’язнiсть, що є заданою параметричними рiвняннями xi = xi(t), та вiдпо-
вiдає диференцiальним рiвнянням [14, с. 258]:

d2xh

dt2
+ Γhjk

dxj

dt

dxk

dt
= α(t)

dxh

dt
+ β(t)Jhi

dxi

dt
, (8)

де α(t), β(t) – деякi функцiї, а Γhjk – коефiцiєнти майже комплексної зв’я-
зностi, має назву аналiтично-планарної, або, голоморфно-планарної кривої.
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Означення 6 Дифеоморфiзм f : M2m −→ Ḿ2m зветься голоморфно-
проективним вiдображенням, якщо у результатi дiї f усi голоморфно-
планарнi кривi M2m переходять у голоморфно-планарноi кривi Ḿ2m.

Фактично, голоморфно-проективне вiдображення – це спiввiдповiднiсть
двох напiвсиметричних майже комплексних зв’язностей. Якщо вони є си-
метричними, то:

Γ
k

ij = Γ kij + δki ψj + δkj ψi − ψtJ tiJkj − ψtJ tjJki

Стосовно ермiтових многовидiв, до яких вiдносяться i дослiджуванi ЛКК-
многовиди, вiдомо, що iнтегровнiсть майже комплексної структури гарантує
iснування симетричної J-зв’язностi. Зокрема, такою J-звязнiстю на ЛКК-
многовидах є певна звязнiсть Вейля:

∇̄XY = ∇XY −
1

2
ω(X)Y − 1

2
ω(Y )X +

1

2
g(X,Y )B

Зрозумiло, що в цьому сенсi можливе iснування голоморфно-планарних
кривих на ЛКК-многовидах, i голоморфно-проективнi вiдображення ЛКК-
многовидiв є фактично локально голоморфно-проективними вiдображен-
нями келерових многовидiв. У [11] голоморфно-проективнi вiдображення
ЛКК-многовидiв розглянуто з точки зору узагальнення таким чином, що
голоморфно-проективними вiдображеннями вважаються такi дифеоморфi-
зми, якi зберiгають не тiлькi комплексну структуру Jji , а також, її коварi-
антну похiдну ∇kJji . Автори довели, що такi нетривiальнi вiдображення є
неможливими для многовидiв дiйсної розмiрностi n > 2. Також, у роботi [3],
доведено, що власнi представники не тiльки класу W4 (ЛКК-многовиди), а
i W1⊕W4, W2⊕W4, та W1⊕W2⊕W4 – також не дозволяють нетривiальних
голоморфно-проективних вiдображень. В свою чергу, у роботi [6] запропоно-
вано iнший пiдхiд. Автори пропонують пiдхiд, який полягає у наступному.
Розглядається дифеоморфiзм f : (Hn, g, J) −→ (H̄n, ḡ, J), який є дифеомор-
фiзмом мiж двома ЛКК-многовидами (Hn, g, J) та (H̄n, ḡ, J), причому, f –
це композицiя дифеоморфiзмiв f = f3 ◦ f2 ◦ f , таких, що:

1. f1 : (Hn, g, J) −→ (1Kn,1 g, J) – конформне вiдображення, 1g – келерова
метрика.

2. f2 : (1Kn,1 g, J) −→ (2Kn,2 g, J) – голоморфно-проективне вiдображення
мiж двома келеровими структурами, 2g – келерова метрика.

3. f3 : (2Kn,2 g, J) −→ (H̄n, ḡ, J) – конформне вiдображення, ḡ – ЛКК-
метрика.
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Такий дифеоморфiзм має назву конформно-голоморфно-проективного
вiдображення. Зазначимо, що згiдно з [7], множина конформно-
голоморфно-проективних вiдображень не має групової структури.

4 Iнфiнiтезимальнi голоморфно-проективнi перетворення

Означення 7 Перетворення многовиду Mn

xh = xh + εξh(x1, x2, . . . , xn), (9)

де ε – довiльний малий параметр незалежний вiд xi має назву iнфiнi-
тезимального перетворення многовиду Mn. Вектор ξ(x1, x2, . . . , xn) має
назву генератора перетворення.

Похiдна Лi(Lie derivative) тензора LξT
i1...ip
j1...jq

типу (p, q) уздовж векторного
поля ξ в координатах має вигляд:

LξT
i1...ip
j1...jq

= T
i1...ip
j1...jq,s

ξs + T
i1...ip
kj2...jq

ξk,j1 + . . .+ T
i1...ip
kjk...jq

ξk,j1−

−T li2...ipj1...jq
ξi1,l − T

i1i2...l
j1...jq

ξ
ip
,l.

(10)

Нехай на майже комплексному многовидi Mn, на якому задано напiвси-
метричну J-зв’язнiсть, iснує векторне поле ξ, таке, що iнфiнiтезимальне
перетворення (9) для малих значень ε вiдображує будь-яку аналiтично-
планарну криву у аналiтично-планарну криву. Тодi, перетворення (9)
матиме назву iнфiнiтезимального голоморфно-проективного перетворе-
ння. Враховуючи (8), маємо [14, с. 267]:

Lξ
(d2xh
dt2

+ Γhjk
dxj

dt

dxk

dt
− α(t)

dxh

dt
− β(t)Jhi

dxi

dt

)
= γ(t)

dxh

dt
+ δ(t)Jhi

dxi

dt

(11)

уздовж будь-якої аналiтично-планарної кривої, де γ(t) та δ(t) – деякi
функцiї параметру t. Похiдна Лi об’єкту зв’язностi, у такому випадку,
матиме вигляд:

LξΓ
h
ij = ρjδ

h
i + ρiδ

h
j − ρtJ tiJhj − ρtJ tjJhi + θjδ

h
i + θtJ

t
iJ

h
j , (12)

де ρ та θ – є певними ковекторними полями. Вектор ξ має назву H-
проективного вектору. Якщо ж J-зв’язнiсть є симетричною, то (12)
прийме вигляд [12]:

LξΓ
h
ij = ρjδ

h
i + ρiδ

h
j − ρtJ tiJhj − ρtJ tjJhi . (13)
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Кажуть, що ковектор ρ є асоцiйованим ковектором до вектору ξ. Крiм
симетричностi J-зв’язностi, вимагатимемо збереження при перетворен-
нях майже комплексної структури, а саме

LξJ
i
j = ξk∂kJ

i
j − Jαj ∂αξi + J iα∂jξ

α = 0.

Оскiльки ми розглядатемо лише симетричнi J-зв’язностi, частиннi похi-
днi можна замiнити коварiантними у будь якiй симетричнiй зв’язностi:

LξJ
i
j = ξk∇kJ ij − Jαj ∇αξi + J iα∇jξα = 0. (14)

Виникає питання, чи можливi нетривiальнi iнфiнiтезимальнi перетворе-
ння ЛКК-многовидiв, на яких похiдна Лi зв’язностi Левi-Чiвiта подана
виразом (12). Як ми надалi побачимо, вiдповiдь на це питання є негатив-
ною. Знайдемо похiдну Лi коварiантної похiдної комплексної структури
J , користуючись тотожнiстю [14, с. 159] , що є вiрною для будь-яких
iнфiнiтезимальних перетворень:

LξJ
h
i,j −

(
LξJ

h
i

)
,j

= Jβi LξΓ
h
jβ − JhβLξΓ

β
ji. (15)

Оскiльки, векторне поле ξ є контраварiантним аналiтичним, i тому
LξJ

k
i = 0, маємо:

LξJ
h
i,j = Jβi

(
ρjδ

h
β + ρβδ

h
j − ρtJ tβJhj − ρtJ tjJhβ

)
−Jhβ

(
ρjδ

β
i + ρiδ

β
j − ρtJ

t
iJ

β
j − ρtJ

t
jJ

β
i

)
= ρjJ

h
i + Jβi ρβδ

h
j

+ρiJ
h
j + ρtJ

t
jδ
h
i − ρjJhi − ρiJhj − ρtJ ti δhj − ρtJ tjδhi ≡ 0.

(16)

З iншого боку, у комплексних координатах (zκ) на ермiтових многовидах,
зокрема, є справедливим [14, с. 65]:

Jκ
λ̂,µ

= −2
√
−1Γκ

λ̂µ

Отже,
LξJ

κ
λ̂,µ

= −2
√
−1LξΓ

κ
λ̂µ
.

Зауважимо, що останню рiвнiсть можна отримати безпосередньо з (15).
Враховуючи (16), маємо, що

LξΓ
κ
λ̂µ

= 0. (17)

Вiдомо, що на ермiтових многовидах для зв’язностi Левi-Чiвiта [14, с. 65]

Γκ
λ̂µ

=
1

2
gκρ̂

(
∂λ̂gµρ̂ − ∂ρ̂gµλ̂

)
.
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Для ЛКК-многовиду це матиме вигляд:

Γκ
λ̂µ

=
1

2
gκρ̂

(
ωλ̂gµρ̂ − ωρ̂gµλ̂

)
=

1

2

(
ωλ̂δ

κ
µ − ωκgµλ̂

)
.

Внаслiдок (16), Lξωµ = Lξωλ̂ = 0, отже, з (17) отримуємо:

LξΓ
κ
λ̂µ

=
1

2

(
−Lξ(ωκ)gµλ̂ − ω

κLξ(gµλ̂)
)

= 0 (18)

Враховуючи, що (18) виконується i для комплексно-спряжених виразiв,
згортаючи з (ωκ, ωκ̂), з (18) випливає:

−(ωκLξ(ω
κ) + ωκ̂Lξ(ω

κ̂))gµλ̂ − ||ω||
2Lξ(gµλ̂) = 0,

або,

Lξ(||ω||2)gµλ̂ + ||ω||2Lξ(gµλ̂) = 0.

Оскiльки, на ЛКК-многовидах, ||ω||2 6= 0, можливi два випадки. У пер-
шому, якщо Lξ(||ω||2) = 0, необхiдно щоб Lξ(gµλ̂) = 0, тобто перетворе-
ння буде iзометрiю. У другому, коли Lξ(||ω||2) 6= 0, перетворення буде
iнфiнiтезимальним конформним. Але, для форми Лi, у випадку iнфiнi-
тезимальних конформних перетворень

Lξωi = ϕi,

де ϕi – асоцiйований ковектор конформного пертворення, а для перетво-
рень, що викликають деформацiю зв’язностi вигляду

LξΓ
h
ij = ρjδ

h
i + ρiδ

h
j − ρtJ tiJhj − ρtJ tjJhi ,

внаслiдок (16) та означення форми Лi

Lξωi = 0,

отримуємо, що ϕi = 0, а це, означає, що таке перетворення є гомотетiєю,
тобто, знову, тривiальним. Таким чином, доведено теорему

Теорема 1 ЛКК-многовид Mn, не дозволяє iснування нетривiальних
iнфiнiтезимальних перетворень iз збереженням комплексної структу-
ри та її коварiнтної похiдної, зокрема таких, що

LξΓ
h
ij = ρjδ

h
i + ρiδ

h
j − ρtJ tiJhj − ρtJ tjJhi .
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5 Iнфiнiтезимальнi конформно голоморфно-проективнi
перетворення

Нехай, на деякому околi ЛКК-многовиду iснує кєлерова метрика ĝij =

gije
−2σ i векторне поле ξi, що генерує голоморфно-проективнi перетво-

рення. Позначимо:

ξi = ξαgαi; ξ̂i = ξαĝαi = ξie
−2σ.

Коварiантну похiдну в у зв’язностi Γ̂ kij , узгодженiй з метрикою ĝ, ми
будемо позначати вертикальною рискою ”, а у зв’язностi Γ kij , узгодже-
нiй з метрикою ЛКК-многовиду g, позначимо, як зазвичай, комою. Тодi
центральне рiвняння iнфенiтезiмальних перетворень

ξi|jk = ξαR̂
α
kji + ĝhiLξΓ̂

h
jk,

враховуючи (13), матиме вигляд:

ξ̂i|jk = ξ̂αR̂
α
kji + ρj ĝik + ρkĝij − ρtJ tj Ĵik − ρtJ tkĴji. (19)

Тут Ĵik = ĝskJ
s
i . Коварiантне диференцiювання за xj дає

ξ̂i|j =
(
ξi,j −

1

2
ξiωj +

1

2
ξjωi

)
e−2σ − 1

2
ωαξαĝij .

Далi, коварiантно диференцюємо за xk:

ξ̂i|jk = e−2σ
(
ξi,jk + ξα

(1

4
ωk

(
δαj ωi − δαi ωj

)
− 1

4
ωα

(
ωigjk − ωjgik

)
+

+
1

2

(
ωα,jgik − ωα,igjk

)
+

1

2

(
δαj ωi,k − δαi ωj,k

)
+

1

4
||ω||2

(
δαi gjk − δαj gik

))
−

−1

2

((
ωαξ

α
)
,k
gij +

(
ωαξ

α
)
,j
gik −

(
ωαξ

α
)
,i
gjk

))
,

(20)

де ||ω||2 = ωiωjg
ij . Крiм того, тензор кривини R̂ зв’язностi Γ̂ kij , узгодже-

нiй з метрикою ĝ пов’язаний з тензором кривини ЛКК-многовиду таким
чином:

R̂hijk = Rhijk + δhj
(1

2
ωi,k +

1

4
ωiωk −

1

4
||ω||2gik

)
−

−δhk
(1

2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

4
||ω||2gij

)
+

+
(1

2
ωh,j +

1

4
ωhωj

)
gik −

(1

2
ωh,k +

1

4
ωhωk

)
gij ,

(21)
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Пiдставивши (20) та (21) у (19), отримуємо для ЛКК-многовиду :

e−2σξi,jk = e−2σ
(
ξαR

α
kji +

1

2

((
ωαξ

α
)
,k
gij +

(
ωαξ

α
)
,j
gik −

(
ωαξ

α
)
,i
gjk

)
+ρjgik + ρkgij + ρtJ

t
jJik + ρtJ

t
kJji

)
,

враховуючи, що Ĵik = e−2σJik. Оскiльки, e−2σ 6= 0, остаточно маємо:

ξi,jk = ξαR
α
kji +

1

2

((
ωαξ

α
)
,k
gij +

(
ωαξ

α
)
,j
gik −

(
ωαξ

α
)
,i
gjk

)
+ρjgik + ρkgij − ρtJ tjJik − ρtJ tkJji.

(22)

Рiвняння (22) визначає на ЛКК-многовидi (Mn, g, J) конформно-
голоморфно-проективнi iнфiнiтезимальнi перетворення. Ми отримали,
що для конформно-голоморфно-проективних iнфiнiтезимальних пере-
творень похiдна Лi об’єкту зв’язностi Левi-Чiвiта матиме вигляд:

LξΓ
h
ij =

1

2

(
δhj

(
ωαξ

α
)
,i

+ δhi
(
ωαξ

α
)
,j
− ghr

(
ωαξ

α
)
,r
gij

)
+ρjδ

h
i + ρiδ

h
j − ρtJ tiJhj − ρtJ tjJhi .

(23)

Iснує тотожнiсть [15, с. 16], яка стосовно метричного тензору g, приймає
вигляд

∇kLξgij − Lξ∇kgij = gisLξΓ
s
kj + gsjLξΓ

s
ki. (24)

Враховуючи, що у випадку зв’язностi Левi-Чiвiта ∇kgij = 0, та (24),
матимемо:

∇kLξgij =
(
ωαξ

α
)
,k
gij + 2ρkgij + ρjgki + ρigjk − ρtJ tjJki − ρtJ tiJkj . (25)

Далi, згiдно [15, с. 17], для зв’язностi Левi-Чiвiта

LξR
h
ijk = ∇jLξΓhik −∇kLξΓhij . (26)

Пiдставивши (23) у (26), отримуємо

LξR
h
ijk =

1

2

(
δhk

(
ωαξ

α
)
,ij
− ghr

(
ωαξ

α
)
,rj
gik − δhj

(
ωαξ

α
)
,ik

+ghr
(
ωαξ

α
)
,rk
gij

)
+ ρi,jδ

h
k − ρi,kδhj − ρt,jJ tiJhk − ρtJ ti,jJhk

−ρtJ tiJhk,j − ρt,jJ tkJhi − ρtJ tk,jJhi − ρtJ tkJhi,j + ρt,kJ
t
iJ

h
j + ρtJ

t
i,kJ

h
j

+ρtJ
t
iJ

h
j,k + ρt,kJ

t
jJ

h
i + ρtJ

t
j,kJ

h
i + ρtJ

t
jJ

h
i,k.

(27)



60 Є. В. Черевко

Пiдставивши (22), та (7), тобто явний вираз для коварiантної похiдної
майже комплексної структури ЛКК-многовиду у зв’язностi Левi-Чiвiта,
у (27), та згорнувши за iндексами h та k, ми отримуємо:

ρi,j =
1

2
ωtρtgij −

1

2
ρiωj −

1

2
ρjωi +

1

n+ 2

(
Rij,tξ

t +Rtjξ
t
,i

+Ritξ
t
,j −

n− 2

2

(
ωi,jsξ

s − 1

2
ωi,tωjξ

t − 1

2
ωj,tωiξ

t
)

+
(n− 2

2
ωs,tω

sξt − ∆2ω,t
2

ξt
)
gij

−n− 2

2

(
ωi,tξ

t
,j + ωj,tξ

t
,i + ωiωtξ

t
,j + ωjωtξ

t
,i

)
+

1

2

(n− 2

2
||ω||2 −∆2ω

)(
ξi,j + ξj,i

))
.

(28)

Ми тут також, врахували, що для ЛКК-многовидiв є справедливим

Jhj,k − Jhj,k =
1

4

(
δhj ωkJ

s
i ωs − δhkωjJsi ωs − δhj ||ω||2Jik + δhk ||ω||2Jij

+ωhωjJik − ωhωkJij + Jhk ωiωj − Jhj ωiωk − Jhk ||ω||2gij

+Jhj ||ω||2gik + Jhs ω
sωkgij − Jhs ωsωjgik

)
+

1

2

(
δhj J

t
iωt,k − δhkJ tiωt,j

−ωh,kJij + ωh,jJik − Jhj ωi,k + Jhk ωi,j + Jht ω
t
,kgij − Jht ωt,jgik

)
= Jht R

t
ijk − J tiRhtjk,

а також аналiтичнiсть контраврiантного вектору ξ, що є представленою
рiвнянням (14). Якщо ми згадаємо вираз для обчислення похiдної Лi
довiльного тензора (10), то бачимо, що (28) можна записати коротше:

ρi,j =
1

2
ωtρtgij −

1

2
ρiωj −

1

2
ρjωi

+
1

n+ 2
Lξ

(
Rij −

(n− 2)

2

(
ωi,j +

ωiωj
2
− ||ω||

2gij
2

)
− ∆2ωgij

2

) (29)

Таким чином, ми можемо записати систему рiвнянь, якi на ЛКК-
многовидi (Mn, J, g) визначають конформно-голоморфно-проективнi iн-
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фiнiтезимальнi перетворення iз збереженням комплексної структури:

1)ξi,j = ξij ;

2)ρ, i = ρi;

3)ξi,jk = ξαR
α
kji +

1

2

((
ωαξ

α
)
,k
gij +

(
ωαξ

α
)
,j
gik −

(
ωαξ

α
)
,i
gjk

)
+ ρjgik + ρkgij − ρtJ tjJik − ρtJ tkJji;

4)ρi,j =
1

2
ωtρtgij −

1

2
ρiωj −

1

2
ρjωi +

1

n+ 2
Lξ

(
Rij

− (n− 2)

2

(
ωi,j +

ωiωj
2
− ||ω||

2gij
2

)
− ∆2ωgij

2

)
;

5)LξJ
i
j = ξk∇kJ ij − Jαj ∇αξi + J iα∇jξα = 0

Зауважимо, що рiвняння (29) у певних частинних випадках матиме трохи
простiший вигляд. Наприклад, на многовидах Вайсмана(узагальнених
многовидах Хопфа) воно виглядає як

ρi,j =
1

2
ωtρtgij −

1

2
ρiωj −

1

2
ρjωi

+
1

n+ 2
Lξ

(
Rij −

(n− 2)

4

(
ωiωj − ||ω||2gij

))
.

У випадку псевдовайсманових многовидiв, це рiвняння запишемо так:

ρi,j =
1

2
ωtρtgij −

1

2
ρiωj −

1

2
ρjωi

+
1

n+ 2
Lξ

(
Rij −

(n− 2)

4

(
ωiωj + n||ω||2gij

))
.

6 Тензор Нейєнхейса та форма Лi при конформно
голоморфно-проективних iнфiнiтезимальних перетвореннях

Знайдемо похiдну Лi тензора Нейєнхейса:

Nh
ij = Jαi

(
Jhα,j − Jhj,α

)
− Jαj

(
Jhα,i − Jhi,α

)
= 0.

Якщо ми вимагаємо сбереження комплексної структури, похiдна Лi тен-
зора Нейенхейса має вигляд:

LξN
h
ij = Jαi

(
LξJ

h
α,j − LξJ

h
j,α

)
− Jαj

(
LξJ

k
α,i − LξJ

h
i,α

)
. (30)

внаслiдок (14).
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Внаслiдок вимоги зберiгання комплексної структури (14)), а також, i
(23), пiдставивши у (15), отримуємо:

LξJ
h
i,j = J ti

(1

2

(
δhj

(
ωαξ

α
)
,t

+ δht
(
ωαξ

α
)
,j
− ghr

(
ωαξ

α
)
,r
gtj

)
+ρjδ

h
t + ρtδ

h
j − ρsJsi Jhj − ρsJsj Jht

)
−Jht

(1

2

(
δtj
(
ωαξ

α
)
,i

+ δti
(
ωαξ

α
)
,j
− gtr

(
ωαξ

α
)
,r
gij

)
+ρjδ

t
i + ρiδ

t
j − ρsJsi J tj − ρsJsj J ti

)
=

=
1

2

(
δhj J

α
i ϕα − ϕhJij − Jhj ϕi + Jkαϕ

αgij
)
,

(31)

де ϕi =
(
ωαξ

α
)
,i
. Обчислимо похiдну Лi тензора Нейєнхейса уздовж ве-

кторного поля ξ, враховуючи (31):

LξN
k
ij = Jαi

(
LξJ

k
α,j − LξJ

k
j,α

)
− Jαj

(
LξJ

k
α,i − LξJ

k
i,α

)
=

=
1

2
Jαi

(
δkj J

β
αϕβ − ϕkJαj − Jkj ϕα + Jkβϕ

βgαj−

−δkαJ
β
j ϕβ + ϕkJjα + Jkαϕj − Jkβϕβgjα

)
−

−1

2
Jαj

(
δki J

β
αϕβ − ϕkJαi − Jki ϕα + Jkβϕ

βgαi−

−δkαJ
β
i ϕβ + ϕkJiα + Jkαϕi − Jkβϕβgiα

)
.

(32)

Розкриваючи дужки та зводячи подiбнi у (32), отримуємо, що похiдна
Лi тензора Нейєнхейса тотожно дорiвнює нулю:

LξN
k
ij = 0.

Враховуючи той факт, що будь-якi iнфiнiтезимальнi перетворення зберi-
гають замкненiсть форми Лi, отримуємо наступне твердження.

Теорема 2 При iнфiнiтезимальних конформно-голоморфно-
проективних перетвореннях ЛКК-многовидiв, що зберiгають ком-
плексну структуру, тензор Нейєнхейса також зберiгається.

Теперь знайдемо похiдну Лi форми Лi. Враховуючи (14), отримуємо з
(6):

Lξωi = − 2

n− 2
Lξ

(
Jαβ,αJ

β
i

)
= − 2

n− 2
Lξ

(
Jαβ,α

)
Jβi . (33)

З iншого боку, оскольки операцiя диференцiювання Лi є переставним iз
згорткою, маємо з (32), згортаючи iндекси k та j:

LξJ
α
i,α =

1

2

(
nJβi ϕβ − ϕ

αJiα − Jααϕi + Jαβ ϕ
βgiα

)
=

=
1

2

(
nJβi ϕβ − ϕ

αJiα + Jβiϕ
β
)

=

=
1

2

(
nJβi ϕβ − ϕ

αJiα − Jiβϕβ
)

=
n− 2

2
Jβi ϕβ .

(34)
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Пiдставимо (34) в (33). Отримуємо:

Lξωi = − 2

n− 2
· n− 2

2
Jβγ ϕβJ

γ
i = ϕi =

(
ωαξ

α
)
,i
.

Ця рiвнiсть виконується тривiально на ЛКК-многовидах внаслiдок того,
що на них форма Лi є замкненою: dω = 0.

7 Гомотетiї та конформно голоморфно-проективнi
iнфiнiтезимальнi перетворення

Розглянемо (28). Ми бачимо, що у випадку ωαξα = 0, або, навiть ωαξα =

const, ця формула прийме вигляд

LξΓ
h
ij = ρjδ

h
i + ρiδ

h
j − ρtJ tiJhj − ρtJ tjJhi .

Згiдно з Теоремою 1, в такому випадку векторне поле ξ генеруватиме
гомотетiю, або iзометрiю. З iншого боку вiдомо, що комутатор векторних
полiв [ξ, η] буде всюди дотичним до гiперповерхнi, якщо до неї всюди
дотичнi поля ξ та η[1, c. 201] – один з варiантiв формулювання вiдомої
теореми Фробенiуса. Звiдси випливає теорема.

Теорема 3 Якщо на ЛКК-многовидi {Mn, J, g}, n = 2m алгебра Лi iнфi-
нiтезимальних конформно голоморфно-проективних векторних полiв ξ,
мiстить таку пiдалгебру векторних полiв, що всюди ωαξα = 0, i таким
чином, всюди дотичних до сiмейства гiперповерхонь, що вiдповiдають
рiвнянню ω = 0, то така пiдалгебра генеруватиме пiдгруппу гомотетiй
цього ЛКК-многовиду. Цi гiперповерхнi будуть орбiтами цiєї пiдгрупи.
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9. Ishihara S. Holomorphically projective changes and their groups in an almost complex
manifold./S. Ishihara- Tohoku Math. J. (2) 9 (1957), no. 3, pp. 273-297.
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