
Proceedings of the
International Geometry Center
Vol. 9, no. 3-4 (2016) pp. 37–49

Топологічні властивості частково
метричних просторів

Вадим Мироник, Володимир Михайлюк

Abstract. We study topological properties of partial metrics and partial
metric spaces. In particular, we investigate relations between the regularity
of a partial metric space and continuity type properties of the corresponding
partial metric. For mappings with values in a partial metric space we obtain
an analogue of a theorem on Gδ-type of a set of the continuity points of
mapping with values in a metrizable space and an analogue of a theorem on
Fσ-measurability of a semicontinuous function.

Анотація. Ми вивчаємо топологічні властивості часткових метрик і час-
тково метричних просторів, зокрема, досліджуємо зв’язок між регуляр-
ністю частково метричних просторів і різними аспектами неперервності
часткової метрики. Для відображень зі значеннями у частково метричних
просторах ми одержуємо аналоги теореми про Gδ-тип множини точок не-
перервності метризовнозначних відображень і теореми про Fσ-вимірність
напівнеперервної функції.

1. ВСТУП
Поняття часткової метрики і частково метричного простору було вве-

дене С. Метьюсом [6], [7] у 1992 році. Це поняття виникло як певне
послаблення поняття метричного простору і застосовувалось в дослі-
дженнях семантики мов програмування, де виникають негаусдорфові
топологічні моделі (дивись [10]).

Разом з тим частково метричні простори дістали широке застосу-
вання в теорії нерухомої точки (Fixed Point Theory) і інтенсивно ви-
користовуються для різних узагальнень теореми Банаха про нерухому
точку [9], [2], [3], [5], [1].
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Слід зазначити, що загальні топологічні властивості частково метри-
чних просторів у вищезгаданих роботах досліджені досить поверхово.
Крім того, природно виникає питання про те, які з результатів з теорії
метричних просторів переносяться без змін на випадок частково ме-
тричних просторів або мають свої аналоги у цьому загальнішому класі
просторів.

В даній статті ми вивчаємо топологічні властивості часткових ме-
трик, частково метричних просторів і зв’язок між ними. Також ми до-
сліджуємо зв’язок між регулярністю частково метричних просторів і
різними аспектами неперервності часткової метрики. Крім того, для
відображень зі значеннями у частково метричних просторах ми дово-
димо аналоги теореми про Gδ-тип множини точок неперервності ме-
тризовно-значних відображень і теореми про Fσ-вимірність напівнепе-
рервної функції.

2. ПРОСТІШІ ТОПОЛОГІЧНІ ВЛАСТИВОСТІ І ПРИКЛАДИ ЧАСТКОВО
МЕТРИЧНИХ ПРОСТОРІВ

Означення 2.1. Функція p : X2 → R називається частковою метри-
кою на множині X, якщо для довільних x, y, z ∈ X виконуються на-
ступні умови:

(p1) x = y ⇔ p(x, x) = p(x, y) = p(y, y);
(p2) p(x, x) ≤ p(x, y);
(p3) p(x, y) = p(y, x);
(p4) p(x, z) ≤ p(x, y) + p(y, z)− p(y, y).
Нехай (X, p)—частково метричний простір. Для кожного x ∈ X і

ε > 0 покладемо
Bp(x, ε) = {y ∈ X : p(x, y) < p(x, x) + ε}.

Система {Bp(x, ε) : ε > 0} утворює базу околів деякої топології на про-
сторі X, яка називається топологією частково метричного простору.
При цьому всі множини Bp(x, ε) є відкритими в частково метричному
просторі (X, p).

Легко бачити, що часткова метрика p є метрикою, якщо p(x, x) = 0
для кожного x ∈ X. Крім того, у первісному означенні часткової ме-
трики з [7] вимагається невід’ємність функції p, тобто p(x, y) ≥ 0 для
всіх x, y ∈ X. Але при введенні топології, породженої частковою метри-
кою p, невід’ємність функції p не використовується. Отже, з точки зору
топології частково метричного простору (X, p) невід’ємність функції p
є зайвою.

Будемо говорити, що точка x в топологічному просторі X відокрем-
люється від точки y ∈ X, якщо існує окіл U точки x такий, що y /∈ U .
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Твердження 2.2. Нехай (X, p)—частково метричний простір. Тоді
(1) точка x ∈ X відокремлюється від точки y ∈ X тоді і тільки

тоді, коли p(x, y) > p(x, x);
(2) (X, p)— T0-простір;
(3) (X, p)— T1-простір тоді і тільки тоді, коли p(x, y) > p(x, x)

для довільних різних x, y ∈ X.
Доведення. (1) З означення топологічної структури простору (X, p)
випливає, що точка x ∈ X відокремлюється від точки y ∈ X тоді і
тільки тоді, коли p(x, y) ≥ p(x, x) + ε для деякого ε > 0, тобто коли
p(x, y) > p(x, x).

(2) Виберемо довільні різні x, y ∈ X. Тоді з умов (p1) і (p2) випливає,
що p(y, x) > p(x, x) або p(x, y) > p(y, y). Залишилось використати (1).

Умова (3) випливає безпосередньо з (1). □

Твердження 2.3. Нехай (X, p)—частково метричний простір. Тоді
функція p : (X, p)2 → R—сукупно напівнеперервна зверху на X2 і
неперервна відносно кожної змінної у всіх точках діагоналі

∆ = {(x, x) : x ∈ X}.

Доведення. Покажемо спочатку, що p—сукупно напівнеперервна фун-
кція. Зафіксуємо x0, y0 ∈ X і ε > 0. Використовуючи умову (p4) для
довільних x ∈ Bp(x0, ε) і y ∈ Bp(y0, ε) одержимо

p(x, y) ≤ p(x, x0) + p(x0, y)− p(x0, x0)

≤ p(x0, x0) + ε− p(x0, x0) + p(x0, y0) + p(y0, y)− p(y0, y0)

< p(x0, y0) + 2ε.

Нарізна неперервність функції p у точках діагоналі ∆ випливає з не-
рівності

0 ≤ p(x, y)− p(x, x) < ε

для довільних x ∈ X, ε > 0 і y ∈ Bp(x, ε). □

Нехай S—довільна множина. Через l1(S) ми позначаємо множину
всіх функцій x : S → R таких, що носій suppx = {s ∈ S : x(s) ̸= 0} не
більш, ніж зліченний і ряд

∑
s∈S

x(s) =
∑

s∈suppx
x(s) абсолютно збіжний.

Приклад 2.4. Наступні функції p є частковими метриками на відпо-
відних множинах X:

(a) X ⊆ R і p(x, y) = max{x, y} для довільних x, y ∈ X;
(b) X ⊆ R і p(x, y) = −min{x, y} для довільних x, y ∈ X;
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(c) X ⊆ L1([0, 1]) і p(x, y) =
1∫
0

max{x(t), y(t)}dµ(t) для довільних
x, y ∈ X;

(d) X ⊆ l1(S) і p(x, y) =
∑
s∈S

max{x(s), y(s)} для довільних x, y ∈ X.

Зауваження 2.5. Для довільного топологічного простору X функція
f : X → R напівнеперервна зверху чи знизу, якщо f неперервна, як
функція зі значеннями у частково метричному просторі (R, p) з при-
кладу 2.4(a) чи (b) відповідно.

3. МЕТРИКА, ПОРОДЖЕНА ЧАСТКОВОЮ МЕТРИКОЮ, І РЕГУЛЯРНІ
ЧАСТКОВО МЕТРИЧНІ ПРОСТОРИ

Нехай (X, p)—частково метричний простір. Легко бачити [7], що
функція dp : X2 → R,

dp(x, y) = 2p(x, y)− p(x, x)− p(y, y)

є метрикою на X, яку ми називатимемо метрикою, породженою час-
тковою метрикою p. Тотожне відображення πp : (X, p) → (X, dp),
πp(x) = x, ми називатимемо відображенням, асоційованим з частко-
вою метрикою p. Крім того, для кожного x ∈ X і ε > 0 покладемо

Bdp(x, ε) = {y ∈ X : dp(x, y) < ε}.

Зауважимо, що Bdp(x, ε) ⊆ Bp(x, ε) для всіх x ∈ X і ε > 0. Тому має
місце наступний факт.

Твердження 3.1. Відображення π−1
p : (X, dp) → (X, p) неперервне.

Наступне твердження дає зв’язок неперервності асоційованого від-
ображення πp з неперервністю часткової метрики.

Твердження 3.2. Для частково метричного простору (X, p) і точки
x0 ∈ X наступні умови є рівносильними:
(1) часткова метрика p є неперервною в точці (x0, x0);
(2) звуження часткової метрики p на діагональ ∆ = {(x, x) : x ∈ X}

є неперервним в точці (x0, x0);
(3) асоційоване відображення πp : (X, p) → (X, dp) є неперервним в

точці x0.
Доведення. Імплікація (1)⇒(2) є очевидною.

(2)⇒(3). Зафіксуємо ε > 0 і знайдемо окіл U1 точки x0 в (X, p) такий,
що

|p(x, x)− p(x0, x0)| < ε
3
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для кожного x ∈ U1. Тепер для кожного x ∈ U1 ∩Bp(x0,
ε
3) маємо

dp(x, x0) = 2(p(x, x0)− p(x0, x0)) + (p(x0, x0)− p(x, x)) < 2 · ε
3 + ε

3 = ε.

Отже, відображення πp неперервне в точці x0.
(3)⇒(1). Згідно з твердженням 2.3 достатньо довести, що функція

p напівнеперервна знизу в точці (x0, x0). Зафіксуємо ε > 0 і виберемо
окіл U точки x0 в (X, p) такий, що dp(x, x0) < ε для кожного x ∈ U .
Тоді використовуючи умову (p2) для довільних x, y ∈ U одержимо
p(x, y) ≥ p(x, x) = (p(x, x)− p(x, x0)) + (p(x, x0)− p(x0, x0)) + p(x0, x0)

≥ (p(x, x)− p(x, x0)) + (p(x0, x0)− p(x, x0)) + p(x0, x0)

= −dp(x, x0) + p(x0, x0) > p(x0, x0)− ε.

Твердження доведено. □

Наслідок 3.3. Нехай (X, p)—частково метричний простір. Тоді на-
ступні умови рівносильні:
(1) часткова метрика p є неперервною;
(2) звуження часткової метрики p на діагональ ∆ = {(x, x) : x ∈ X}

є неперервним;
(3) асоційоване відображення πp : (X, p) → (X, dp) є неперервним;
(4) топологічні простори (X, p) і (X, dp) збігаються.

Для топологічного простору X, функції f : X → R і точки x0 ∈ X
через ωf (x0) ми позначаємо коливання функції f в точці x0. Тобто

ωf (x0) = inf
U∈U

sup
u,v∈U

|f(u)− f(v)|,

де U —система всіх околів точки x0.
Наступна властивість для напівнеперервних функцій дійсної змінної,

як функцій першого класу Бера, є добре відомою [8, Глава XV, § 3-4].

Твердження 3.4. Нехай X—топологічний простір, f : X → [0, 1]—
напівнеперервна зверху функція і ε > 0. Тоді існує ніде не щільна
множина A ⊆ X така, що ωf (x) < ε для кожного x ∈ X \A.

Доведення. Виберемо n ∈ N таким чином, щоб 1
n < ε

4 = δ і для
кожного k ∈ {1, . . . , n} покладемо

Ak = {x ∈ X : ωf (x) ≥ ε} ∩ f−1
(
[k−1

n , kn ]
)
.

Достатньо показати, що всі множини Ak ніде не щільні.
Припустимо, що деяка множина Ak щільна у непорожній відкритій

множині U ⊆ X. Зафіксуємо x0 ∈ U ∩ Ak і виберемо відкритий окіл
U1 точки x0 такий, що f(x) < f(x0) + δ для кожного x ∈ U1. Оскільки
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ωf (x0) ≥ 4δ, то існує x1 ∈ U ∩U1 таке, що f(x1) < f(x0)− 2δ ≤ k−1
n − δ.

Тоді для довільного околу U2 точки x1 існує x2 ∈ U2 ∩ U і, зокрема,

f(x2) ≥ k−1
n ≥ f(x1) + δ,

що суперечить напівнеперервності зверху f у точці x1. □

Тепер з твердження 2.3, наслідку 3.3 і твердження 3.4 випливає на-
ступний факт.

Наслідок 3.5. Нехай (X, p)—частково метричний простір. Тоді іс-
нує множина A першої категорії в (X, p) така, що простори (X \A, p)
і (X \ A, dp) збігаються, зокрема, X \ A—метризовний підпростір
простору X.

4. РЕГУЛЯРНІСТЬ ЧАСТКОВО МЕТРИЧНИХ ПРОСТОРІВ
Топологічний простір X називатимемо регулярним в точці x0 ∈ X,

якщо для довільного околу U точки x0 в X існує замкнений окіл V
точки x0 такий, що V ⊆ U . Як випливає з наслідку 3.3, якщо відобра-
ження πp неперервне, то простір (X, p)—метризовний, зокрема регу-
лярний. Тому природно виникає питання про точковий варіант цієї вла-
стивості. Тобто чи випливає з неперервності в точці x0 асоційованого
відображення πp регулярність частково метричного простору (X, p) в
точці x0? Разом з тим, постає питання про зворотній зв’язок. А са-
ме, чи випливає з регулярності (в точці) простору (X, p) неперервність
(в точці) відображення πp? Наступні два приклади показують, що ці
питання мають негативні відповіді.

Твердження 4.1. Існує частково метричний простір (X, p) такий,
що асоційоване відображення πp неперервне в точці x0 ∈ X, але (X, p)
не є регулярним в точці x0.
Доведення. Нехай S = {0} ∪ N ∪ N2. Побудуємо сім’ю (xs : s ∈ S)
функцій xs : S → R. Покладемо

x0(s) =

{
1, s = 0,

0, s ∈ S \ {0},

xn(s) =


1− 1

n , s = 0,

1 + 1
n , s = n,

0, s ∈ S \ {0, n},
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для кожного n ∈ N і

x(n,m)(s) =


1− 1

n , s = 0,
1
n − 1

m , s = n,
1
m , s = (n,m),

0, s ∈ S \ {0, n, (n,m)},

для довільних n,m ∈ N.
Тепер розглянемо простір X = {xs : s ∈ S} з частковою метрикою

p(x, y) =
∑
s∈S

max{x(s), y(s)},

тобто (X, p) є підпростором l1(S).
Зауважимо, що p(x0, x0) = p(xn,m, xn,m) = 1 для довільних n,m ∈ N.

Оскільки p(x0, xn) ≥ 2 для кожного n ∈ N, то
U0 = Bp(x0,

1
2) ⊆ {x0} ∪ {xn,m : n,m ∈ N}.

Тому p(x, x) = 1 для кожного x ∈ U0. Отже, звуження часткової ме-
трики p на діагональ ∆ = {(x, x) : x ∈ X} є неперервним в точці(x0, x0)
і згідно з твердженням 3.2 звуження πp неперервне в точці x0.

Тепер покажемо, що Bp(x0, ε) ̸⊆ U0 для довільного ε > 0.
Зафіксуємо ε > 0 і виберемо n ∈ N так, що 1

n < ε. Тоді для довільного
m ≥ n маємо

p(xn,m, x0) = 1 + 1
m + 1

n − 1
m = 1 + 1

n < p(x0, x0) + ε.

Тому xn,m ∈ Bp(x0, ε).
Нехай U = Bp(xn, δ), де δ > 0, — довільний базисний окіл точки xn.

Зауважимо, що
p(xn,m, xn) = 1− 1

n + 1 + 1
n − 1

m = 2 + 1
m = p(xn, xn) +

1
m .

Тому xn,m ∈ U при m ≥ 1
δ .

Отже, U ∩Bp(x0, ε) ̸= ∅ і xn ∈ Bp(x0, ε) \ U0. □

Теорема 4.2. Існує метризовний частково метричний простір (X, p)
такий, що асоційоване відображення πp є розривним у кожній точці
x ∈ X.
Доведення. Для кожного n ∈ N через Sn ми позначимо множину всіх
наборів (k1, k2, . . . , kn) ∈ Nn таких, що k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kn. Крім того,
для довільних n ∈ N, m ∈ N з m ≥ n і (k1, k2, . . . , km) ∈ Sm покладемо
s|n = (k1, k2, . . . , kn). Зрозуміло, що при цьому s|n ∈ Sn.

Покладемо α0 = 1. Індукцією відносно n легко побудувати послідов-
ність сімей (αs : s ∈ Sn) чисел αs ∈ (0, 1), яка задовольняє такі умови:
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(a) послідовність (αk)
∞
k=1 строго зростає і lim

k→∞
αk < 1;

(b) для всіх n ∈ N і (k1, . . . , kn) ∈ Sn послідовність (α(k1,...,kn,kn+k))
∞
k=0

строго зростає і lim
k→∞

α(k1,...,kn,kn+k) < α(k1,...,kn);
(c) α(k1,...,kn,kn) > α(k1,...,kn−1) для всіх n ∈ N і (k1, . . . , kn) ∈ Sn таких,

що (k1, . . . , kn − 1) ∈ Sn.

Позначимо S0 = {0}, S =
∞∪
n=0

Sn. і побудуємо сім’ю (xs : s ∈ S) функцій
xs : S → R. Покладемо

x0(s) =

{
1, s = 0,

0, s ∈ S \ {0},

x(k1,...,kn)(s) =



α(k1,...,kn) −
1
k1
, s = 0,

1
k1

− 1
k2
, s = k1,

1
k2

− 1
k3
, s = (k1, k2),

. . .
1

kn−1
− 1

kn
, s = (k1, k2, . . . , kn−1),

1
kn
, s = (k1, k2, . . . , kn),

0, s ∈ S \ {0, k1, (k1, k2), . . . , (k1, . . . , kn)},

для довільних n ∈ N і (k1, . . . , kn) ∈ Sn.
Тепер, як і в доведенні попереднього твердження, розглянемо простір

X = {xs : s ∈ S} з частковою метрикою

p(x, y) =
∑
s∈S

max{x(s), y(s)}.

Зауважимо, що p(x0, x0) = 1 і p(xs, xs) = αs для довільних n ∈ N і
s ∈ Sn.

Зафіксуємо n ∈ {0, 1, 2, . . . } і s = (k1, k2, . . . , kn) ∈ Sn. Для кожного
m ∈ N покладемо tm = (k1, k2, . . . , kn, kn +m).

Легко бачити, що xtm → xs в X. Але згідно з умовами (a) та (b)
маємо

lim
m→∞

p(xtm , xtm) = lim
m→∞

αtm < αs = p(x, x).

Тому згідно з твердженням 3.2 відображення πp не є неперервним в
точці x.

Залишилось перевірити, що X—метризовний. Оскільки простір X
зліченний з першою аксіомою зліченності, то згідно з [4, Теорема 4.2.9]
достатньо показати, що X регулярний.
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Спочатку перевіримо регулярність простору X в точці x0. Зауважи-
мо, що

p(x0, xs) = 1 + 1
k1

= p(x0, x0) +
1
k1

для довільних n ∈ N і s = (k1, k2, . . . , kn) ∈ Sn. Зафіксуємо m ∈ N і
розглянемо окіл

U = Bp(x0,
1
m) = {x0} ∪ {x(k1,...,kn) : k1 > m}

точки x0.
Нехай x = x(k1,...,kn) ∈ X \ U . Тоді k1 ≤ m і α(k1,...,kn) ≤ αk1 ≤ αm

згідно з умовою (b). Розглянемо окіл V = Bp(x,
1
m − 1

m+1) точки x. Для
довільного y ∈ V маємо

y(0) < x(0) + 1
m − 1

m+1 = α(k1,...,kn) −
1
k1

+ 1
m − 1

m+1 ≤ αm − 1
m+1 .

З іншого боку, для довільного z = x(l1,...,li) ∈ U маємо l1 ≥ m + 1 і
α(l1,...,li) > αm згідно з (c). Тому

z(0) = α(l1,...,li) −
1
l1
> αm − 1

m+1 .

Отже, V ∩U = ∅ і множина U —відкрито-замкнена. Таким чином, про-
стір X регулярний в точці x0. Крім того, для кожного k ∈ N множина

Gk = {x ∈ X : x = x(k,k2,...,kn)} = {xs ∈ X \ {x0} : s|1 = k}
відкрито-замкнена, як різниця відкрито-замкнених множин.

Покажемо регулярність простору X в кожній точці x ∈ {xs : s ∈ S1}.
Зафіксуємо k ∈ S1. Зауважимо, що

p(xk, xs) = αk +
1
k2

= p(xk, xk) +
1
k2

для кожного xs ∈ Gk \ {xk}, де s = (k, k2, . . . , kn) ∈ Sn і n ≥ 2. Зафіксу-
ємо m ≥ k і розглянемо окіл

U = Gk ∩Bp(xk,
1
m) = {xk} ∪ {x(k,k2,...,kn) : k2 > m}

точки xk.
Нехай x = x(k,k2,...,kn) ∈ Gk \ U . Тоді k ≤ k2 ≤ m і

α(k,k2,...,kn) ≤ α(k,k2) ≤ α(k,m)

згідно з умовою (b). Розглянемо окіл V = Gk ∩ Bp(x,
1
m − 1

m+1) точки
x. Для довільного y ∈ V маємо

y(0) + y(k) < x(0) + x(k) + 1
m − 1

m+1

= α(k,k2,...,kn) −
1
k2

+ 1
m − 1

m+1

≤ α(k,m) − 1
m + 1

m − 1
m+1

= α(k,m) − 1
m+1 .
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З іншого боку, для довільного z = x(k,l2,...,li) ∈ U маємо l2 ≥ m + 1 і
α(k,l2,...,li) > α(k,m) згідно з (c). Тому

z(0) + z(k) = α(k,l2,...,li) −
1
l2
> α(k,m) − 1

m+1 .

Отже, V ∩U = ∅ і множина U —відкрито-замкнена. Таким чином, про-
стір X регулярний в точці xk. Зауважимо, що, крім того, для кожного
s ∈ S2 множина

Gs = {xt ∈ X : t|2 = s}
відкрито-замкнена, як різниця відкрито-замкнених множин. Тепер для
кожного n ≥ 3 і s ∈ Sn покладемо

Gs = {xt ∈ X : t|n = s}.

Далі, використовуючи індукцію відносно n нескладно можна довести
регулярність простору X в кожній точці x ∈ {xs : s ∈ Sn} і відкрито-
замкненість кожної множини Gs, де s ∈ Sn. При цьому індуктивний
перехід доводиться повністю аналогічно, як у випадку n = 2. □

5. ВІДОБРАЖЕННЯ ЗІ ЗНАЧЕННЯМИ У ЧАСТКОВО МЕТРИЧНИХ
ПРОСТОРАХ

Для топологічних просторів X і Y через C(f) ми позначатимемо
множину точок неперервності відображення f : X → Y , а через D(f)
ми позначатимемо множину точок розриву відображення f . Добре ві-
домо, що множина точок неперервності відображення зі значеннями у
метризовному просторі має тип Gδ, а множина точок розриву має тип
Fσ. Наступний результат є певним аналогом цього факту для відобра-
жень зі значеннями у частково метричному просторі.

Теорема 5.1. НехайX—топологічний простір, (Y, p)—частково ме-
тричний простір і f : X → Y такі, що для довільної ніде не щільної
множини B ⊆ Y множина f−1(B) ніде не щільна в X. Тоді існу-
ють Gδ-множина C в X і множина A першої категорії в X такі, що
C(f) = C ∪A.
Доведення. Зафіксуємо n ∈ N і позначимо через Bn множину всіх
точок y ∈ Y таких, що p(y, y) ≤ n і коливання звуження часткової
метрики p на діагональ ∆ = {(y, y) : y ∈ Y } у точці (y, y) не менше, ніж
1
n . Застосуємо твердження 3.4 до функції φn : Y → [−(n+ 1), n+ 1],

φn(y) =


−(n+ 1), p(y, y) < −(n+ 1),

n+ 1, p(y, y) > n+ 1,

p(y, y), |p(y, y)| ≤ n+ 1,
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і одержимо, що множина Bn ніде не щільна в Y . Тому множина

An = f−1(Bn)

також ніде не щільна в X. Далі покладемо Gn = X \ An і розглянемо
відображення fn : Gn → (Y, dp). Позначимо через Cn множину всіх
точок x ∈ Gn таких, що ωfn(x) <

1
n .

Тепер покладемо C =
∞∩
n=1

Cn і A = C(f)
∩( ∞∪

n=1
An

)
. Оскільки всі

множини Gn відкриті, то відображення g : X → (Y, dp), g(x) = f(x), не-
перервне в кожній точці множини C. Тому і відображення f неперервне
в кожній точці множини C. Залишилось показати, що f розривне в ко-
жній точці

x0 ∈

(
X \

∞∪
n=1

An

)
\ C =

( ∞∩
n=1

Gn

)
\ C.

Зауважимо, що g розривне в точці x0 і y0 = f(x0) ∈ Y \
( ∞∪

n=1
Bn

)
. Тому

звуження часткової метрики на ∆ є неперервним в точці (y0, y0) і згідно
з твердженням 3.2 асоційоване з p відображення πp неперервне в точці
y0. Отже, відображення f розривне в точці x0. □

Наступний приклад вказує на істотність додаткових умов на відобра-
ження f у теоремі 5.1.

Твердження 5.2. Існує регулярний частково метричний простір (Y, p)
і відображення f : [0, 1] → Y такі, що множина C(f) невимірна за
Борелем.
Доведення. Нехай A ⊆ [0, 1]—невимірна за Лебеґом множина така,
що множини A і B = [0, 1] \ A щільні в [0, 1]. Для кожного a ∈ A
розглянемо функцію ya : [0, 2] → R,

ya(t) =

{
2, t ∈ [a, a+ 1],

0, t ∈ [0, 2] \ [a, a+ 1],

а для кожного b ∈ B розглянемо функцію yb : [0, 2] → R,

yb(t) =

{
1, t ∈ [b, b+ 1],

0, t ∈ [0, 2] \ [b, b+ 1].
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Покладемо Y = {yx : x ∈ [0, 1]} і розглянемо простір Y з частковою
метрикою

p(y, z) =

2∫
0

max{y(t), z(t)}dµ(t).

Зауважимо, що
p(yu, yv)− p(yu, yu) ≥ |u− v|

для довільних u, v ∈ [0, 1]. Тому простір (Y, p) регулярний.
Розглянемо відображення f : [0, 1] → Y , f(x) = yx. Безпосередньою

перевіркою легко переконатися, що C(f) = A. □
Відображення f : X → Y між топологічними просторами X і Y

називається Fσ-вимірною, якщо для кожної відкритої в X множини G
множина f−1(G) має тип Fσ в X.

Наступний результат узагальнює теорему про Fσ-вимірність напів-
неперервної функції (дивись [8, Глава XV, § 3-4]).

Теорема 5.3. Припустимо, що X—досконало нормальний простір,
(Y, p)—частково метричний простір, такий що (Y, dp) сепарабель-
ний, і f : X → (Y, p)—неперервне відображення. Тоді відображення
g : X → (Y, dp), g(x) = f(x), є Fσ-вимірним.
Доведення. Для довільних y0 ∈ Y і ε > 0 покладемо

G(y0, ε) = Bp(y0, ε) \ {y ∈ Y : p(y, y) < p(y0, y0) + ε}.
Зауважимо, що

Bdp(y0, ε) ⊆ G(y0, ε) ⊆ Bdp(y0, 3ε).

Тому довільну відкриту множину G в просторі (Y, dp) можна подати у
вигляді об’єднання множин G(y, ε). Причому, оскільки простір (Y, dp)
сепарабельний, то множину G можна подати у вигляді

G =
∞∪
n=1

G(yn, εn).

Залишилось зауважити, що кожна множина f−1(G(yn, εn)) має тип Fσ,
як прообраз при неперервному відображенні різниці двох відкритих
множин. □
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