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Задача о тени и смежные задачи

Ю. Б. Зелинский, И. Ю. Выговская, Х. К. Дакхил

Abstract. We review recent results related to the shade problem, discuss
unsolved problems, and give estimates of necessary and sufficient conditions
for solutions of shade problem.

Аннотация. В работе дан обзор результатов, связанных с проблемой
тени, полученных в исследованиях за последние полтора года. Обсуж-
даются нерешенные задачи и даны оценки необходимых и достаточных
условий.

1. ВВЕДЕНИЕ
Аксиоматический подход к определению выпуклости (говорят, что

семейство множеств состоит из выпуклых множеств, если пересечение
произвольного их количества принадлежит этому же семейству, [12])
позволяет назвать выпуклыми ряд экзотических классов множеств, ко-
торые не ассоциируются с привычным понятием выпуклости, напри-
мер, множество всех множеств или семейство всех замкнутых подмно-
жеств некоторого топологического пространства.

Традиционно, подмножество евклидова пространства называется вы-
пуклым, если вместе с произвольной парой точек оно содержит и отре-
зок, соединяющий эти точки. Это эквивалентно связности пересечений
подмножества с произвольной вещественной прямой.

Вопросы анализа часто приводят к другим семействам множеств,
которые удовлетворяют аксиоме выпуклости. Ниже мы рассмотрим ряд
задач, решение которых требует привлечения различных обобщений
понятия выпуклости.
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2. ОБОБЩЕННАЯ ВЫПУКЛОСТЬ И ЗАДАЧА О ТЕНИ
Определение 2.1. Скажем, что множество E ⊂ Rn m-выпукло отно-
сительно точки x ∈ Rn\E, если найдетсяm-мерная плоскость L, такая
что x ∈ L и L ∩ E = ∅.
Определение 2.2. Скажем, что множество E ⊂ Rn m-выпукло, если
оно m-выпукло относительно каждой точки x ∈ Rn\E.

Оба приведенные определения удовлетворяют известной аксиоме вы-
пуклости: пересечение каждого подсемейства таких множеств тоже удо-
влетворяет определению. Для произвольного множества E ⊂ Rn мы
можем рассматривать минимальное m-выпуклое множество, содержа-
щее E, и назвать его m-оболочкой множества E.

В работе [10] получено полное решение следующей задачи о тени,
впервые рассмотренной Г. Худайбергановым [14], [7], [8].
Задача о тени. Какое минимальное число попарно непересекающихся
замкнутых шаров с центрами на сфере Sn−1 в евклидовом пространстве
Rn и радиуса меньшего от радиуса сферы достаточно чтобы любая
прямая, проходящая через центр сферы, пересекала хотя бы один из
этих шаров?

Другими словами: когда центр сферы будет принадлежать 1-выпук-
лой оболочке объединения шаров?

В [10] показано, что для этого необходимо и достаточно n+ 1 шара.

3. СМЕЖНЫЕ ЗАДАЧИ
Решение задачи о тени индуцировало ряд близких задач, решением

которых в последние полтора года занималась группа математиков в
Институте математики НАН Украины. Перечислим эти задачи.
(1) Как изменится минимальное количество шаров, если центры этих

шаров не привязаны к сфере?
(2) Как изменится результат задачи (1), если вместо шара рассмотреть

семейство выпуклых множеств, полученных из некоторого выпук-
лого множества с непустой внутренностью при помощи заданной
группы преобразований?

(3) Какое минимальное число попарно непересекающихся замкнутых
шаров с центрами на сфере Sn−1 и радиуса меньшего от радиу-
са сферы достаточно чтобы любой луч, проходящий через центр
сферы, пересекал хотя бы один из этих шаров?

(4) Рассмотреть аналогичные задачи в комплексном и гиперкомплекс-
ном евклидовом пространстве.
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(5) Задача о тени не только для центра сферы, а для всех точек шара,
ограниченного сферой Sn−1, которые не принадлежат объединению
выбранных шаров.

(6) Задача о тени для точек сферы Sn−1, которые не принадлежат объ-
единению выбранных шаров, относительно прямых касательных к
сфере.

(7) Задача о тени для шаров равного радиуса.
(8) Исследовать задачу при изменении группы преобразований.
(9) Задача о тени для семейств выпуклых множеств, которые могут

пересекаться между собой.

4. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассмотрим состояние полученных ответов на перечисленные зада-

чи. Следующий результат дает полный ответ на задачу (1).

Теорема 4.1. [9] Для того чтобы выбранная точка в n-мерном ев-
клидовом пространстве при n ≥ 2 принадлежала 1-выпуклой оболочке
семейства попарно непересекающихся открытых (замкнутых) шаров,
которые данную точку не содержат, необходимо и достаточно n ша-
ров.

Задача о тени при n = 3, когда центры шаров расположены на эл-
липсоиде вращения, рассмотрена в [13]. Показано, что если отношение
большей оси эллипса к меньшей больше или равно 2

√
2, то для создания

тени достаточно трех шаров.
Полный ответ на задачу (2) содержится в следующем результате.

Теорема 4.2. [9] Для того чтобы выбранная точка в n-мерном ев-
клидовом пространстве при n ≥ 2 принадлежала 1-оболочке семей-
ства попарно непересекающихся замкнутых множеств, полученного
из заданного выпуклого множества с непустой внутренностью при
помощи группы преобразований, состоящей из движений и гомоте-
тий, необходимо и достаточно n элементов семейства.

Если группу преобразований уменьшить, то количество элементов
семейства, необходимых для создания тени в центре сферы может уве-
личиться. Однако, в [11] показано, что результат не изменится, если из
группы движений исключить повороты.
Определение 4.3. Скажем, что множество E ⊂ Rn m-полувыпукло
относительно точки x ∈ Rn\E, если найдется m-мерная полуплос-
кость P , такая что x ∈ P и P ∩ E = ∅.
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Определение 4.4. Скажем, что множество E ⊂ Rn m-полувыпукло,
если оно m-полувыпукло относительно каждой точки x ∈ Rn\E.

Легко убедиться, что и эти определения удовлетворяют аксиоме вы-
пуклости, и мы тоже можем строить m-полувыпуклые оболочки мно-
жеств согласно этим определениям.

Для задачи (3) получена оценка сверху в размерности три. Задача
точной оценки остается открытой, неизвестны даже оценки сверху в
размерностях больше трех.

Теорема 4.5. [4] Для того чтобы центр двумерной сферы в трехмер-
ном евклидовом пространстве принадлежал 1-полувыпуклой оболочке
семейства открытых (соотв. замкнутых) шаров радиуса не превы-
шающего (соотв. меньшего) радиуса сферы и с центрами на сфере
достаточно десяти шаров.

Если объединить вопросы задач (1) и (3), то получен точный резуль-
тат.

Теорема 4.6. [9] Для того чтобы выбранная точка в n-мерном ев-
клидовом пространстве при n ≥ 2 принадлежала 1-полувыпуклой обо-
лочке семейства попарно непересекающихся открытых (замкнутых)
шаров, которые данную точку не содержат, необходимо и достаточ-
но n+ 1 шара.

Следующий результат показывает, что в предыдущей теореме можно
заменить шары выпуклыми телами с непустой внутренностью.

Теорема 4.7. [9] Для того чтобы выбранная точка в n-мерном ев-
клидовом пространстве при n ≥ 2 принадлежала 1-полувыпуклой обо-
лочке семейства попарно непересекающихся замкнутых множеств,
полученного из заданного выпуклого множества с непустой внутрен-
ностью при помощи группы преобразований, состоящей из движений
и гомотетий, необходимо и достаточно n+ 1 элемента семейства.

Но, если уменьшать группу допустимых преобразований, то количе-
ство необходимых для создания тени множеств увеличивается. Крити-
ческим модельным множеством будет прямоугольный параллелепипед.

Частичный ответ на задачу (8) дает следующий результат.

Теорема 4.8. [11] Для того чтобы выбранная точка в n-мерном ев-
клидовом пространстве при n ≥ 2 принадлежала 1-полувыпуклой обо-
лочке семейства попарно непересекающихся замкнутых множеств,
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полученного из заданного выпуклого множества с непустой внутрен-
ностью при помощи группы преобразований, состоящей из параллель-
ных переносов и гомотетий, необходимо и достаточно 2n элементов
семейства.

В случае комплексного или гиперкомплексного евклидового простран-
ства можно рассмотреть аналогичные задачи относительно пересече-
ний семейств, соответственно, комплексными или гиперкомплексными
плоскостями.
Определение 4.9. Скажем, что множество E ⊂ Cn (соотв. E ⊂ Hn)
m-комплексно (соотв. m-гиперкомплексно) выпукло относительно точ-
ки z ∈ Cn\E (соотв. z ∈ Hn\E), если найдется m-мерная комплексная
(гиперкомплексная) плоскость L, такая что z ∈ L и L ∩ E = ∅. Ска-
жем, что множество E ⊂ Cn (соотв. E ⊂ Hn) m-комплексно (соотв. m-
гиперкомплексно) выпукло, если оно m-комплексно (соотв. m-гипер-
комплексно) выпукло относительно каждой точки z ∈ Cn\E (соотв.
E ⊂ Hn).

Для задачи (4) с шарами, центры которых находятся на сфере, по-
лучена точная оценка при n = 2 и оценка сверху при n > 2.

Теорема 4.10. [4] Для того чтобы начало координат в двумерном
комплексном (соотв. гиперкомплексном) евклидовом пространстве C2

(соотв. H2) принадлежало 1-комплексной (соотв. 1-гиперкомплекс-
ной) оболочке семейства попарно непересекающихся открытых (со-
отв. замкнутых) шаров с центрами на единичной сфере S3 (соотв.
S7), которые начало координат не содержат, необходимо и доста-
точно двух шаров.

Теорема 4.11. [5] Для того чтобы начало координат в n-мерном
комплексном (соотв. гиперкомплексном) евклидовом пространстве Cn

(соотв. Hn), n > 2 принадлежало 1-комплексной (соотв. 1-гиперком-
плексной) оболочке семейства попарно непересекающихся открытых
(соотв. замкнутых) шаров с центрами на единичной сфере S2n−1 ⊂ Cn

(соотв. S4n−1 ⊂ Hn), и которые начало координат не содержат, до-
статочно 2n (соотв. 4n− 1) шаров.

Также в (гипер)комплексном случае получаем полный аналог теоре-
мы 4.1, если центры шаров не привязаны к сфере.

Теорема 4.12. [6] Для того чтобы начало координат в n-мерном
комплексном (соотв. гиперкомплексном) евклидовом пространстве Cn
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(соотв. Hn), n > 2 принадлежало 1-комплексной (соотв. 1-гиперком-
плексной) оболочке семейства попарно непересекающихся открытых
(соотв. замкнутых) шаров, которые начало координат не содержат,
достаточно n шаров.

Задача (5) весьма сложная. Здесь кроме почти очевидного факта,
что при n = 2 достаточно трех шаров размещенных в вершинах рав-
ностороннего треугольника, радиус которых равен половине высоты
треугольника, больше ничего неизвестно.
Определение 4.13. Скажем, что семейство множеств J = {Fα} задает
тень касательную к многообразию M в точке x ∈ M , если каждая
прямая, касательная к многообразию M в точке x ∈ M\∪

α
Fα, имеет

непустое пересечение хотя бы с одним множеством Fα, принадлежащим
к семейству J.

Задачу (6) при n = 3 можно сформулировать следующим образом.
Найти минимальное количество попарно непересекающихся шаров с
центрами на сфере S2 ⊂ R3, которые обеспечат тень касательную к
сфере S2 во всех точках x ∈ S2\∪

α
Fα.

Лемма 4.14. Рассмотрим равносторонний треугольник ABC в ев-
клидовой плоскости R2. Если мы выберем три круга Bi, i = 1, 2, 3 с
центрами в вершинах этого треугольника и радиуса равного половине
высоты треугольника, то каждая прямая через произвольную точ-
ку x ∈ (

3
∪
i=1

Bi)
∗\

3
∪
i=1

Bi, где (
3
∪
i=1

Bi)
∗—выпуклая оболочка множества

3
∪
i=1

Bi, пересекается не менее чем с одним из выбранных кругов.

Отметим, что окружность, описанная вокруг этого треугольника, ле-
жит в выпуклой оболочке этих трех шаров. Лемма решает задачу (4)
при n = 2. Этот результат показывает, что в трехмерном случае также
для произвольной точки сферы можно выбрать три попарно касаю-
щиеся шара, которые обеспечат тень во всех точках криволинейного
треугольника, вырезанного на сфере этими шарами. Однако, как пока-
зывает следующий пример, согласование такой конструкции для всей
сферы требует дополнительных рассуждений.
Пример 1. Существует набор из 14 открытых (замкнутых) попар-
но непересекающихся шаров с центрами на сфере S2 ⊂ R3, который
не обеспечивает тень касательную к сфере S2 в каждой точке x ∈
S2\

14
∪
i=1

Fi.
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Не нарушая общности можно предполагать, что выбрана сфера S2 с
центром в начале координат радиуса единица. Впишем в эту сферу куб
с вершинами в точках (x = ±1/

√
3, y = ±1/

√
3, z = ±1/

√
3). Длина

ребра куба равна a = 2/
√
3. Теперь выберем восемь открытых шаров

с центрами в вершинах куба и радиуса равного половине ребра куба
r = 1/

√
3 ≈ 0.577. Добавим к этому семейству шесть новых открытых

шара с центрами в точках пересечения лучей, выходящих из начала ко-
ординат и проходящих через центр грани куба, со сферой S2. Радиусы
этих шаров равны

r1 =

√
2− 2/

√
3− 1/

√
3.

Каждый из них касается ровно четырех ранее выбранных шаров. Вы-
берем двумерную плоскость, заданную уравнением z = 0, проходящую
через экваториальную окружность сферы, которая проходит через че-
тыре центра

(1, 0, 0), (0, 1, 0), (−1, 0, 0), (0,−1, 0)

шаров меньшего радиуса r1 ≈ 0.342. Поскольку 1 <
√
2/2 + r1 ≈ 1, 049,

то прямая линия, касательная к экваториальной окружности в точке
(
√
2,
√
2, 0), пересекает шары меньшего радиуса.

Для плоскости x+ y = 2
√
2, касательной к сфере в точке (

√
2,
√
2, 0),

в пересечении с системой шаров получаем две пары окружностей, каж-
дая пара из которых симметрична относительно точки (

√
2,
√
2, 0), а их

центры находятся на паре перпендикулярных прямых.
Радиусы этих окружностей легко вычисляются. Имеем две окруж-

ности радиуса r2 ≈ 0.547. Их центры удалены от точки пересечения
прямых на расстояние l2 ≈ 0.577. Другая пара окружностей радиуса
r3 ≈ 0.1766 имеет центры, удаленные от точки пересечения прямых
на расстояние l3 ≈ 0.707. Подсчитывая синусы углов, под которыми
их полуокружности видны из точки (

√
2,
√
2, 0) (совпадающей с точкой

пересечения прямых), получим значения 0.948 и 0.249, соответственно.
Им соответствуют дуги в меньше чем 71.5◦ и 14.5◦ в градусном изме-
рении. Поскольку их сумма меньше 90◦, приходим к заключению, что
существует прямая в касательной плоскости, проходящая через точку
(
√
2,
√
2, 0), которая не пересекает ни одну из выделенных окружностей.

Сохраним центры семейства шаров, а радиусы шаров выберем рав-
ными половине расстояния от вершин куба к центрам меньших шаров
r ≈ 0.4597. Аналогично предыдущим рассуждениям в сечении с плоско-
стью x+ y = 2

√
2 получим две пары окружностей радиусов r4 ≈ 0.4215

и r5 ≈ 0.354, соответственно. Подсчитывая синусы углов, под которы-
ми их полуокружности видны из точки (

√
2,
√
2, 0), получим значения

0.731 и 0, 5. Им соответствуют дуги в меньше чем 47◦ и 30◦. Поскольку
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их сумма также меньше 90◦, приходим к заключению, что существует
прямая в касательной плоскости, проходящая через точку (

√
2,
√
2, 0),

которая не пересекает ни одну из выделенных окружностей. Кстати, во
втором случае зазор между шарами увеличивается.

Построенный набор дает оценку снизу необходимого количества ша-
ров. Оценка сверху остается открытой.

В следующем примере рассмотрим попытку решить задачу о тени и
задачу (3) для шаров равного радиуса.
Пример 2. Впишем в сферу правильный икосаэдр. Предположим, что
сфера S2 единичного радиуса. Тогда, [2], длина ребра икосаэдра равна

a = 2

√
2/(5 +

√
5).

Выберем 12 шаров радиуса r = a/2 в вершинах икосаэдра. Предпо-
ложим, что этот набор шаров решает задачу. Как показано в [10],
каждый такой шар задает конус прямых из центра сферы, который
вырезает на сфере окружность радиуса a/2 ≈ 0.52573. Если в сфе-
ру вписать правильный додекаэдр, то длина ребра додекаэдра равна
a1 = 4/

[√
3
√

1 +
√
5
]
≈ 0.7136, [1]. Радиус окружности описанной во-

круг правильного пятиугольника (грани додекаэдра) найдем из фор-
мулы t = R

√
(5−

√
5)/2, где t—длина ребра додекаэдра [3]. Следова-

тельно,

R =
4
√
2/3√

1 +
√
5 ·
√

5−
√
5
≈ 0.607.

Поскольку этот радиус больше a/2, то выбранных 12 шаров недоста-
точно для создания тени относительно луча из центра сферы.

О задачах (6) и (7) результатов почти нет. Интересны любые оценки.
Несложно показать, что задача (9) эквивалентна задаче (1) для 1-

выпуклости и задаче (3) для 1-полувыпуклости.
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