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Інваріантні об’єкти конформно
голоморфно-проективних перетворень

ЛКК-многовидів

Є. В. Черевко, О. Є. Чепурна

Abstract. The article is devoted to the problem of holomorphically
projective transformations of locally conformal Kähler manifolds. J. Mikes
and Z. Radulovich proved that a locally conformal Kähler manifold does not
admit finite nontrivial holomorphically projective mappings for a Levi-Civita
connection. Earlier we also shown that a locally conformal Kähler manifold
does not admit as well nontrivial infinitesimal holomorphically projective
transformations for the Levi-Civita connection. But since Weyl connection
defined by Lee form on a locally conformal Kähler manifold is F -connection, it
may have nontrivial infinitesimal holomorphically projective transformations.

In the present paper we rewrite the system of partial differential equations
for Levi-Civita connection and introduce so called infinitesimal conformal
holomorphically projective transformations. This allows us to obtain necessary
and sufficient conditions for a locally conformal Kähler manifold to have a
group of infinitesimal conformal holomorphically projective transformations.
We also calculate the number of parameters for such group, and describe
tensor and non-tensor invariants preserved by group tansformations. Finally,
we show that a vector field generating infinitesimal conformal holomorphically
projective transformations of a compact locally conformal Kähler manifold is
contravariant almost analytic.
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Анотація. Статтю присвячено проблемі голоморфно-проективних пере-
творень. Й. Мікеш та Ж. Радулович показали, що локально конформно-
келерові многовиди не дозволяють скінченних нетривіальних голомор-
фно проективних відображень для зв’язності Леві-Чівіта, а автори да-
ної статті нещодавно довели, що ці многовиди не дозволяють також і
нетривіальних інфінітезимальних голоморфно-проективних перетворень
для зв’язності Леві-Чівіта. Але, оскільки зв’язність Вейля, що визначає-
ться на ЛКК-многовиді формою Лі, є F -зв’язністю, то нетривіальні інфі-
нітезимальні голоморфно-проективні перетворення є можливими для неї.
Якщо у такій системі диференціальних рівнянь у частинних похідних пе-
рейти до зв’зності Леві-Чівіта, то можна таким чином ввести конформно
голоморфно-проективні перетворення.

В даній роботі отримано необхідні та достатні умови того, щоб ло-
кально конформно-келеровий многовид дозволяв нетривіальну групу кон-
формно голоморфно проективних перетворень та обчислено максимальну
кількість параметрів цієї групи. Також знайдено інваріантні об’єкти цих
перетворень, один тензорного, другий нетензорного характеру, і доведено,
що на компактному локально конформно-келеровому многовиді векторне
поле, що генерує нетривіальні конформно голоморфно-проективні пере-
творення є контраваріантним майже аналітичним.

1. ВСТУП
Об’єктом дослідження в цій статті є локально конформно-келерові

многовиди для яких dim(Mn) = n = 2m > 2. Конформно-келеровим
многовидам присвячені роботи багатьох дослідників. Зокрема, локаль-
но конформно-келерові многовиди розглядались у роботах [4], [10], у
монографії [1], голоморфно-проективні відображення многовидів дослі-
джувалися у працях [12], [3]. Велику увагу інфінітезимальним голомор-
фно-проективним перетворенням майже комплексних многовидів при-
ділено у монографії [6]. У роботі [13] доведено, що не існує інфінітези-
мальних голоморфно-проективних перетворень локально конформно-
келерових многовидів у зв’язності Леві-Чівіта та введено конформно
голоморфно-проективні перетворення. У цій роботі ми продовжуємо
дослідження і отримуємо інваріантні об’єкти цих перетворень.

2. ПОПЕРЕДНІ ВІДОМОСТІ
2.1. ЛКК-многовиди. Спочатку дамо декілька необхідних означень.
Означення 2.2. Майже комплексною структурою J називають такий
афінор J ij , що:

J iαJ
α
j = −δij . (2.1)

Тут δij – символ Кронекера.
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Означення 2.3. Многовид, на якому задано майже комплексну стру-
ктуру J , називають майже комплексним многовидом.
Означення 2.4. Майже комплексний многовид є майже ермітовим,
якщо на ньому задано ермітову метрику:

Jαi J
β
j gαβ = gij . (2.2)

Майже ермітовий многовид позначаємо (Mn, J, g). Тут число n є дій-
сною розмірністю многовиду, m – комплексною, тому n = 2m.
Означення 2.5. Майже ермітовий многовид (Mn, J, g) є ермітовим,
якщо майже комплексна структура є інтегровною [6].

Зауважимо, якщо майже комплексна структура J та многовид Mn

будуть належати класу Cω, достатньою умовою інтегровності майже
комплексної структури є тотожна рівність нулю тензора Нейєнхейса:

Nk
ij = Jαi

(
∂jJ

k
α − ∂αJ

k
j

)
− Jαj

(
∂iJ

k
α − ∂αJ

k
i

)
= 0 (2.3)

або, що еквівалентно
Jki,j = Jαi J

β
j J

k
α,β. (2.4)

Комою ми позначаємо коваріантну похідну у зв’язності, узгодженій
з рімановою метрикою gij .

Якщо до того ж на ермітовому многовиді (Mn, J, g) має місце

Jki,j = 0, (2.5)

то він є келеровим.
Означення 2.6. Ермітовий многовид Mn називається локально кон-
формно-келеровим (коротше, ЛКК-) многовидом, якщо існує відкрите
покриття U =

{
Uα
}

многовиду M та система Σ = {σα : Uα → R}
гладких функцій таких, що

{
J |Uα , ĝα = e−2σαg|Uα

}
– келерова структу-

ра для будь якого α. Перехід від метрики g|Uα до метрики e−2σαg|Uα

має назву локально конформного перетворення структури. Функція σ
має назву визначальної функції конформного перетворення [11].

Відомо, що на ЛКК-многовиді форма Лі (Lee form), компоненти якої
визначаються формулою [9]

ω =
1

m− 1
δΩ ◦ J або ωi = − 2

n− 2
Jαβ,αJ

β
i , (2.6)

має бути замкненою:
dω = 0.
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Коваріантну похідну майже комплексної структури ЛКК-многовиду
можна знайти за формулою:

Jki,j =
1

2

(
δkj J

α
i ωα − ωkJij − Jkj ωi + Jkαω

αgij
)
. (2.7)

Має місце теорема [1, с. 2].

Теорема 2.7. Локальна зв’язність Леві-Чівіта ∇̂α локальної келе-
рової метрики ĝα продовжується до глобально визначеної лінійної
зв’язності без скруту

∇̂XY = ∇XY − 1

2
ω(X)Y − 1

2
ω(Y )X +

1

2
g(X,Y )B (2.8)

для будь яких X,Y ∈ X(M). Більше того, є справедливим, що
∇̂g = ω ⊗ g. (2.9)

Зв’язність (2.8) називається зв’язністю Вейля (Weyl connection)ЛКК-
многовиду (Mn, J, g). Вона є майже комплексною або F -зв’язністю,
тобто такою, що

∇̂XJ = 0,

або у локальних координатах
Jki|j = 0.

2.8. Інфінітезимальні дифеоморфізми многовидів.
Означення 2.9. Перетворення многовиду Mn

xh = xh + ϵξh(x1, x2, . . . , xn), (2.10)
де ϵ – довільний малий параметр незалежний від xi має назву інфі-
нітезимального перетворення многовиду Mn. Вектор ξ(x1, x2, . . . , xn)
має назву генератора перетворення.

Похідна Лі (Lie derivative) тензора T i1...ipj1...jq
типу (p, q) уздовж вектор-

ного поля ξ в координатах має вигляд [8, с. 196]:
LξT

i1...ip
j1...jq

= T
i1...ip
j1...jq ,s

ξs + T
i1...ip
kj2...jq

ξk,j1 + . . .+ T
i1...ip
j1...k

ξk,jq−

− T
li2...ip
j1...jq

ξi1,l − . . .− T i1i2...lj1...jq
ξ
ip
,l.

(2.11)

Зокрема, для похідної Лі метричного тензора g отримуємо:
Lξgij = ξi,j + ξj,i. (2.12)

Якщо многовид Mn зазнав перетворення (2.10), то метричний тензор
g перетвореного Mn матиме вигляд [14, с. 275]

gij = gij + hijϵ, (2.13)
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де hij = Lξgij = ξi,j+ξj,i. В той самий час, похідна Лі об’єкту зв’язності
Γhjk може бути знайдена за формулою [5, с. 8]

LξΓ
h
jk = ξh,jk + ξmRhjmk. (2.14)

Ми можемо у (2.14) опустити індекс h, згорнувши з ghi, і таким чином
отримати одне з центральних рівнянь теорії інфінітезимальних пере-
творень:

ξi,jk = ξαR
α
kji + ghiLξΓ

h
jk. (2.15)

Вигляд доданку ghiLξΓhjk залежатиме від конкретного типу інфінітези-
мальних перетворень. Нас цікавить випадок, коли векторне поле

ξ(x1, x2, . . . , xn)

породжує перетворення, що зберігає комплексну структуру [6]:
LξJ

i
j = J ij,kξ

k − Jαj ξ
i
,α + J iαξ

α
,j = 0. (2.16)

Таке поле має назву контраваріантного аналітичного векторного по-
ля, а інфінітезимальне перетворення називають голоморфним. Варто
зауважити, що оскільки дифференціювання Лі комутує з операцією
зовнішнього дифференціювання

dLξω = Lξdω, (2.17)
то будь-які інфінітезимальні перетворення зберігають замкненість фор-
ми Лі.

3. КОНФОРМНО ГОЛОМОРФНО-ПРОЕКТИВНІ ІНФІНІТЕЗИМАЛЬНІ
ПЕРЕТВОРЕННЯ

3.1. Алгебра Лі векторних полів, що визначають конформно
голоморфно-проективні інфінітезимальні перетворення. Сто-
совно голоморфно-проективних інфінітезимальних перетворень, у ро-
боті [13] було доведено теорему.

Теорема 3.2. ЛКК-многовид Mn не має нетривіальних інфінітези-
мальних перетворень із збереженням комплексної структури та її
коварінтної похідної у зв’язності Леві-Чівіта, зокрема таких, що

LξΓ
h
ij = ρjδ

h
i + ρiδ

h
j − ρtJ

t
iJ

h
j − ρtJ

t
jJ

h
i .

У роботі [13] було запропоновано, користуючись ідеями викладени-
ми в [2], ввести інфінітезимальні конформно голоморфно-проективні
перетворення ЛКК-многовидів. Система рівнянь, які на ЛКК-много-
виді (Mn, J, g) визначають конформно голоморфно-проективні інфіні-
тезимальні перетворення із збереженням комплексної структури має
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вигляд:
ξi,j = ξij ,

ρ,i = ρi,

ξi,jk = ξαR
α
kji +

1
2

((
ωαξ

α
)
,k
gij +

(
ωαξ

α
)
,j
gik −

(
ωαξ

α
)
,i
gjk−

− ωiLξgjk + ωα(Lξgiα)gjk

)
+

+ ρjgik + ρkgij − ρtJ
t
jJki − ρtJ

t
kJji,

ρi,j =
1
2ω

tρtgij − 1
2ρiωj −

1
2ρjωi+

+ 1
n+2Lξ

(
Rij − n−2

2

(
ωi,j +

ωiωj
2

− ||ω||2gij
2

)
− ∆2ωgij

2

)
,

LξJ
i
j = ξkJ ij,k − Jαj ξ

i
,α + J iαξ

α
,j = 0,

(3.1)

де ||ω||2 = ωiωjg
ij та ∆2ω = ωi,jg

ij . Дійсно, оскільки на ЛКК-многовиді
існує F -зв’язність Вейля, то у цій зв’язності можна визначити голо-
морфно-проективні перетворення. У відповідній системі рівнянь голо-
морфно-проективних перетворень у F -зв’язності Вейля ми перейшли
до зв’язності Леві-Чівіта ЛКК-многовиду і таким чином отримали си-
стему (3.1).

Нехай контраваріантний аналітичний вектор ξ породжує інфініте-
зимальні конформно голоморфно-проективні перетворення на ЛКК-
многовиді (Mn, g, J). Похідна Лі об’єкту зв’язності Леві-Чівіта мати-
ме вигляд

LξΓ
h
ij =

1

2

(
δhj
(
Lξωi

)
+ δhi

(
Lξωj

)
−

− ghr
(
Lξωr

)
gij − ωhLξgij + ghβωα(Lξgβα)gij

)
+

+ ρjδ
h
i + ρiδ

h
j − ρtJ

t
iJ

h
j − ρtJ

t
jJ

h
i .

(3.2)

Ковектор ρ з системи (3.1) має назву асоційованого ковектору до ве-
ктору ξ. Припустимо, що існують два контраваріантних аналітичних
вектори ξ та η, кожен з яких породжує інфінітезимальні конформно
голоморфно-проективні перетворення. Їхніми асоційованими ковекто-
рами нехай є відповідно ρ та µ. Причому, поле ζ є комутатором полів
ξ та η:

ζi = [ξ, η]i = ξt∂tη
i − ηt∂tξ.

Відомо, що для будь-якого геометричного об’єкту Λ є справедливою
формула [6, p. 20]

L[ξ,η]Λ = LξLηΛ− LηLξΛ. (3.3)
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У нашому випадку (3.3) дає

L[ξ,η]Γ
h
ij = LξLηΓ

h
ij − LηLξΓ

h
ij =

=
1

2

(
δhj
(
LξLηωi

)
+ δhi

(
LξLηωj

)
−

− ghr
(
LξLηωr

)
gij − ωhLξLηgij + ghβωα(LξLηgβα)gij

)
+

+ Lξµjδ
h
i + Lξµiδ

h
j − LξµtJ

t
iJ

h
j − LξµtJ

t
jJ

h
i −

− 1

2

(
δhj
(
LηLξωi

)
+ δhi

(
LηLξωj

)
−

− ghr
(
LηLξωr

)
gij − ωhLηLξgij + ghβωα(LηLξgβα)gij

)
−

− Lηρjδ
h
i − Lηρiδ

h
j + LηρtJ

t
iJ

h
j + LηρtJ

t
jJ

h
i ,

тобто,

L[ξ,η]Γ
h
ij = LζΓ

h
ij =

1
2

(
δhj
(
Lζωi

)
+ δhi

(
Lζωj

)
− ghr

(
Lζωr

)
gij−

− ωhLζgij + ghβωα(Lζgβα)gij

)
+

+ θjδ
h
i + θiδ

h
j − θtJ

t
iJ

h
j − θtJ

t
jJ

h
i .

(3.4)

Тут θi = Lξµi−Lηρi – асоційований ковектор до поля ζi = [ξ, η]i. З (3.4)
ми бачимо, що ζi = [ξ, η]i також породжує інфінітезимальні конформно
голоморфно-проективні перетворення. Звідси випливає теорема.

Теорема 3.3. На ЛКК-многовиді (Mn, g, J) множина контраваріан-
тних аналітичних векторних полів, що породжують інфінітезималь-
ні конформно голоморфно-проективні перетворення, утворює алгебру
Лі.

Розглянемо випадок, коли конформно голоморфно-проективні пере-
творення є такими, що зберігають форму Лі, тобто

Lξωi = 0.

У такому разі (3.2) матиме вигляд

LξΓ
h
ij =

1
2

(
−ωhLξgij + ghβωα(Lξgβα)gij

)
+

+ ρjδ
h
i + ρiδ

h
j − ρtJ

t
iJ

h
j − ρtJ

t
jJ

h
i .

Якщо η також є контраваріантним аналітичним векторним полем, що
породжує конформно голоморфно-проективні перетворення, зберігаю-
чи при цьому форму Лі

Lηωi = 0,
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то очевидно, що
L[ξ,η]ωi = 0

та
L[ξ,η]Γ

h
ij =

1
2

(
−ωhL[ξ,η]gij + ghβωα(L[ξ,η]gβα)gij

)
+

+ θjδ
h
i + θiδ

h
j − θtJ

t
iJ

h
j − θtJ

t
jJ

h
i ,

де коваріантні поля µi та θi = Lξµi − Lηρi є відповідно асоційованими
до векторних полів ηi та ζi = [ξ, η]i. Звідси випливає теорема.

Теорема 3.4. На ЛКК-многовиді (Mn, g, J) множина контраваріан-
тних аналітичних векторних полів, що породжують інфінітезималь-
ні конформно голоморфно-проективні перетворення, зберігаючи форму
Лі

Lξωi = 0

утворює алгебру Лі.
Зрозуміло, що ця алгебра є підалгеброю згаданої у попередній те-

оремі алгебри Лі контраваріантних аналітичних векторних полів, що
породжують інфінітезимальні конформно голоморфно-проективні пе-
ретворення.

3.5. Геометричні об’єкти, що є інваріантними при конформ-
но голоморфно-проективних інфінітезимальних перетворен-
нях. Згорнемо (3.2) за індексами h та j.

LξΓ
s
is =

n

2

(
Lξωi

)
+ (n+ 2)ρi.

Виразимо звідси асоційований ковектор ρi

ρi =
1

n+ 2
LξΓ

s
is −

n

2(n+ 2)

(
Lξωi

)
,

та підставимо його у (3.2)

LξΓ
h
ij =

1
2

(
δhj (Lξωi) + δhi (Lξωj)−

− ghr(Lξωr)gij − ωhLξgij + ghβωα(Lξgβα)gij

)
+

+ 1
n+2

((
LξΓ

s
js − n

2 (Lξωj)
)
δhi +

(
LξΓ

s
is − n

2 (Lξωi)
)
δhj

−
(
LξΓ

s
ts − n

2 (Lξωt)
)
J tiJ

h
j −

(
LξΓ

s
ts − n

2 (Lξωt)
)
J tjJ

h
i

)
.
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Розкриваючи дужки та зводячи подібні, отримуємо

LξΓ
h
ij +

1
2

(
ghr(Lξωr)gij + ωhLξgij − ghβωα(Lξgβα)gij

)
−

− 1
n+2

((
LξΓ

s
js + (Lξωj)

)
δhi +

(
LξΓ

s
is + (Lξωi)

)
δhj+

+
(
LξΓ

s
ts − n

2 (Lξωt)
)
J tiJ

h
j +

(
LξΓ

s
ts − n

2 (Lξωt)
)
J tjJ

h
i

)
= 0.

(3.5)

З (3.5) ми бачимо, що об’єкт

Πhij = Γhij +
1
2ω

hgij − 1
n+2

(
(Γsjs + ωj)δ

h
i + (Γsis + ωi)δ

h
j+

+ (Γsts − n
2ωt)J

t
iJ

h
j + (Γsts − n

2ωt)J
t
jJ

h
i

)
є інваріантним під час інфінітезимальних конформно голоморфно-про-
ективних перетворень.

Теорема 3.6. Якщо на ЛКК-многовиді (Mn, g, J) контраварінтне ана-
літичне векторне поле ξ породжує інфінітезимальні конформно го-
ломорфно-проективні перетворення, то об’єкт

Πhij = Γhij +
1
2ω

hgij − 1
n+2

(
(Γsjs + ωj)δ

h
i + (Γsis + ωi)δ

h
j+

+ (Γsts − n
2ωt)J

t
iJ

h
j + (Γsts − n

2ωt)J
t
jJ

h
i

)
є інваріантним відносно цих перетворень:

LξΠ
h
ij = 0.

Далі, знайдемо ще один інваріант. Має місце тотожність [5, с. 16],
яка для метричного тензору g набуває вигляду(

Lξgij
)
,k
− Lξgij,k = gisLξΓ

s
kj + gsjLξΓ

s
ki. (3.6)

Враховуючи рівняння (3.6) та те, що у випадку зв’язності Леві-Чівіта
gij,k = 0, матимемо:(

Lξgij
)
,k
=
(
ωαξ

α
)
,k
gij − ωiLξgjk + ωα(Lξgiα)gjk−

− ωjLξgik + ωα(Lξgjα)gik+

+ 2ρkgij + ρjgki + ρigjk − ρtJ
t
jJki − ρtJ

t
iJkj .

(3.7)

Далі, згідно з [5, с. 17], для зв’язності Леві-Чівіта має місце тотожність:

LξR
h
ijk =

(
LξΓ

h
ik

)
,j
−
(
LξΓ

h
ij

)
,k
. (3.8)
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Підставивши (3.2) в (3.8), отримуємо

LξR
h
ijk =

1

2

(
δhk (ωαξ

α),ij − ghr(ωαξ
α),rjgik−

− δhj (ωαξ
α),ik + ghr(ωαξ

α),rkgij−

−
(
ωhLξgik − ghβωα(Lξgβα)gik

)
,j
+

+
(
ωhLξgij − ghβωα(Lξgβα)gij

))
,k
+

+ ρi,jδ
h
k − ρi,kδ

h
j−

− ρt,jJ
t
iJ

h
k − ρtJ

t
i,jJ

h
k − ρtJ

t
iJ

h
k,j−

− ρt,jJ
t
kJ

h
i − ρtJ

t
k,jJ

h
i − ρtJ

t
kJ

h
i,j+

+ ρt,kJ
t
iJ

h
j + ρtJ

t
i,kJ

h
j + ρtJ

t
iJ

h
j,k+

+ ρt,kJ
t
jJ

h
i + ρtJ

t
j,kJ

h
i + ρtJ

t
jJ

h
i,k.

(3.9)

Тепер підставимо (3.1)4 в (3.9). Тоді, використовуючи (2.7) та (3.7),
матимемо

LξR
h
ijk =

1
2δ
h
kLξ

(
ωi,j +

1
2ωiωj −

1
2 ||ω||

2gij
)
−

− 1
2δ
h
j Lξ

(
ωi,k +

1
2ωiωk −

1
2 ||ω||

2gik
)
+

+ 1
2Lξ

((
ωh,k +

1
2ω

hωk
)
gij

)
− 1

2Lξ

((
ωh,j +

1
2ω

hωj
)
gik

)
+

+ 1
n+2

(
δhkLξ

(
Rij − n−2

2

(
ωi,j +

ωiωj

2 − ||ω||2gij
2

)
− ∆2ωgij

2

)
− δhj Lξ

(
Rik − n−2

2

(
ωi,k +

ωiωk
2 − ||ω||2gik

2

)
− ∆2ωgik

2

)
+

+ Jhk J
t
iLξ

(
Rtj − n−2

2

(
ωt,j +

ωtωj

2 − ||ω||2gtj
2

)
− ∆2ωgtj

2

)
−

− Jhj J
t
iLξ

(
Rtk − n−2

2

(
ωt,k +

ωtωk
2 − ||ω||2gtk

2

)
− ∆2ωgtk

2

)
+

+ Jhi J
t
jLξ

(
Rtk − n−2

2

(
ωt,k +

ωtωk
2 − ||ω||2gtk

2

)
− ∆2ωgtk

2

)
−

− Jhi J
t
kLξ

(
Rtj − n−2

2

(
ωt,j +

ωtωj

2 − ||ω||2gtj
2

)
− ∆2ωgtj

2

))
.
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Перегрупуємо та зведемо подібні доданки. В результаті матимемо
LξR

h
ijk − δhkLξ

(
2ωi,j + ωiωj − ||ω||2gij

)
+

+ δhj Lξ
(
2ωi,k + ωiωk − ||ω||2gik

)
−

− 1
2Lξ

((
ωh,k +

1
2ω

hωk
)
gij

)
+ 1

2Lξ

((
ωh,j +

1
2ω

hωj
)
gik

)
−

− 1
n+2

(
δhkLξ

(
Rij − ∆2ωgij

2

)
− δhj Lξ

(
Rik − ∆2ωgik

2

)
+

+ (Jhk J
t
i − Jhi J

t
k)Lξ

(
Rtj − ∆2ωgtj

2 −

− n−2
2

(
ωt,j +

ωtωj

2 − ||ω||2gtj
2

))
−

− (Jhj J
t
i − Jhi J

t
j)Lξ

(
Rtk − ∆2ωgtk

2 −

− n−2
2

(
ωt,k +

ωtωk
2 − ||ω||2gtk

2

)))
= 0.

(3.10)

З (3.10) ми бачимо, що тензор

P hijk = Rhijk − δhk
(
2ωi,j + ωiωj − ||ω||2gij

)
+

+ δhj
(
2ωi,k + ωiωk − ||ω||2gik

)
−

− 1
2

(
ωh,k +

1
2ω

hωk
)
gij +

1
2

(
ωh,j +

1
2ω

hωj
)
gik−

− 1
n+2

(
δhk
(
Rij − ∆2ωgij

2

)
− δhj

(
Rik − ∆2ωgik

2

)
+

+ (Jhk J
t
i − Jhi J

t
k)
(
Rtj − n−2

2

(
ωt,j +

ωtωj

2 − ||ω||2gtj
2

)
− ∆2ωgtj

2

)
−

− (Jhj J
t
i − Jhi J

t
j)
(
Rtk − n−2

2

(
ωt,k +

ωtωk
2 − ||ω||2gtk

2

)
− ∆2ωgtk

2

))
(3.11)

зберігається при інфінітезимальних конформно голоморфно-проектив-
них перетвореннях. Таким чином, ми довели таку теорему.

Теорема 3.7. Якщо на ЛКК-многовиді (Mn, g, J) контраварінтне ана-
літичне векторне поле ξ породжує інфінітезимальні конформно го-
ломорфно-проективні перетворення, то тензор (3.11) є інваріантним
відносно перетворень

LξP
h
ijk = 0. (3.12)

Зауважимо, що (3.12) – це скорочена форма (3.10), яка є умовою
інтегровності рівняння (3.1)3. Знайдемо умови інтегровності рівнян-
ня (3.1)4. Диференціюючи коваріантно (3.1)4 по xk та альтернуючи,
маємо:
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ρi,jk − ρi,jk =

= 1
n+2

((
Lξ
(
Rij − n−2

2

(
ωi,j +

ωiωj

2 − ||ω||2gij
2

)
− ∆2ωgij

2

))
,j
−

−
(
Lξ
(
Rik − n−2

2

(
ωi,k +

ωiωk
2 − ||ω||2gik

2

)
− ∆2ωgik

2

))
,k

)
+

+ 1
2ωt,kρ

tgij +
1
2ω

tρt,kgij − 1
2ωjρi,k −

1
2ωi,kρj−

− 1
2ωt,jρ

tgik − 1
2ω

tρt,jgik +
1
2ωkρi,j +

1
2ωi,jρk = ρtR

t
ijk.

Враховуючи знову (3.1)4, отримуємо

ρtP
t
ijk =

1
n+2Lξ

((
Rij − n−2

2

(
ωi,j +

ωiωj

2 − ||ω||2gij
2

)
− ∆2ωgij

2

)
,k
−

−
(
Rik − n−2

2

(
ωi,k +

ωiωk
2 − ||ω||2gik

2

)
− ∆2ωgik

2

)
,j
+

+ 1
2(δ

t
iωk + δtiωk − ωtgik)×

×
(
Rtj − n−2

2

(
ωt,j +

ωtωj

2 − ||ω||2gtj
2

)
− ∆2ωgtj

2

)
−

− 1
2(δ

t
iωj + δtiωj − ωtgij)×

×
(
Rtk − n−2

2

(
ωt,k +

ωtωk
2 − ||ω||2gtk

2

)
− ∆2ωgtk

2

))
,

(3.13)

де P tijk є інваріантним тензором (3.11), який можна вважати анало-
гом тензору голоморфно-проективної кривини келерових многовидів.
Диференціюючи декілька разів (3.10) та (3.13) ми можемо отримати
диференціальні продовження умов інтегровності. Для зручності, кори-
стуючись тотожністю для похідної Лі коваріантної похідної тензору [5,
c.16], ми отримуємо перше продовження для (3.10):

Lξ
(
P hijk

)
,l
= LξΓ

h
tlP

t
ijk − LξΓ

t
ilP

h
tjk − LξΓ

t
jlP

h
itk − LξΓ

t
klP

h
ijt, (3.14)

де LξΓ
h
jk та P hijk визначені у рівняннях (3.2) та (3.11) відповідно. Ана-

логічно, можна знайти продовження для (3.13)
Lξ
(
Pijk

)
,l
−
(
LξPijk

)
,l
= −LξΓ

t
ilPtjk − LξΓ

t
jlPitk − LξΓ

t
klPijt. (3.15)

У (3.15) позначено

Pijk =
(
Rij − n−2

2

(
ωi,j +

ωiωj

2 − ||ω||2gij
2

)
− ∆2ωgij

2

)
,k
−

−
(
Rik − n−2

2

(
ωi,k +

ωiωk
2 − ||ω||2gik

2

)
− ∆2ωgik

2

)
,j
+

+ 1
2(δ

t
iωk + δtiωk − ωtgik)×

×
(
Rtj − n−2

2

(
ωt,j +

ωtωj

2 − ||ω||2gtj
2

)
− ∆2ωgtj

2

)
−

− 1
2(δ

t
iωj + δtiωj − ωtgij)×
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×
(
Rtk − n−2

2

(
ωt,k +

ωtωk
2 − ||ω||2gtk

2

)
− ∆2ωgtk

2

)
.

Можна продовжувати диференціювання поки не виявиться, що на
деякому етапі отримані рівняння задовольняються тотожно або отри-
мана система рівнянь є несумісною. Система (3.1) є системою рівнянь
у частинних похідних відносно (n + 1)2 = (2m + 1)2 невідомих фун-
кцій ξi, ξi,j , ρ, ρi. Вимога аналітичності контраваріантного поля ξi дає
2m2 обмежень. Остаточно отримані результати можна підсумувати у
вигляді теореми.

Теорема 3.8. Для того, щоб ЛКК-многовид (Mn, J, g) допускав наяв-
ність групи конформно голоморфно-проективних перетворень, необ-
хідно та достатньо, щоб система умов інтегровності (3.10), (3.13)
та їх продовжень (3.14), (3.15), та ін., була сумісною. Тоді ЛКК-
многовид (Mn, J, g) допускає наявність r-параметричної групи, де

r = 2(m+ 1)2 − 1− k,

а m і k є відповідно комплексною розмірністю многовиду та рангом
системи умов інтегровності, а також їх продовжень. У випадку,
якщо умови (3.10) та (3.13) задовольняються тотожно, розв’язок
системи (3.1) залежатиме від r = 2(m+ 1)2 − 1 параметрів.
3.9. Конформно голоморфно-проективні інфінітезимальні пе-
ретворення на компактних ЛКК-многовидах. Нехай (Mn, J, g)
є компактним ЛКК-многовидом, а вектор ξ породжує на цьому мно-
говиді конформно голоморфно-проективні деформації (3.1). Згорнемо
рівняння (3.1)3 з gjk. Тоді отримаємо

ξ t
i,t − ξαR

α
i =

2− n

2
(ωαξ

α),i −
ωi
2
gjkLξgjk +

ωα

2
(Lξgiα)gjkg

jk

=
2− n

2
(ωαξ

α),i +
1

2
ωigjkLξg

jk +
n

2
ωα(Lξgiα),

(3.16)

або, піднімаючи у (3.16) індекс i,

ξi t,t − ξαRiα =
(2− n)git

2
(ωαξ

α),t +
1

2
ωigjkLξg

jk − n

2
ωα(Lξg

iα). (3.17)

З іншого боку, [7], для того, щоб контраваріантне векторне поле ξ
на компактному майже ермітовому многовиді було контраваріантним
майже аналітичним, необхідно та достатньо, щоб тотожно виконува-
лась умова

ξi t,t − ξαRiα = −J iα(LξJ
β
γ,βg

αγ) +
1

2

(
Jαk,j + Jαj,k

)
J iαLξg

jk. (3.18)

Для ЛКК-многовидів, враховуючи (2.7) та (2.6), маємо:
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− J iα(LξJ
β
γ,βg

αγ) +
1

2

(
Jαk,j + Jαj,k

)
J iαLξg

jk =

=
(2− n)git

2
(ωαξ

α),t +
1

2
ωigjkLξg

jk − n

2
ωα(Lξg

iα). (3.19)

Порівнюючи (3.17) та (3.18), врахувавши (3.19), отримуємо теорему

Теорема 3.10. На компактному ЛКК-многовиді (Mn, J, g) векторне
поле ξ, що генерує нетривіальні інфінітезимальні конформно голомор-
фно-проективні перетворення, є контраваріантним майже аналіти-
чним.

Також, відомо [6, c. 26], що будь-який вектор на компактному мно-
говиді має задовольняти рівність∫

Mn

((
ξi t,t − ξαRiα

)
ξi −

(
Lξg

jk
)(
Lξgjk

)
−
(
ξt,t
)2)

dσ = 0. (3.20)

Враховуючи (3.20), з (3.17) отримуємо теорему.

Теорема 3.11. На компактному ЛКК-многовиді (Mn, J, g) векторне
поле ξ, що генерує нетривіальні інфінітезимальні конформно голомор-
фно-проективні перетворення, має задовольняти умову∫
Mn

((
2−n
2 (ωαξ

α),t +
1
2ωigjkLξg

jk + n
2ω

α(Lξgiα)
)
ξt−

− (Lξg
jk)(Lξgjk)− (ξt,t)

2
)
dσ = 0. (3.21)

Зокрема, якщо(
2−n
2 (ωαξ

α),t +
1
2ωigjkLξg

jk + n
2ω

α(Lξgiα)
)
ξt = 0 та ξt,t = 0,

то інфінітезимальні перетворення породжувані ξ будуть рухами.
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