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Про структуру матриць над областю
головних ідеалів відносно
перетворення подібності

Володимир Прокіп

Abstract. The structure of matrices over a domain of principal ideals with
respect to similarity transformations is investigated. The article consists of
four chapters. In §2 several preliminary results are presented. In particular,
we construct the triangular form of the matrix with respect to the similarity
transformation for the case when its minimal polynomial decomposes into
the product of different linear factors. In §3 it is proved that the Hessenberg
form of a matrix A with an irreducible minimal quadratic polynomial m(λ) is
a block triangular matrix with blocks of dimensional 2×2 with characteristic
polynomials m(λ) on the main diagonal. In the fourth section it is proved
that a matrix A with the minimal polynomial m(λ) = (λ−α)(λ−β), α ̸= β,
is similar to the lower block-triangular matrix, the diagonal blocks of which
are diagonal matrices with elements α i β on the main diagonals respectively.
As a result of this the canonical form of involutory matrices over the ring of
integers with respect to similarity transformations is established.

Анотація. В статті дослiджується структура матриць над областю го-
ловних iдеалiв вiдносно перетворення подiбностi. В розділі 2 наведено
допоміжні результати та вказано трикутну форму матрицi відносно пе-
ретворення подібності, мінімальний многочлен якої розкладається в до-
буток різних лінійних множників. В розділі 3 доведено, що форма Хес-
сенберга матриці A з незвідним мінімальним квадратичним многочле-
ном m(λ) є блочно-трикутна матриця з блоками вимірності 2 × 2 на
головній діагоналі та з характеристичними многочленами m(λ). У че-
твертому розділі доведено, що матриця A із мінімальним многочленом
m(λ) = (λ − α)(λ − β), α ̸= β подібна нижній блочно-трикутній матриці,
діагональними блоками якої є діагональні матриці з елементами α i β
на головних діагоналях відповідно. Як наслідок вказано канонічну фор-
му інволютивної матриці над кільцем цілих чисел відносно перетворень
подібності.
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1. ВСТУП
Нехай R – область головних ідеалів з одиницею e ̸= 0. Позначи-

мо: Mm,n(R) – множина (m × n)-матриць над R; In – одинична n × n-
матриця; 0n,m – нульова n × m матриця і O – нульова матриця, ви-
мірність якої визначатиметься з контексту. Надалі через a(λ) позна-
чатимемо характеристичний многочлен матриці A ∈ Mn,n(R), тобто
a(λ) = det(Inλ−A), а через m(λ) її мінімальний многочлен.

Кажуть, що матриці A,B ∈ Mn,n(R) подібні, якщо існує матриця
T ∈ GL(n,K) така, що TAT−1 = B. Структура матриць над полем
відносно перетворень подібності описана повністю, див. [16, 3, 6, 12].
Проте задача про описання структури матриць відносно перетворень
подібності при переході до довільного комутативного кільця з одиницею
значно ускладнюється. В більшості випадків ця задача включає в себе
класичну нерозв’язну задачу про канонічну форму пари матриць над
полем відносно перетворення подібності, [18, 15, 26]. На даний час такі
задачі називають дикими, [19, 20].

Дослідження подібності матриць над кільцями були і є в центрі ува-
ги багатьох математиків. Можна стверджувати, що задача про подіб-
ність матриць над кільцем цілих чисел вперше досліджувалась в статті
K. Латімера і K. K. Макдаффі [10]. Починаючи з 60-х років минулого
століття задача про подібність матриць над комутативними кільцями
досліджується в роботах як вітчизняних так і закордонних математи-
ків. Серед них відзначимо роботи О. Таусскі [13], Д. А. Супруненка [26],
В. Р. Макдональда [11], А. А. Нечаєва [21], Р. М. Гуральника [7] та ін.

На даний час теорія про описання структури матриць над комута-
тивними кільцями, які не є полем, відносно перетворень подібності да-
лека до свого завершення. Більшість досліджень, які стосуються задачі
про подібність матриць над кільцями, розглядалися при тих чи інших
обмеженнях на кільце [5, 9, 11], на порядок матриці [17, 25, 1, 4], або
на її характеристичний многочлен [22, 24]. Огляд окремих результатів,
які стосуються подібності матриць над комутативними кільцями наве-
дено в монографіях [3, 6, 12]. Проте канонічних форм матриць щодо
перетворення подібності в цих роботах не встановлено.

В роботі [22] вказано умови, за яких матриця над областю головних
ідеалів з мінімальним квадратичним многочленом перетвореннями по-
дібності приводяться до діагонального вигляду. Дана робота є продов-
женням цих досліджень.

В другому розділі наведено допоміжні результати. Зокрема, в твер-
дженні 2.3 вказано трикутну форму для матриць, мінімальний много-
член яких розкладається в добуток лінійних множників і немає кратних
коренів, відносно перетворення подібності.
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В розділі 3 доведено, що форма Хессенберга матриці A з незвідним
мінімальним многочленом m(λ) = λ2 + m1λ + m2 є блочно-трикутна
матриця з блоками вимірності 2× 2 на головній діагоналі та з характе-
ристичними многочленами m(λ) (Теорема 3.1). У четвертому розділі
досліджується структура матриць із мінімальним квадратичним мно-
гочленом m(λ) = (λ − α)(λ − β), α ̸= β. Основним результатом даної
статті є теорема 4.1. Вона встановлює, що матриця A із мінімальним
многочленом m(λ) подібна нижній блочно-трикутній матриці, блоками
якої є діагональні матриці. Як наслідок отримано, що для інволютивної
матриці над кільцем цілих чисел така трикутна матриця єдина.

2. ДОПОМІЖНІ ТВЕРДЖЕННЯ
В цій частині наведемо твердження, які будуть використані при до-

веденні основних результатів цієї статті.
Зауваження 2.1. Нехай m(λ) = λk + m1λ

k−1 + · · · + mk ∈ R[λ] –
мінімальний многочлен матриці

A =

[
A1 0r,n−r
A21 A2

]
∈ Mn,n(R),

де A1 ∈ Mr,r(R), r < n. Тоді m(λ) анулюючий многочлен матриць A1 і
A2.

Доведення. Так як A0 = In i Ai =

[
Ai1 0r,n−r
∗ Ai2

]
для всіх i = 1, 2, . . . ,

то
m(A) = m

([
A1 0r,n−r
∗ A2

])
= 0n,n.

Звідси отримуємо m(A1) = 0r,r i m(A2) = 0n−r,n−r, що і доводить за-
уваження. □

Твердження 2.2. Якщо характеристичний многочлен матриці A ∈
Mn,n(R) допускає зображення у вигляді добутку a(λ) = (λ−α)b(λ), де
α ∈ R, то для A існує матриця U ∈ GL(n,R) така, що

UAU−1 =

[
α 0 . . . 0
A21 A22

]
, де A22 ∈ Mn−1,n−1(R).

Доведення. Оскільки Inα−A особлива матриця, то для A існує влас-
ний вектор u ∈ M1,n(R), який відповідає власному значенню α, тобто
uA = uα. Серед власних лівих векторів, які відповідають власному зна-
ченню α, існує вектор u0 =

[
u01 u02 . . . u0n

]
∈ M1,n(R) такий, що

елементи
{
u01, u02, . . . , u0n

}
взаємно прості. Вектор u0 доповню-

ється до оборотної матриці, див. [12, Corollary II.1], тобто існує матриця
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U ∈ GL(n,R), першим рядком якої є вектор u0. Так як UA =

[
αu0

∗

]
,

то UAU−1 =

[
α 0 . . . 0
A21 A22

]
. Твердження доведено. □

Твердження 2.3. Нехай характеристичний многочлен матриці A ∈
Mn,n(R) допускає зображення у вигляді добутку

a(λ) = (λ− α1)
k1(λ− α2)

k2 · · · (λ− αr)
kr , (2.1)

де αi ∈ R i ki ≥ 1 для всіх i = 1, 2, . . . , r. Якщо мінімальний многочлен
матриці A не має кратних коренів, тобто

m(λ) = (λ− α1)(λ− α2) · · · (λ− αr),

то для A існує матриця U ∈ GL(n,R) така, що

UAU−1 =




α1Ik1 O . . . . . . O
A21 α2Ik2 O . . . O
. . . . . . . . . . . . . . .
Ar1 Ar2 . . . Ar,r−1 αrIkr


 .

Доведення. Нехай характеристичний многочлен матриціA ∈ Mn,n(R)
зображений у вигляді добутку (2.1). Згідно твердження 2.2 отримуємо,
що для A існує матриця U ∈ GL(n,R) така, що

UAU−1 =




A1 O . . . . . . O
A21 A2 O . . . O
. . . . . . . . . . . . . . .
Ar1 Ar2 . . . Ar,r−1 Ar


 ,

де Ai ∈ Mki,ki
(R) =




αi 0 . . . . . . 0
αi21 αi 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
αik1,1 αik1,2 . . . αik1,k1−1 αi


 ∈ Mki,ki

(R) –

нижні трикутні матриці з елементами αi на головних діагоналях для
всіх i = 1, 2, . . . , r. На підставі зауваження 2.1 отримуємоm(Ai) = 0ki,ki

.
Останню рівність запишемо в розгорнутому вигляді

m(Ai) = (α1Iki
−Ai) · · ·

· · · (αi−1Iki
−Ai)(αiIki

−Ai)(αi+1Iki
−Ai) · · ·

· · · (αrIki
−Ai) = 0ki,ki

(2.2)

для всіх i = 1, . . . , r.
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Так як Ai ∈ Mki,ki
(R) – нижні трикутні матриці, то

Ai − αjIki
=




αi − αj 0 0 . . . 0
αi21 αi − αj 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
αiki−1,ki

. . . αiki−1,ki−2 αi − αj 0

αik1,1 . . . αiki,k1−2 αiki,k1−1 αi − αj




– нижні трикутні матриці з елементами αi−αj на головних діагоналях
для всіх i, j = 1, 2, . . . , r. Очевидно, що для всіх i ̸= j матриці (αjIki

−Ai)
є неособливими і (αiIki

−Ai) – особлива матриця. На підставі сказаного
з рівності (2.2) випливає Ai = αiIki

. Так як 1 ≤ i ≤ r, то Ai = αiIki
для

всіх i = 1, 2, . . . , r. Твердження доведено. □

Із твердження 2.3 отримуємо достатню умову діагоналізовності мат-
риць над областю головних ідеалів (див. [23], наслідок 1) та альтер-
нативне доведення відомого критерію діагоналізовності матриць над
полем.

Нехай A ∈ Mm,m(R), B ∈ Mn,n(R), C1, C2 ∈ Mn,m(R). Відомо, [8],
що матричне рівняння BX −XA = C1 cумісне тоді і тільки тоді, коли
матриці

M0 =

[
A 0m,n

0n,m B

]
і M1 =

[
A 0m,n
C1 B

]

подібні. Отже, серед матриць T ∈ GL(m+ n,R) таких, що TM0 = M1T

існує нижня трикутна матриця T0 =

[
T1 0m,n
T21 T2

]
, де T1 ∈ GL(m,R) і

T2 ∈ GL(n,R), така, що T0M0 = M1T0.
В [14] поставлено наступну гіпотезу. Припустимо, що матриці

M1 =

[
A 0m,n
C1 B

]
і M2 =

[
A 0m,n
C2 B

]

подібні. Тоді серед зворотних матриць T ∈ GL(m + n,R) існує нижня
блочно-трикутна матриця T0 =

[
T11 0m,n
T21 T22

]
, де T11 ∈ GL(m,R) і T22 ∈

GL(n,R), така, що T0M1 = M2T0. Якщо характеристичні многочлени
матриць A і B взаємно прості, то наступна лема доводить дану гіпотезу
для матриць над областю головних ідеалів.

Твердження 2.4. Нехай для матриць A ∈ Mm,m(R), B ∈ Mn,n(R),
C1, C2 ∈ Mn,m(R) матриці

M1 =

[
A 0m,n
C1 B

]
та M2 =

[
A 0m,n
C2 B

]
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подібні. Якщо характеристичні многочлени матриць A і B взаємно
прості, то існує матриця T0 =

[
T11 0m,n
T21 T22

]
, де T11 ∈ GL(m,R) і T22 ∈

GL(n,R), така, що T0M1 = M2T0.
Доведення. Так як матриці M1 i M2 подібні, то існує матриця

T0 =

[
T11 T12

T21 T22

]
∈ GL(m+ n,R),

де T11 ∈ Mm,m(R) i T22 ∈ Mn,n(R) така, що T0M1 = M2T0. Виконавши
множення в обох частинах цієї рівності отримуємо

[
T11A+ T12C1 T12B

T21A+ T22C1 T22B

]
=

[
AT11 AT12

C2T11 +BT21 C2T12 +BT22

]
. (2.3)

Із рівності T12B = AT12 отримуємо T12(Inλ−B) = (Imλ−A)T12. Так як
характеристичні многочлени матриць A і B взаємно прості, то рівність
T12B = AT12 справедлива лише у випадку, коли T12 = 0m,n. Отже,
T0 – нижня трикутна матриця, тобто T12 = 0m,n і T11 ∈ GL(m,R) та
T22 ∈ GL(n,R). Твердження доведено. □

3. МАТРИЦІ З НЕЗВІДНИМ МІНІМАЛЬНИМ КВАДРАТИЧНИМ
МНОГОЧЛЕНОМ

В цій частині опишемо структуру матриць з незвідними мінімальни-
ми многочленами m(λ) = λ2 + m1λ + m2 ∈ R[λ] відносно перетворень
подібності. Відомо, що матриця A ∈ Mn,n(R) подібна нижній трикутній
матриці (формі) ХессенбергаH =

[
hij
]n
i,j=n

, де hij = 0 для всіх j > i+1,
див. [12, Theorem III.1]. Нижче буде доведено, що для матриці A з не-
звідним мінімальним многочленом m(λ) нижня матриця Хессенберга
є блочно-трикутною матрицею з блоками вимірності 2 × 2 на головній
діагоналі та з характеристичними многочленами m(λ).

Теорема 3.1. Нехай A ∈ Mn,n(R) – матриця з незвідним мінімаль-
ним многочленом m(λ) = λ2 +m1λ+m2 ∈ R[λ]. Тоді:
a) існує матриця T ∈ GL(n,R) така, що

T−1AT =




A11 02,2 . . . . . . 02,2

A21 A22 02,2 . . . 02,2

. . . . . . . . . . . . . . .
Ak1 Ak2 . . . Ak,k−1 Akk


 , (3.1)

де Aii ∈ M2,2(R) матриці з характеристичним многочленом m(λ)
для всіх i = 1, 2, . . . , k;

b) n = 2k.
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Доведення. Якщо n = 2, то твердження теореми очевидне. Доведемо,
що в кільці M3,3(R) не існує матриць із незвідним мінімальним квад-
ратичним многочленом. Припустимо, що існує матриця A0 ∈ M3,3(R)
з мінімальним незвідним многочленом m(λ) = λ2 + m1λ + m2 ∈ R[λ].
Тоді її характеристичний многочлен допускає зображення у вигляді
добутку a(λ) = (λ− λ1)m(λ), де λ1 ∈ R. На підставі твердження 2.2 та
зауваження 2.1 отримуємо m(λ1) = 0, що неможливо, оскільки m(λ) є
незвідним многочленом.

Нехай n ≥ 4. Матрицю A запишемо у вигляді

A =




a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 . . . ann


 .

Так як m(λ) є незвідним многочленом, то матриця A перетворення-
ми подібності не може бути приведена до вигляду

[
α 0 . . . 0
A21 A22

]
, де

A22 ∈ Mn−1,n−1(R). Очевидно, що
[
a12 a13 . . . a1n

]
̸= 01,n−1. Матри-

цю A перетвореннями подібності будемо приводити до нижньої матриці
Хессенберга.

Нехай b12 ∈ R – найбільший спільний дільник цих елементів. Для
рядка

[
a12 a13 . . . a1n

]
∈ M1,n−1(R) існує матриця U1 ∈ GL(n−1,R)

(див. [12], Corollary II.1) така, що
[
a12 a13 . . . a1n

]
U1 =

[
b12 0 . . . 0

]
.

Отже, для матриці T1 = diag (e, U1) ∈ GL(n,R) отримуємо

T−1
1 AT1 = A1 =




a11 b12 0 . . . . . . 0
α21 α22 α23 α24 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
αn1 αn2 αn3 αn4 . . . αnn


 .

Розглянемо елементи другого рядка {α23, α24, . . . , α2n} матриці A1.
Якщо α23 = α24 = · · · = α2n = 0, то матриця A1 має вигляд

A1 =

[
A11 02,n−2

A21 A22

]
,

де A11 =

[
a11 b12

α21 α22

]
і A22 ∈ Mn−2,n−2(R). Згідно зауваження 2.1 m(λ)

характеристичний многочлен матриці A11 i m(A22) = O.
Припустимо, що не всі елементи {α23, α24, . . . , α2n} дорівнюють нулю.

Нехай далі b23 ∈ R – найбільший спільний дільник цих елементів. Для
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рядка
[
α23 α24 . . . α2n

]
∈ M1,n−2(R) існує матриця U2 ∈ GL(n−2,R)

така, що
[
α23 α24 . . . α2n

]
U2 =

[
b23 0 . . . 0

]
.

Отже, для матрицi T2 = diag (I2, U2) ∈ GL(n,R) отримуємо

T−1
2 A1T2 = A2 =




a11 b12 0 . . . . . . 0
α21 α22 b23 0 . . . 0
β31 β32 β33 β34 . . . β3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
βn1 βn2 βn3 βn4 . . . βnn



.

Матрицю (A2)
2 запишемо в розгорнутому вигляді, (виділивши при

цьому перший, другий та останній рядки та перший, другий та третій
стовпчики), тобто:



a2
11+ a11b12+ b12b23 0 . . . 0

α21b12 α22b12

α21a11+ α21b12+ α22b23 b23β34 . . . b23β3n

α21α22+ α2
21+ β33b23

b23β31 b23β32

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

βn1b12+ βn1a11+ βn2b23+
∑n

i=3 βniβi4 · · ·∑n
i=3 βniβi3

βn2α22+ βn2α21+∑n
i=3 βniβi1

∑n
i=3 βniβi2

∑n
i=3 βniβin




.

Із рівності m(A2) = 0n,n випливає b12b23 = 0. Так як b12 ̸= 0, то
b23 = 0. Отже, для матриці U1 = T1T2 ∈ GL(n,R) здобуваємо

A2 = U−1
1 A1U1




a11 b12 0 . . . 0
α21 α22 0 . . . 0

β31 β32 β33 . . . β3n

. . . . . . . . . . . . . . .
βn1 βn2 βn3 . . . βnn




=

[
A11 02,n−2

A21 A22

]
,

де A11 =

[
a11 b12

α21 α22

]
∈ M22(R) і A22 ∈ Mn−2,n−2(R). На підставі заува-

ження 2.1 отримуємо m(A11) = 02,2, тобто m(λ) є характеристичним
многочленом матриці A11.

Так як n ≥ 4 i m(A22) = O, то надалі матрицю A22 перетвореннями
подібності будемо приводити до блочно-трикутного вигляду. Застосо-
вуючи до матриці A22 міркування аналогічні тим, що були викладені
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вище, за скінченну кількість перетворень подібності матрицю A при-
ведемо до вигляду (3.1). Одночасно отримуємо, що n = 2k. Теорему
доведено. □

4. МАТРИЦІ З МІНІМАЛЬНИМ МНОГОЧЛЕНОМ m(λ) = (λ− α)(λ− β),
α ̸= β

Метою цього розділу є опис структури матриць із кільця Mn,n(R)
відносно перетворень подібності з мінімальними многочленами

m(λ) = (λ− α)(λ− β),

де α, β ∈ R i α ̸= β. Для матриць другого порядку над кільцем цілих
чисел ця задача досліджувалась в роботах [25, 2].

Теорема 4.1. Нехай A ∈ Mn,n(R) – матриця з характеристичним
многочленом a(λ) = (λ− α)k(λ− β)n−k, де α, β ∈ R, α ̸= β, 1 ≤ k < n.
Якщо m(λ) = (λ− α)(λ− β) – мінімальний многочлен матриці A, то
для A існує така матриця T ∈ GL(n,R), що

TAT−1 = AΦ =

[
αIk 0k,n−k
Φ βIn−k

]
,

дe

Φ =




ϕ1 0 . . . . . . 0
0 ϕ2 0 . . . 0
... ... . . . ... ...
0 . . . 0 ϕl−1 0
0 . . . . . . 0 ϕl

0l,k−l

0n−k−l,l 0n−k−l,k−l




∈ Mn−k,k(R),

ϕj ̸= 0 (mod (α − β)) для всіх 1 ≤ j ≤ l i ϕi|ϕi+1 (ділить) для всіх
i = 1, 2, . . . , l − 1.

Доведення. Нехай m(λ) = (λ − α)(λ − β) – мінімальний многочлен
матриці A. Якщо A = 0n,n (mod (α − β)), то на підставі [22, теорема
2.1], матриця A подібна діагональній матриці diag (αIk, βIn−k).

Якщо ж A ̸= 0n,n (mod (α − β)), то на підставі твердження 2.3 для
A існує матриця T1 ∈ GL(n,R) така, що

T1AT
−1
1 = A1 =

[
αIk 0k,n−k
A21 βIn−k

]
.



Про структуру матриць над областю головних ідеалів 65

Очевидно, що A21 ∈ Mn−k,k(R) – ненульова матриця. Для A21 існують
матриці U1 ∈ GL(n− k,R) і V1 ∈ GL(k,R) такі, що

U1A21V1 = B =




b1 0 . . . . . . 0
0 b2 0 . . . 0
... ... . . . ... ...
0 . . . 0 br−1 0
0 . . . . . . 0 br

0r,k−r

0n−k−r,r 0n−k−r,k−r




∈ Mn−k,k(R)

– форма Сміта матриці A21, тобто bj ̸= 0 i bi|bi+1 (ділить) для всіх
i = 1, 2, . . . , r − 1. Отже, для матриці T2 = diag

(
V −1

1 , U1

)
∈ GL(n,R)

отримуємо

T2A1T
−1
2 = A2 =

[
αIk O
B βIn−k

]
.

Серед елементів b1, b2, . . . , br виберемо ті, для яких bi = (α− β)pi, де
pi ∈ R. Якщо ж для деякого 1 ≤ i0 ≤ r виконується

bi ̸= 0 (mod (α− β)),

то покладемо pi0 = 0. За заданими елементами {p1, p2, . . . , pr} побуду-
ємо матрицю

P =




p1 0 . . . . . . 0
0 p2 0 . . . 0
... ... . . . ... ...
0 . . . . . . 0 pr

0r,k−r

0n−k−r,r 0n−k−r,k−r




∈ Mn−k,k(R),

Легко перевірити, що для матриці T3 =

[
Ik 0n−k,k
−P In−k

]
∈ GL(n,R)

виконується наступна рівність

T3A2T
−1
3 = A2 =

[
αIk O
C βIn−k

]
,

де

C =




c1 0 . . . . . . 0
0 c2 0 . . . 0
... ... . . . ... ...
0 . . . 0 cr−1 0
0 . . . . . . 0 cr

0r,k−r

0n−k−r,r 0n−k−r,k−r




∈ Mn−k,k(R),

причому ci = 0, якщо bi = (α−β)pi i ci = bi, якщо bi ̸= 0 (mod (α−β)).
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Оскільки C діагональна матриця, то існують матриці перестановок
Pl ∈ GL(n− k,R) і Pr ∈ GL(k,R) такі, що

PlCPr = Φ =




ϕ1 0 . . . . . . 0
0 ϕ2 0 . . . 0
... ... . . . ... ...
0 . . . 0 ϕl−1 0
0 . . . . . . 0 ϕl

0l,k−l

0n−k−l,l 0n−k−l,k−l



,

де ϕj ̸= 0 (mod (α − β)) для всіх j = 1, . . . , l. Очевидно, що l ≤ r i
ϕi|ϕi+1 (ділить) для всіх i = 1, . . . , l − 1.

Отже, для матриці T4 = diag
(
P−1
r , Pl

)
∈ GL(n,R) отримуємо

T4A3T
−1
4 = AΦ =

[
αIk 0k,n−k
Φ βIn−k

]
.

Теорему доведено. □

Нехай R = Z. Розглянемо 2 × 2 матриці A =

[
1 0
2 6

]
i B =

[
1 0
3 6

]

над Z. Для матриці W =

[
−1 0
1 1

]
∈ GL(2,Z) виконується рівність

WAW−1 = B. Отже, за умов теореми 4.1 матриця Φ визначена неодно-
значно. Нижче вкажемо зв’язок між трикутними формами, які вста-
новлені теоремою 4.1, для матриці A ∈ Mn,n(R) з мінімальним много-
членомm(λ) = (λ−α)(λ−β), α ̸= β. Зауважимо, що наведений приклад
не узгоджується з [2, теорема 5.2].

Припустимо, що за умов теореми 4.1 для A ∈ Mn,n(R) існує матриця
V ∈ GL(n,R) така, що V AV −1 = AΨ =

[
αIk 0k,n−k
Ψ βIn−k

]
, дe

Ψ =




ψ1 0 . . . . . . 0
0 ψ2 0 . . . 0
... ... . . . ... ...
0 . . . 0 ψl−1 0
0 . . . . . . 0 ψl

0l,k−l

0n−k−l,l 0n−k−l,k−l




∈ Mn−k,k(R),

ψj ̸= 0 (mod (α− β)), ψi|ϕi+1 для всіх 1 ≤ i ≤ l − 1 i Ψ ̸= Φ. Очевидно,
що матриці AΦ i AΨ подібні, тобто

W

[
αIk 0k,n−k
Φ βIn−k

]
=

[
αIk 0k,n−k
Ψ βIn−k

]
W, (4.1)
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де W ∈ GL(n,R). Згідно твердження 2.4 матриця W має вигляд

W =

[
W1 0k,n−k
W21 W2

]
, деW1 ∈ G(k,R) іW2 ∈ G(n− k,R).

Крім цього, із рівності (4.1) отримуємо W2Φ − ΨW1 = (β − α)W21. Ця
рівність описує зв’язок між трикутними формами AΦ i AΨ, які встанов-
лені теоремою 4.1 для матрицi A ∈ Mn,n(R) з мінімальним многочленом
m(λ) = (λ− α)(λ− β), α ̸= β.

Нагадаємо, що матриця A ∈ Mn,n(R) називається інволютивною,
якщо A2 = In. Теорема 4.1 дозволила описати структуру інволютивних
матриц над кільцем цілих чисел відносно перетворення подібності.

Наслідок 4.2. Нехай a(λ) = (λ − 1)k(λ + 1)n−k – характеристичний
многочлен інволютивної матриці A ∈ Mn,n(Z), де 1 ≤ k < n. Тоді
існує T ∈ GL(n,Z) така, що

TAT−1 = Ar =

[
Ik 0k,n−k
Jr −In−k

]
,

де Jr =

[
Ir 0k−r

0n−k−r,r 0n−k−r,k−r

]
∈ Mn−k,k(Z). Число r дорівнює кількості

інваріантних множників, які збігаються з одиницею, матриці A+In.
При цьому матриця Ar для A визначена однозначно.
Доведення. Згідно теореми 4.1 для інволютивної матриці A існує ма-
триця T ∈ GL(n,Z) така, що TAT−1 = Ar =

[
Ik 0k,n−k
Jr −In−k

]
, де

Jr =

[
Ir 0k−r

0n−k−r,r 0n−k−r,k−r

]
∈ Mn−k,k(Z).

Припустимо, що для A існує матриця W ∈ GL(,Z) така, що W ̸= T i

WAW−1 = Al =

[
Ik 0k,n−k
Jl −In−k

]
, де Jl =

[
Il 0k−l

0n−k−l,l 0n−k−l,k−l

]
,

l ≤ min{k, n − k} i l ̸= r, тобто Al ̸= Ar. Так як матриці Al i Ar поді-
бні, то матриці (In + Al) і (In + Ar) теж подібні. Очевидно, якщо дві
матриці подібні, то вони еквівалентні. Легко переконатись в тому, що
Sl = diag (Il, 2Ik−l, 0, . . . , 0) і Sr = diag (Ir, 2Ik−r, 0, . . . , 0) – форми Сміта
матриць (In +Al) i (In +Ar) відповідно. Так як l ̸= r, то форми Сміта
Sl i Sl не еквівалентні. Отже, припущення про те, що l ̸= r є невірним.
Тим самим доведено єдиність матриці Ar для інволютивної матриці A.
Число r дорівнює кількості інваріантних множників, які збігаються з
одиницею 1, форми Сміта матриці In +Ar. Наслідок доведено. □
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Із теореми 4.1 та роботи [24] отримуємо описання структури матриць
другого порядку над областю головних ідеалів із звідним характерис-
тичним многочленом відносно перетворення подібності.

Наслідок 4.3. Нехай A ∈ M2,2(R) – матриця з характеристичним
многочленом a(λ) = (λ−α)(λ−β), де α, β ∈ R. Тоді A подібна одній
із матриць:

a) A1 =

[
α 0
0 β

]
, якщо α ̸= β і A = 02,2 (mod (α− β)).

b) A2 =

[
α 0
r β

]
, якщо α ̸= β і A ̸= 02,2 (mod (α − β)), а елемент

r ∈ R належить класу лишків за модулем ідеалу (α − β)R. Якщо
ж матриця A подібна матриці Ã2 =

[
α 0
r̃ β

]
, де елемент r̃ теж

належить класу лишків за модулем ідеалу (α− β)R, то існує обо-
ротній елемент u ∈ R такий, що r̃ − ru = 0 (mod (α− β)).

c) A3 =

[
α 0
b α

]
, якщо α = β. Елемент b ∈ R визначений однозначно

з точністю до асоційованості.
Зауважимо, що умова b) наслідку 4.3 уточнює [2, теорема 5.2].
Автор висловлює щиру вдячнiсть рецензенту за увагу до даної статті

та слушнi зауваження і поради.
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