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Додатні ряди, множини підсум яких єканторвалами

Я. Ф. Виннишин, В. П. Маркітан, М. В. Працьовитий,
І. О. Савченко

Abstract. A set of incomplete sums (subsums) of a absolutely convergent
series has been featured in studies since 1914, when a pioneer work in this
direction was published by Japanese mathematician Soichi Kakey [7]. Since
then, active research has begun in this direction. And already final in the
direction of classification of existing “topological types” of sets of incomplete
sums of absolutely convergent series are the works of 1988 [4, 10], where the
following fact is proved:
If E is the set of subsums of a positive term convergent series

8ř
n=1

an,
then E is one of the following: (i) a finite union of closed intervals; (ii)
homeomorphic to the Cantor set; (iii) homeomorphic to a certain set T called
Cantorval, see (1.3).
Beginning in 1941, in parallel with studies of the topological properties of

the sets of incomplete sums, studies of their metric properties were carried
out. Metric problems (Lebesgue measure problems) are of particular rele-
vance when the set of incomplete sums of a series is nowhere dense or is a
mixture of nowhere dense sets and a union of segments.
Today, the following problems remain open in the general formulation for

the set of incomplete sums of a converging positive series:
1) necessary and sufficient conditions for its nowhere density;
2) necessary and sufficient conditions for its zero-dimensionality (in the

sense of Lebesgue measure);
3) its fractal properties, etc.

Колектив авторів щиро вдячний анонімному рецензентові за конструктивні заува-
ження та побажання, які дозволили вдосконалити дану роботу.
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ксимація лінійної множини.
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In the present paper we give a construction of a continuum family of
positive series whose sets of incomplete sums are Cantorvals. Each series of
this family has a property

8ÿ

n=1

an = 1, lim
nÑ8

an

8ř
k=1

an+k

= +8,

Moreover, for any ε ą 0 there exists a series in this family with Lebesgue
measure of its set of incomplete sums greater than 1 ´ ε.

Анотація. Наводиться конструкція континуальної сім’ї додатних рядів,
множини неповних сум яких є канторвалами (об’єднанням ніде не щіль-
ної множини і множини, яка є нескінченним об’єднанням відрізків). Ко-
жен ряд даної сім’ї має властивість

8ÿ

n=1

an = 1, lim
nÑ8

an

8ř
k=1

an+k

= +8,

причому для будь-якого ε ą 0 в цій сім’ї існує ряд, міра Лебега множини
неповних сум якого є більшою за 1 ´ ε.

1. ВСТУП
Розглядається збіжний додатний ряд

r0 =
8ÿ

n=1

an = a1 + a2 + ...+ an + rn = Sn + rn. (1.1)

НехайM – довільна підмножина множини натуральних чисел N. Число

x(M) =
ÿ

nPMĂN
an =

8ÿ

n=1

anεn, де εn =

#
1, якщо n P M,

0, якщо n R M,

називається неповною сумою (підсумою) ряду (1.1), визначеною мно-
жиною M .
Множину всіх неповних сум ряду (1.1) позначатимемо через Etanu,

тобто
Etanu ”

!
x | x =

ÿ

nPM

an, M P 2N
)
.

Легко бачити, що множина Etanu всіх підсум абсолютно збіжного рядуř
nPN

не змінюється при довільній перестановці членів ряду. Крім того,
всі члени збіжного додатного ряду можна переставити у збіжну до нуля
спадну (у нестрогому розумінні) послідовність. Тому при дослідженні
множини Etanu достатньо розглядати випадок монотонної спадної по-
слідовності (|an|)8

n=1.
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Оскільки для абсолютно збіжного ряду ряду
8ř

n=1
an має місце рівність

8ÿ

n=1

an = S´ +
8ÿ

n=1

|an|,

де S´ – сума всіх від’ємних членів ряду, то в дослідженнях тополого-
метричної структури множини підсум абсолютно збіжних рядів можна
обмежитись розглядом додатних рядів, що ми й надалі робитимемо.
Як окремий об’єкт вивчення, множина підсум абсолютно збіжного

ряду фігурує в дослідженнях з 1914 року, коли була опублікована піо-
нерська в цьому напрямі робота японського математика Соічі Какея [7]
(“Про неповні суми нескінченних рядів”), де він описав струтруру мно-
жини неповних сум, не надавши при цьому строгих доведень. В 1941
році результати Какея були перевідкриті Г. Горничем [5] та в 1948 році
П. К. Меноном [9] й основний результат того часу сформульовнано у
вигляді:

Теорема 1.1. Множина неповних сум Etanu абсолютно збіжного ря-
ду

8ř
n=1

an є досконалою множиною.

1) Більш того, Etanu є скінченним об’єднанням відрізків тоді й ли-
ше тоді, коли

|an| ď rn ” |an+1| + |an+2| + |an+3| + ¨ ¨ ¨
для всіх n, починаючи з деякого номеру (Etanu є відрізком тоді й
лише тоді, коли |an| ď rn для всіх n P N).

2) Якщо ж
|an| ą |an+1| + |an+2| + |an+3| + ¨ ¨ ¨

для всіх достатньо великих n, то Etanu гомеоморфна класичній
множині Кантора.

У згаданій роботі [7] С. Какея висунув припущення, що необхідною і
достатньою умовою ніде не щільності множини Etanu є існування злі-
ченної кількості членів ряду, для яких |an| ą rn. Перший контрприклад
до цієї гіпотези навели в 1980 р. А. Д. Вайнштейн і Б. З. Шапіро [16].
У роботі [11] Ф. Прус-Вішньовський, визнаючи спростування гіпоте-
зи Какея вказаними авторами, зазначає, що їх робота містить і хибні
твердження. У 1984 р. Ц. Ференс [3] навів інший контрприклад для
спростування гіпотези Какея, а зовсім простий приклад ряду у 1988 р.
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представили Дж. Ґатрі і Дж. Німан [4]:
3

4
+

2

4
+

3

42
+

2

42
+

3

43
+

2

43
+ ¨ ¨ ¨ (1.2)

Для цього ряду, як і для рядів із вище наведених робіт, нерівності
an ą rn і an ď rn виконуються нескінченну кількість разів, а множи-
на неповних сум ряду (1.2) містить відрізок [23 , 1], але не є скінченним
об’єднанням відрізків, див. [2]. Множина неповних сум ряду (1.2) го-
меоморфна множині

T ” C Y
8ď

n=1

G2n´1 = [0, 1]z
8ď

n=1

G2n, (1.3)

де C – класична множина Кантора (тобто множина чисел з відрізка
[0, 1], які записуються у трійковій системі числення з використанням
двох цифр 0 та 2, або, що рівносильно – це множина неповних сум
геометричного ряду

8ř
k=1

2
3k ), Gk – відкрита множина всіх чисел відрізка

[0, 1], які мають у своєму трійковому зображенні k-ту цифру 1, якщо
всі попередні цифри зображення – 0 або 2.
Завершальними у напрямі класифікації існуючих “топологічних ти-

пів” множин неповних сум абсолютно збіжних рядів є роботи [4, 10], де
доведено наступний факт.

Теорема 1.2. Множина Etanu неповних сум збіжного додатного ряду
8ř

n=1
an або

1) є скінченним об’єднанням відрізків, або
2) гомеоморфна множині Кантора, або
3) гомеоморфна множині T .

Означення 1.3. [1, 11] Симетричним канторвалом (або M -кантор-
валом) називається множина, яка гомеоморфна множині T .
Термін “канторвал” запропонували бразильські математики П. Мен-

дес і Ф. Олівейра у роботі [8], присвяченій вивченню топологічної стру-
ктури арифметичної суми двох множин канторівського типу (непо-
рожніх обмежених досконалих нуль-множин Лебега з R). У цій роботі
автори дали канторвалам дещо інше означення.
Означення 1.4. [8] M -канторвалом називається досконала підмно-
жина числової прямої R така, що кожний суміжний інтервал цієї мно-
жини накопичує по обидві сторони нескінченну кількість своїх нетри-
віальних компонент зв’язності та суміжних інтервалів.
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Починаючи з 1941 року, паралельно з дослідженнями топологічних
властивостей множин неповних сум, проводились дослідження їх мет-
ричних властивостей. Окремої актуальності метричні задачі (задачі
про міру Лебега) набувають у випадку, коли множина неповних сум
ряду є ніде не щільною або сумішшю ніде не щільної множини та
об’єднання відрізків. Дещо пізніше коло метричних задач було розши-
рене задачами про фрактальні властивості множин неповних сум, про
їхні фрактальні розмірності (розмірність Гаусдорфа-Безиковича та ін-
ші). Першими вагомими дослідженнями в цьому напрямі були роботи
Тібора Шалата [15, 14].
Незважаючи на те, що в останній час акцентовано ведуться дослі-

дження [1, 12, 6, 17, 18, 19, 20] властивостей множини неповних сум
збіжного ряду (в основному це розгляд окремих випадків, коли члени
ряду утворюють послідовність, яка володіє деякою властивістю одно-
рідності відносно n) і на те, що за столітній період розвитку цієї теорії
науковцями було отримано ряд вагомих результатів [4, 5, 7, 9, 15, 16,
21, 14], повний опис тополого-метричних властивостей множини Etanu
зали ється ще далеким до завершення.
Сьогодні стосовно множини неповних сум зб жного додатного ряду

все ще у загальній постановці залишаються відкритими наступні про-
блеми:
1) про необхідні і достатні умови її ніде не щільності;
2) про необхідні і достатні умови її нульмірності (в розумінні міри
Лебега).

Ще більш складною проблемою у загальній постановці є задача про
фрактальні властивості множини Etanu, хоча для деяких класів рядів
це успішно зроблено, див. [15, 19, 21, 14].
Нагадаємо, що нескінченною згорткою Бернуллі, керованою число-

вим рядом (1.1), називається розподіл випадкової величини

ξ = ξ1a1 + ξ2a2 + . . .+ +ξnan + . . . ,

де (ξn) – послідовність незалежних випадкових величин, які набувають
значень 0 і 1.
Нескінченні згортки Бернуллі є актуальним об’єктом сучасних на-

укових досліджень [21, 17, 19, 13], і з ними пов’язано ряд складних
проблем. Оскільки розподіл випадкової величини ξ зосереджений на
множині неповних сум ряду (1.1), а її спектр (мінімальний замкнений
носій) або збігається з множиною неповних сум, або є її підмножи-
ною, то знання тополого-метричних властивостей множини неповних
сум сприяють дослідженню розподілу ξ.
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У даній роботі ми цікавимося питанням: якої найбільшої масивності
(у розумінні міри Лебега) може досягати множина неповних сум до-
датного монотонного ряду (1.1), для якого виконується умова

lim
nÑ8

an

rn
= +8? (1.4)

Наближувати множини неповних сум і геометрично інтерпретувати
процес наближення можна в термінах циліндричних відрізків.
Нагадаємо, що для ряду (1.1) циліндричним відрізком рангу m з

основою ε1ε2 . . . εm (εi P t0, 1u) називають відрізок ∆ε1ε2...εm з кінцями

a =
mÿ

i=1

εiai, b = rm + a.

Очевидно, що ∆ε1ε2...εmi Ă ∆ε1ε2...εm для i = t0, 1u, але, взагалі кажучи,
∆ε1ε2...εm ‰ ∆ε1ε2...εm0 Y ∆ε1ε2...εm1.

Легко бачити, що кінці циліндричних відрізків є точками множини E,
а сама множина E є замиканням множини всіх кінців циліндричних
відрізків.
Нехай Em – це об’єднання всіх циліндричних відрізків рангуm, тобто

Em =
1ď

ε1=0

1ď

ε2=0

. . .
1ď

εm=0

∆ε1ε2...εm .

Тоді
1) E Ă Em+1 Ă Em для всіх m P N,

2) E = lim
mÑ8Em =

8Ş
m=1

Em.

Нехай
∆

1
ε1ε2...εm

” ∆ε1ε2...εm X Etanu.
Тоді, очевидно, що множина Etanu є симетричною відносно точки 1

2r0,

а ∆
1
ε1ε2...εm

– відносно середини відрізка ∆ε1ε2...εm .
Не порушуючи загальності міркувань, в задачах тополого-метрично-

го характеру можна вважати ряд нормованим, тобто з сумою, яка до-
рівнює 1.

2. ГОЛОВНИЙ ОБ’ЄКТ ДОСЛІДЖЕННЯ
Нехай (sn) і (mn) – послідовності натуральних чисел і (an) – така

послідовність додатних дійсних чисел, що
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a1 + ¨ ¨ ¨ + a1loooooomoooooon
s1+1

+
m1 ´ 1

m1
a1 + ¨ ¨ ¨ +

m1 ´ 1

m1
a1looooooooooooooooomooooooooooooooooon

m1

+

+ a2 + ¨ ¨ ¨ + a2loooooomoooooon
s2+1

+
m2 ´ 1

m2
a2 + ¨ ¨ ¨ +

m2 ´ 1

m2
a2looooooooooooooooomooooooooooooooooon

m2

+ . . .+ an + ¨ ¨ ¨ + anlooooooomooooooon
sn+1

+

+
mn ´ 1

mn
an + ¨ ¨ ¨ +

mn ´ 1

mn
anloooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

mn

+rrn =
8ÿ

k=1

dk = r0 = 1 (2.1)

– збіжний додатний ряд, для якого виконується умова

rrn =
2an

mn
, n = 1, 2, 3, . . . , (2.2)

де

rrn =
8ÿ

k=n+1+
řn

i=1(si+mi)

dk =
8ÿ

i=n+1

(si +mi)ai,

а dk – це k-ий елемент послідовності утвореної з членів ряду (2.1), тобто

a1, . . . , a1looooomooooon
s1+1

,
m1 ´ 1

m1
a1, . . . ,

m1 ´ 1

m1
a1loooooooooooooooomoooooooooooooooon

m1

,

a2, . . . , a2looooomooooon
s2+1

,
m2 ´ 1

m2
a2, . . . ,

m2 ´ 1

m2
a2loooooooooooooooomoooooooooooooooon

m2

, . . . ,

an, . . . , anlooooomooooon
sn+1

,
mn ´ 1

mn
an, . . .

mn ´ 1

mn
anloooooooooooooooomoooooooooooooooon

mn

, . . .

Зокрема,
d1 = ¨ ¨ ¨ = ds1+1 = a1,

ds1+2 = ¨ ¨ ¨ = ds1+m1+1 =
m1 ´ 1

m1
a1,

ds1+m1+2 = ¨ ¨ ¨ = ds1+m1+s2+2 = a2,

ds1+m1+s2+3 = ¨ ¨ ¨ = ds1+m1+s2+m2+2 =
m2 ´ 1

m2
a2,

і т.д. Зрозуміло, що при виконанні умови (2.2) послідовності (sn) і (mn)
визначають члени ряду (2.1).
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Теорема 2.1. При виконанні умов (2.1) і (2.2) члени послідовності
(an) мають вигляд

an =
2n´1 ¨mn

nś
k=1

(m2
k + skmk + 2)

. (2.3)

Доведення. Для n = 1 маємо

1 = (s1 + 1)a1 + (m1 ´ 1)a1 + rr1 = (s1 +m1)a1 +
2a1

m1
.

Звідки
a1 =

m1

m2
1 + s1m1 + 2

.

Враховуючи означення rrn і рівність (2.2), маємо

rrn = an+1(sn+1 +mn+1) + rrn+1 = an+1(sn+1 +mn+1) +
2an+1

mn+1
,

an =
mnrrn

2
=
an+1mn

2

(
sn+1 +mn+1 +

2

mn+1

)
,

звідки
an+1 =

2mn+1

m2
n+1 + sn+1mn+1 + 2

¨ an

mn
. (2.4)

Послідовно підставляючи вирази an, an´1, . . . , a1 з (2.4), отримуємо

an+1 =
2mn+1

m2
n+1 + sn+1mn+1 + 2

¨ an

mn
=

=
2mn+1

m2
n+1 + sn+1mn+1 + 2

¨ 1

mn
¨ 2mn

m2
n + snmn + 2

¨ an´1

mn´1
= ¨ ¨ ¨

=
2n ¨mn+1

n+1ś
i=1

(m2
i + simi + 2)

.

Отже, має місце рівність (2.3). □

Наслідок 2.2. Для членів та залишків ряду (2.1) мають місце на-
ступні співвідношення:

rrn =
2n

śn
k=1(m

2
k + skmk + 2)

,

an+1

an
=

2mn+1

mn(m2
n+1 + sn+1mn+1 + 2)

,
rrn+1

rrn
=

2

m2
n+1 + sn+1mn+1 + 2

.
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3. ЗАДАЧІ ТА РЕЗУЛЬТАТИ
Нас цікавлять тополого-метричні властивості множини неповних сум

ряду (2.1) за умови, коли (sn) і (mn) – зростаючі послідовності нату-
ральних чисел. Нижче ми доведемо, що множина неповних сум цього
ряду містить відрізки, скориставшись простою ідеєю: якщо множина
неповних сум ряду є щільною у деякому відрізку, то цей відрізок пов-
ністю належить множині неповних сум в силу замкненості остан-
ньої . З цією метою ми використовуватимемо поняття ε-апроксимації
множини, яке успішно застосовувалось Цезарем Ференсом у роботі [3].
Нехай ε – деяке додатне число. Будемо казати, що множина J Ă R

ε-апроксимується множиною U Ă R, якщо
@x P J D u P U : 0 ď x´ u ď ε. (3.1)

Подвійна нерівність (3.1) рівносильна такій парі нерівностей:
x´ ε ď u ď x і u ď x ď u+ ε. (3.2)

Тому
J Ă

ď

uPU

[u, u+ ε]. (3.3)

Введемо позначення:

εn ” an

mn
=

rrn
2
,

Sn =
nÿ

k=1

(sk + 1 +mk) = n+
nÿ

k=1

(sk +mk),

ln = (mn ´ 3)an +
2an

mn
=

an

mn
(m2

n ´ 3mn + 2) =
an

mn
(mn ´ 1)(mn ´ 2),

Ln = (sn + 3)an ´ 2an

mn
=

an

mn
(snmn + 3mn ´ 2),

Dn ”
!
x | x =

Snÿ

i=1

αidi, αi P t0, 1u
)

– множина неповних сум частинної суми d1 + d2 + . . . + dSn ряду (2.1)
рангу n.

Лема 3.1. Множина E всіх підсум скінченного ряду
m+m+ . . .+mloooooooooomoooooooooon

s+1

+(m´ 1) + (m´ 1) + . . .+ (m´ 1)loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon
m
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містить множину
N X [(m´ 1)(m´ 2), sm+ 3m´ 2],

де s,m P N та s ě m´ 3.
Доведення. Очевидно, що

t0, m, 2m, (m´ 2)m, . . . , (s+ 1)mu +

+ t0, (m´ 1)mu = t0, m, . . . , (s+m)mu Ď E.

Якщо m´ 2 ď k ď s+ 1 і 1 ď i ď m´ 1, то
km+ i = (k + i+ 1 ´m)m+ (m´ i)(m+ 1) P E,

а отже,
[(m´ 2)m, (s+ 2)m] X N Ď E.

Якщо 1 ď i ď m´ 2, то
(m´ 2)m´ i = (m´ 2 ´ i)m+ i(m´ 1) P E,

а тому,
[(m´ 2)(m´ 1), (m´ 2)m] X N Ď E.

Нарешті, для 1 ď i ď m´ 2 маємо, що
(s+ 2)m+ i = (s+ 3 + i´m)m+ (m´ i)(m´ 1) P E,

а значить [(s+ 2)m, sm+ 3m´ 2] X N Ď E. □

Лема 3.2. Для довільного d P Dn відрізок
[d+ ln+1, d+ Ln+1 + εn+1]

εn+1-апроксимується множиною Dn+1 за умови sn ě mn ´ 3.
Доведення. Нехай y P Dn+1. Тоді

y =

Sn+1ÿ

i=1

αidi =
(
α1a1 + α2a1 + ¨ ¨ ¨ + αs1+1a1+

+ αs1+2
m1 ´ 1

m1
a1 + ¨ ¨ ¨ + αs1+m1+1

m1 ´ 1

m1
a1

)
+ ¨ ¨ ¨ +

+
(
α

n+
n´1ř
i=1

(si+mi)
an + α

n+1+
n´1ř
i=1

(si+mi)
an + ¨ ¨ ¨ +

+ α
n+sn+1+

n´1ř
i=1

(si+mi)

mn ´ 1

mn
an + ¨ ¨ ¨

)
+
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+
(
α

n+1+
nř

i=1
(si+mi)

an+1 + α
n+2+

nř
i=1

(si+mi)
an+1 + ¨ ¨ ¨ +

+ α
n+sn+2+

nř
i=1

(si+mi)

mn+1 ´ 1

mn+1
an+1 + ¨ ¨ ¨ +

+ α
n+1+

n+1ř
i=1

(si+mi)

mn+1 ´ 1

mn+1
an+1

)
=

=
a1

m1

(
α1m1 + α2m1 + ¨ ¨ ¨ + αs1+1m1+

+ αs1+2(m1 ´ 1) + ¨ ¨ ¨ + αs1+m1+1(m1 ´ 1)
)

+ ¨ ¨ ¨ +

+
an

mn

(
α

n+
n´1ř
i=1

(si+mi)
mn + α

n+1+
n´1ř
i=1

(si+mi)
mn + ¨ ¨ ¨ +

+ α
n+sn+1+

n´1ř
i=1

(si+mi)
(mn ´ 1) + ¨ ¨ ¨

)
+

+
an+1

mn+1

(
α

n+1+
nř

i=1
(si+mi)

mn+1 + α
n+2+

nř
i=1

(si+mi)
mn+1 + ¨ ¨ ¨ +

+ α
n+sn+2+

nř
i=1

(si+mi)
(mn+1 ´ 1) + ¨ ¨ ¨ +

α
n+1+

n+1ř
i=1

(si+mi)
(mn+1 ´ 1)

)
=

=
nÿ

i=1

θiεi + θn+1εn+1 = d+ θn+1εn+1,

де

d =
nÿ

i=1

θiεi P Dn Ă Dn+1, εn =
an

mn
, θn P An,

An – множина всіх неповних сум скінченного ряду
mn +mn + . . .+mnloooooooooooomoooooooooooon

sn+1

+(mn ´ 1) + (mn ´ 1) + . . .+ (mn ´ 1)looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon
mn

.

І навпаки, якщо число y має вигляд
y = d+ θn+1εn+1,

де θn+1 P An+1, то y P Dn+1.
Оскільки, згідно з лемою 3.1, має місце
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[d+ ln+1, d+ Ln+1 + εn+1] =

= [d+ (mn+1(mn+1 ´ 3) + 2)εn+1, d+ (mn+1(mn+1 + 3) ´ 1)εn+1] Ă
Ă

ď

dPDn+1

[d; d+ εn+1],

то згідно з (3.3), відрізок
[d+ ln+1; d+ Ln+1 + εn+1]

εn+1-апроксимується множиною Dn+1. Лему доведено. □

Лема 3.3. Якщо sn ě 3mn для всіх n P N, то відрізок
[ nÿ

k=1

lk,
1

2

]

εn-апроксимується множиною Dn.
Доведення. Доведемо твердження за індукцією.
При n = 0 множина D0 складається з однієї точки 0 і згідно з ле-

мою 3.2, відрізок [l1, L1 + ε1] ε1-апроксимується множиною D1, а тому
і відрізок

[
l1,

1
2

]
також ε1-апроксимується множиною D1, оскільки

1

2
ď L1 + ε1.

Справді,

L1 + ε1 ą L1 =
a1

m1
(s1m1 + 3m1 ´ 2) =

s1m1 + 3m1 ´ 2

s1m1 +m2
1 + 2

=

=
1

2

(
1 +

m1(s1 ´m1) + 6(m1 ´ 1)

s1m1 +m2
1 + 2

)
ą 1

2
.

Припустимо, що відрізок
[ nř

k=1

lk,
1
2

]
εn-апроксимується множиною Dn.

Тоді для довільної точки x P
[ n+1ř

k=1

lk,
1
2

]
з нерівності

x ě
nÿ

k=1

lk + ln+1

випливає, що

x´ ln+1 P
[ nÿ

k=1

lk,
1

2
´ ln+1

]
Ă
[ nÿ

k=1

lk,
1

2

]
.
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Згідно з припущенням і властивістю (3.3), ми можемо вказати таке
d P Dn, при якому з включення

x´ ln+1 P [d, d+ εn]

випливає
x P [d+ ln+1, d+ ln+1 + εn].

Для завершення доведення леми достатньо довести, що при
sn+1 ě 3mn+1

має місце включення:
[d+ ln+1, d+ ln+1 + εn] Ă [d+ ln+1, d+ Ln+1 + εn+1]

або, що те ж саме,
ln+1 + εn ď Ln+1 + εn+1.

Зауважимо, що згідно з наслідком 2.2

εn = εn+1 =
rrn
rrn+1

= εn+1
m2

n+1 + sn+1mn+1 + 2

2
.

Тому при sn+1 ě 3mn+1 маємо
Ln+1 + εn+1 ´ (ln+1 + εn) =

= εn+1

(
sn+1mn+1 + 3mn+1 ´ 1 ´m2

n+1 + 3mn+1´

´ 2 ´ m2
n+1 + sn+1mn+1 + 2

2

)
=

=
εn+1

2
(sn+1mn+1 ´ 3m2

n+1 + 12mn+1 ´ 8) =

=
εn+1

2
(mn+1(sn+1 ´ 3mn+1) + 12mn+1 ´ 8) ě 0.

Згідно з лемою 3.2, відрізок
[d+ ln+1, d+ Ln+1 + εn+1]

εn+1-апроксимується множиною Dn+1, а тому й відрізок
[d+ ln+1; d+ ln+1 + εn]

εn+1-апроксимується множиною Dn+1. Лему доведено. □

Теорема 3.4. Множина Etdnu містить відрізок
[ 8ÿ

k=1

lk, 1 ´
8ÿ

k=1

lk

]
.
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Доведення. Покажемо, що

Etdnu Ě
[ 8ÿ

n=1

ln,
1

2

]
.

Оскільки [ 8ÿ

k=1

lk,
1

2

]
Ď
[

nÿ

k=1

lk,
1

2

]

і Dn Ď Etdnu для кожного n P N, то з леми 3.3 випливає, що відрізок
[

nÿ

k=1

lk,
1

2

]

εn-апроксимується множиною Etdnu для кожного n P N. Зауважимо,
що εn = 1

2rrn Ñ 0 при n Ñ 8. Тому множина Etdnu є щільною у відрізку[ 8ř
k=1

lk,
1
2

]
, тобто

[ 8ÿ

n=1

ln,
1

2

]
Ď Etdnu.

Теорему доведено. □

Лема 3.5. [11] Якщо dk ą rk для деякого індексу k, тоді інтервал
(rk, dk) є суміжним інтервалом до множини неповних сум Etdnu,
тобто

1) rk P Etdnu, dk P Etdnu;
2) (rk, dk) X Etdnu = H.

Теорема 3.6. Якщо відрізок
[ 8ÿ

n=1

ln, 1 ´
8ÿ

n=1

ln

]

непорожній, sn ě 3mn для кожного n P N і lim
nÑ8mn ě 4, то множина

Etdnu є симетричним канторвалом.
Доведення. Згідно з теоремою 1.2 множина Etdnu належить до одно-
го з трьох “топологічних типів”. Тому для доведення того, що вона є
канторвалом покажемо, що Etdnu не належить до двох інших.
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Множина Etdnu не є гомеоморфною множині Кантора, оскільки згід-
но з теоремою 3.4 містить відрізок[ 8ÿ

k=1

lk, 1 ´
8ÿ

k=1

lk

]
.

Покажемо, що Etdnu не є скінченним об’єднанням відрізків. Припус-
тимо супротивне: Etdnu є скінченним об’єднанням відрізків, тобто

Etdnu = [0, c1] Y [c2, c3] Y . . .Y [cn, 1],

де
0 ă c1 ď c2 ď c3 ď . . . ď cn ă 1.

Виберемо номер k так, що ak ă c1 і mk ě 4. Тоді

0 ă rrk =
2ak

mk
ă mk ´ 1

mk
ak ă c1.

Оскільки, згідно з лемою 3.5 інтервал (rrk, ak) буде суміжним інтерва-
лом до множини Etdnu, то з цього випливає, що множина неповних сум
Etdnu не містить відрізок [0, c1], що суперечить нашому припущенню.
Тому Etdnu не є скінченним об’єднанням відрізків.
Отже, множина Etdnu є симетричним канторвалом. □

Теорема 3.7. Для довільного ε ą 0 існують послідовності (sn), (mn),
і (an) такі, що виконуються наступні умови:

(1)
8ř

n=1
dn = 1;

(2) rrn =
2an

mn
для кожного n P N, де rrn =

ř
kąn

(sk +mk)ak;

(3) lim
nÑ8

dn
8ř

n=1
dn

= 8;

(4) множина Etdnu є канторвалом, міра Лебега якого є більшою
за 1 ´ ε.

Доведення. Візьмемо довільну строго зростаючу послідовність (mn)
і виберемо послідовність (sn) таку, що

sn ě 3mn і (mn ´ 1)(mn ´ 2)

mn(sn +mn)
ď ε

2

для кожного n P N. Тепер для кожного n P N маємо

ln =
an

mn
(mn´1)(mn´2) = an(sn+mn)

(mn ´ 1)(mn ´ 2)

mn(sn +mn)
ď ε

2
(sn+mn).
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Тому
8ÿ

n=1

ln ď
8ÿ

n=1

ε

2
(sn +mn) =

ε

2

8ÿ

n=1

(sn +mn) =
ε

2

8ÿ

k=1

dk =
ε

2
.

Отже,

λ(Etanu) ą λ

([ 8ÿ

n=1

ln, 1 ´
8ÿ

n=1

ln

])
= 1 ´ 2

8ÿ

n=1

ln ě 1 ´ ε.

Теорему доведено. □
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