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*���%�%�
�	 q��"��
�	 �
�������� !. (.W!���
�����%�, �����
� 

 
 (������� 	)������� �����
���� �����	�� &���	����� �������� 

&������ � ��&���� ��
���� �������� �
� ��� '�+% &������ � 
#������	���	� &�����. "�&�&������ ������	 &#���� ���&����% 
��	����
�% 	���� � �����������	 ����% &��������� ���&���	�����.  

 )������� �������
. |�	� ���������(�' � �����
�(�' ���E�
 
E
���� �
���
����� � �����
� ������������ [1], [2]. |�����, ���������� 
�������� ��������, �� ���������* ���
� �����, * ����*& � ������
� 
������� � �����' �������
	���� �����&���� [3], [4]. )��������� � n+1 – 
������� ���������� �������� �������� �������� ���������� �
�� Y(a0, a1,... ak, 
x1, x2,...xn) ��� �����
� (x1, x2,...xn) � k+1 �������
�
 	
����
�
 �������
 a0, 
a1,... ak. � �����E��� (� �������� ������ ��
��
 ��
������. ��
����
��, 
+� ��� m ��	�� � �����
���
 x1i,,  x2i,... xni , �� i=1,2…m, ������ ��
��
��� 
��	���� ��
�����. ����	
�� ���������� ���
	
�
 	���� Yi: 

Yi § Yi(a0, a1,... ak, x1i, x2i,... xni), i=1,2…m.                          (1) 
 �������� ��������
 �������
	�� ������ �������� ��
����� ���� � 

�
����� Y(a*0, a*1,...a*k, x1, x2,...xn) � �������
 a*i, � �������� �
���� 
�������
�
 ��� ai. � �
�� ��	������� ������ ��	��, � ��� «����*���� 
��������», �� �������� ������	* ����
����� ����������� ��	�� 
��
����� � '' ������. � ������ ��
����& ������ �������' ����������� ������� 
���� ������� ����
���� �������' ����(�' � ���
� ��	�� ��� ���
������ 
��	���� � (
� ��	��: 

V=¨( Y(a*0, a*1,...a*k, x1, x2,..xn) - Yi)2,                                     (2) 
�� ������������� ������*���� � ���� �������
 i = 1, 2, ... m.  

)�E���� ����
���� �� ���������� ��������' ��	�. <��
����� ��E����, 
��+� ���� ����*, �* ������ �������
	�� ���������: � n+1 – ������� 
�������� ������� �������� �������
	��' ������ ��������, �� � ��	�� � 
�����
���
 (x1i, x2i,... xni),  ��  i = 1, 2, .. m, ������* � ��
������ Y(a0, 
a1,...ak, x1, x2,...xn), � ��	����&, �� ��*���� �
���� (1).  

&���� ������� ���������!. @������
	�� ������ ��������� � ����E���� 
�
����� ��
�‘���&���� 	���� ���
� �
���� [3], [4]. � ������� 	� 
�‘��
�
�� ������(�', �� �������
	�� ��‘*��
 ����&���� � ����� �����' 
���
��	������ [5]. %���� ��	, ���
 �������� �
��	
�
 �������� ������
 � 
�������� ��� �������� ������ �
��, ��� ����� ���
���� ������ �����
��
 '' 
��	��, ��������*���� ���
���& � �* ����
	�� ��	���� � ������ ������ 
���
 � ������
. �������*�� ����� � �������: 

1. ?����
���(�� �������� �����
	�
� � �������
	�
� �������, 
	
������ ��E���� ��
� �������* ���
�
� �
��� �E
����� 	��. 
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2. <����� ���������� ����������
� ������
������ � ����& �������
 
�����
� �����
	�
� ������� � �������
�
 �������
. 

3. <��
���(�� ���(����, ��� ������ ��� ���
���� 	
�� �������.  
4. �
������ ���������� ����������
� ��	�� ��� ����(�� ������ 

�����
�.  
 `�����q���# "���� �����. )�����
�
 �����
�� �
��	���� �������
� 

�������� ��� �������� �������� �������� �
��, �� �������� ��
���� 
������
�� ���� ��	�� �� ���
�
 �����
���
.  

 (����� 	��
�. "��� ����(�� Y(a0, a1,... ak, x1, x2,...xn) �������� �
�� � 
�������
�
 �������
 a0, a1,... ak �
��	* ��
���� � �
����� �����' 
��������. ��� �
���� Y(a0, a1,... ak, x1, x2,...xn) ������*���� ����(��, �� ���� 
���
 ���, ���
���, � �
����� ����
	���� �
���, � ��������& 
�����
������� �������� - ���� ^����� 

Y(a0, a1,... ak, x1, x2,...xn)= a0+a1x1+ a2x2+…akxn + a12x1x2+,…                 (3) 
�� � ��������& �������� �� 
�
����
 �������. <����
���� 
������ �
����, ���
 Y(a0, a1,... 
ak, x1, x2,...xn) * ����������& � 
���������& � ������ D � 
���� �������
 � ���� 
�����
�
 � �* �� ����E� 
������ ���������� (�
�.1). 

 ��
����
��, +� ��� m 
��	�� � �����
���
 x1i,,  
x2i,... xni , ��� i=1,2…m, (� 
����(�� �* ��	���� ���� 
��	���� (1). �������� �(��
�
 '' 
�������� ������
 a0, a1,... ak, ��� ������	�&�� ������� ���� ������� 
����
���� ����(�' � ���
� ��	�� ��� ���
������ ��	���� � (
� ��	�� (2). 
F��
	��, ��� ��� ��� �������(�& �� �
E� �����
	��' ����
 (2), �� � 
������������ '' ����:  

W=¬(Y(a0, a1,... ak, x1, x2,...xn)- Y*(a*0 a*1,...a*k, x1, x2,...xn))2d x1d x2 ...dxn,    (4) 
�� ����������� ������*���� � ����& �����& D.  

 _&�

$ #����. )������� �
�����' �������� ���� ���
 � �
����� 
«	������ �+
��» � k+1 ������E���
 �������
 a0, a1, a2,... ak, �������� ����� 
�
��	*���� ������� n �����
� ������� x1, x2,...xn. 

 )�E���� ��	� ��� �������
� ��	�� x1i, x2i,... xni ����
�� ���� �������
� 
������, ���, � ���������, ���‘���� � ������(���
�
 ����������
 ��� 
�����
���
 ��	��. ��
���. "��� ��� 	� �������
 �������� � 
������
������� �������� ��� ���� ��	�
 ����� � ������. <	��
���, +� � 
(���� �
���� ���� ��������
 ������	���� ���
�� 	
��� ���������, ��� 
��������� ����� (� ��	�
, � ��	 �
��
���� ���
��	���&. �
���
����� 
�����' �������� ������
������, � ���� ������	�*���� ����������� ������(�' 
��� ��	��
, ��� ��
�&����, �������* ���
��
 �������� ��E����. 

 
)
�. 1 – �������� � ������
�������  

���������� �������� 
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�����
������ ������ ������ ������
	�� � ������, $���, #������, %���� 
>. �., ������ /. �. [6], [7] � ������� � 	
�����
� ��
���� ��� 	� 
���������� � ����
� ������ ���
 � ������
 [8], [9], [10]. 

 �
������ ������� ���& ������ ��E���� ���������' ��	�. "��� 
������ �
��	���� ����(�' D ����* ����& �����
����
� ����������� � 
������ 2i (i=1,2…m) � (��������& ��	��& x10, x20,... xn0. � �����' �������� 
������
����� ������ D ��
�*���� n – ����
� ������
� ���������. 
���������� ��	��� �����
�� � ��	�� x10, x20,... xn0 � ������� �������� 
�����
��
 � �������
  

zi= (xi – xi0)/ i                                         (5) 
 ������� �� ����' �
����
 �����
�� ��������&* ������ D � 

�����
����
� ��� � N=2n ���E
��
, �����
��
 ��
� ������&&�� ±1. 
��
��� ���
(� �����
�� ���E
� ��� n=2 ������
� � ���. 1. =���� 
��������
��, +� �����(�*�� ������(�' ��� �����(��
 �����
�� z1 � z2 
������&* ���&.  

 
������$ 1 - 

���
(� �����
�� ���E
� ����	��' ������ D ��� n=2 
"���� ���E
�
, i Z1i z2i Yi 

1 -1 -1 Y1 
2 +1 -1 Y2 
3 -1 +1 Y3 
4 +1 +1 Y4 

  
 )��������� ��������E
� �
����, ���
 �������� �������� �
��	* 

�����
����� ���+
�� � ������ (3) ��� �������� ���� ^����� � ��������� 
�
����� �����
�� ����
�� �
E� ������� 	���
 

Y(a0, a1,... ak, z1, z2,...zn)= a0+a1z1+ a2z2+…akzn                                 (5) 
 $����� �
���
, +�� 	
��� ��	�� m, 

��� ��
� � ��������& ������ (1) ���� 
���
���� ��	����, ������&��� 	
��� 
���E
� ��� N 

m = N = 2n.                          (6) 
 �����
��
 ��� ��	�� �������
 � (
�
 
���E
��
. 

 ����
� ��	��� �����
� ������� z1, 
z2,...zn, ��� ���������&��� ����� (6), ������ 
��
��
 �����& ����
��& ��� ��������� n 
– ������� ��������� �������� (��F�). � 
(���� �
���� ����
� � �����
� ������� 
��
��* ���� � ���� ��	���, ��� ������&&�� 
-1 �� +1. ��
��� ��F� ��� n=2 ������
� 
� ���. 1 � � �
�. 2.  

x2 

x20 

4 

1 2 

 z1 

x10 

3 

x1 

+1

0 -1

-1 

+1 

z2 

)
�.2. /
����
 �����
�� 
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 =���� ��������
��, +� � �
���� ��F� ��� ��������' �
����
 
�����
�� * �������
�
�
 ������� ��������: 

0
1

��
�

N

i
jiz           02

1
��

�

N

i
jiz           0

1
��

�

N

i
kiji zz , k ® j                    (7) 

 ���E � �
� ��������* �
����
	����� ���
(� �������
� �����
�� z1, 
z2,... zn �������� (�����, ���� * �����& ���������, ����� – �����& 
��������������. � (���� �
���� ������
 a0, a1,... ak, � �������� (5) ������ 
���
 �(����� � ��������& ������ [6]: 

�
�

�

��/
Nj

j
jijii kiNYaa

1
,..2,1,0,/)z(*          (8) 

� �������� �������� ���+
�
 (5) ��
��* �
�: 
Y(a*0, a*1,...a*k, z1, z2,...zn)= a*0+a*1 x1+ a*2 x2+…akxn           (9) 

 ��+� ��� i-' ��	�
, i=1,2…m, ������ �
����
 � r ���
���
� '' ��	��� Yis, 
s=1,2,… r, ��� �������&���� ���������� �����, ���� E����� ���������� 
�
������' �������&������  

��
� �

���
N

i

r

s
iisv rNYYs

1 1

202 )1(/)(                (10) 

� �
������' ����������  

)/()(
1

202 kNYYs
N

i
iira���� ��� �

�

,             (11) 

�� 0
iY  – ������* ��	���� ��� Yis, s=1,2,… r, Yir – ��	����, ��� ��������� � 

�������& (9), ���� �(��
�
 ���������� ������ (9) � �
���
������ 
��
����& F�E�� ��� N-k � N(n-1) �������� ������
: 

22 / va���� ssF �                                (12) 
B
������� ���
��
 ��� 	� ��	
������ �������� (8) ������&* 

s2
aj = 2

vs  /N                         (13) 
" ����	���� �(��
�� ���‘���� � ����������� ����� (4). ��������&	
 

��	�� �������� ���+
�
 (5) � ���� ���
���� ��	���� � �
����� �������� ���� 
^����� � (9) � �
�� (4), ������
� � ��������� �
����� �����
��, 
���
�*��: 

��



�




�

��
1

1
1

2*
1

1

...)(... nii dzdzaaW =2 n.                (14) 

<������
 �
������� ��� ���� �������� a0, a1,... ak, * �������& � ������&* 
(13), ���� ����� ���������
 (13) � (14) �*�� ������� �(���� ���‘���
: 

W= 2 2
vs                                    (15) 

F����� (15) �� ������* ���
��
 ��	
�����. ��� 	� �
���
����� 
��	��
� ��	
��&����
� ������ (� ���
�� * �����
��& � ���‘��� ��� 
��	�
� (5) � ���
���
� (9) ���������
 ���+
�
 � ��������& ��	����& 
������&* �����*��� �
������' �������&������ (10). |������� ���� � ��, +� 
��	���� 2

vs  * �
������& ���
	
��&, �� �� ��������� n � r ���
�*���� �� 
�����
	���� �	������� �
������' �������&������ ¦2

v. B�� ����������� 
�����
������� �������� ��	���� n * ��������&, ���� ��
 ������ Yi 
���� ��������
 ����
����� �����E���� �
E� ��‘*�� �
����
 r. |����E���� r 
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� ������������� � �������& (10) ��
����� �� ��
����� ¦2
v, �� ����E���� 

���‘���
 W �, ����������, �� ����
+���� ��	����� ������.  
��+� �������� �������� �� * ���+
��& � (��) ����
�� ���������, �� 

������ � )
�. 1, ���� ��� ���������� �������� a0, a1,... ak ���������*���� 
������
� ��������
� �����: 

1. B���������� �������� * ���������
� � ���� �����
�
, ���� 
��
����
�� ���������� ���� � ��� ^�����. " ���E��� ���� � 
�
���
������ ������ (8) �
��	
�� ���
���� ��	���� ��������. 
%�����
�(�� �������� � ��������& ���
���' ������ (9) ���� ���������
�� 
��� ��	���� '' ��������� �
� ����E�, 	
� ����E� ��
���� ��������*���� ��� 
�������� ���+
�
.  

2. " ������� ���� ���� ������
 �� �������(�' �����
	��' ����
 
(4) � �
���
������ ������
� ������ [6] �� ����*���
� ������� [11]. � ������ 
�������' ��	�
 �
���
�����&���� ��	���� a0, a1,... ak, ��� ��������� � 
���E��� ����. ��������� 	
������ ������
����
 � (���� �������, �����
, 
+� ����*���� �����
, ���
��� ����� ��E�
�E��� ������ [12], �&�� 
��������� ��������
.  

�
�����
. �����
 �������
 ����� � ��������� �� ���
�
 ��	�
�
 
��	�����
 �����
�� �
������ � ������ ������(��� [11], [12]. � ���� 
����� ���������� ����
����� �������
 �������
	��' ������ �������� � 
�����
������� �������� ��� �������� �������� �
�� � �������
�
 
�������
 � �
���� ���
������ ������ ������
� ��	�� (1) � � ������ 
�����' �������� ������
������ [6], [7] ���������
� ����
�� �����
���(�' 
�������
� �������� ��� ������� ��������� �
��. |��������� �����
� 
������� � ����(���, ���������
� � ���'�
 �����
���
 � �������
. 
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IDENTIFICATION OF PARAMETERS OF GEOMETRIC MODELS BY THE 

MEHODS OF THE THEORY OF PLANNING EXPERIMENTS 
V. S. Eremeev  

 
The possibility of determination unknown parameters of the equation of the 

surface in case of fuzzy reference points for this surface in multidimensional space is 
considered. The algorithm of building corresponding geometric model using the 
theory of planning experiment is proposed.  
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