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&���	����
���
�
 �&�����, &����
)���:� 8
��
	 � �����
	. ��� ��
 
&�����
���
� �������'�� �
������� ��)��������:� ��
	����
����� 
<�����: � &�
#��	: � 
������
� �������'���. ���������	�� 	
������'�� 
&
��
���� ��!��� <�� &�
#��	:. ���
!���� ����
�� �
�������� �� �
�� 
��&
���
����� «�����» �������: � &�
������
�
 &���	����
���
�
 �������. 
�
��
��
 ���
���, �
#������� �
�
�
�
 
#��&�
����� �
����

�:� 
���
��� ���
�
��
�
 �
���. �
 ����������	 ������
����� �
���� 
&�
���		�:� 	
����, ��&
���
����� �
�
�
�
 &
��
���� �� �
�� &
�#
�� 
&���	���
� &
��
��� )����	:� �&����. 

)���
����
 �������~. "� �3�3�
�� ������
� 
���
������� ��E��
� 
�
�
	 ��������
� �
��
	�3� ��	��
� ��5�����, 
� �����(
� 
�
 ��������&  
������������ � 
��������
�
�� �
E
���� ��
�
�
. ��� 7�
 �
�
	
 �������� � 
�������� 
�
�
�
	������ ��
�
�
� 
 ��
�
	������ ������
����
� ��
�3� 
 
������������. ����& �
���3 ��������  
�������
�
� ������������ 
��
�����
� ��� ��������
� ����
����� �
�
����
	������ ���
��
 ��
��
 
��
�����
 /2 �����
�
, ������������ %. F����� 
 �. ��
����, ����
���� � 
������
�� ����
��� � 7��� ��
��
	���
� ������. B��� � ���, 	�� ��
 ��� 
��
�����

 � �
�

���, 
��������� � [1] ����
�
&� �
�
� �����
�����3� 
�������
	���
� 7�����3 �
�, �
��
���, 
����3 
�
 ����
 ��
 ����������3� 
�
��������
�� 
�������
����3� ��	��. ^
�
� 7�����3 ��
��� �����
�����3, 
���� �3 � ��	�
 ����
� 7����
	���
� ������
�
�. 

&�
�
� �������
� 
�������
�
�. "������� �
 ������
����� ���
	����� 
�
��� �� �������
	������ �����
���
�
& ��
�3� 
 ������������ 
�3�������3� �
 �������
� 30 ���, �
 �
��3� ������ 
����
� ��
������3 
�
���3, � �����3� ��������� 
����� �
��� 
�������
�
�. 

)���
����
 �
�
	
. ����� ��
�
� �
�
�
 �
�
����
	���
� 
������
����
�� )(urr �

� ; ]1,0[%u . )
������
� �������
���
�
� ����
��3� 
��
�3� �
 ������ �
�
����
	���
 �
�
��3� ���������. �����  
������ 2 
���(

 ��
�3�, ���������3� �������3� �������: )(1 ur�  
 )(2 ur� ; ]1,0[%u .^���
, 
�
� ��
�
��, ��� �������
���
�
� ���
��
 ��
�����
 +2 
�������&��� 
�����&+
� ��
 �����
� [1]. 

1)#����
� ������3�����
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                                    � � � �01 21 rr ��
�                                                                  (1)  
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2) #����
� ������3�����
 ������
 ��
�
���
 �� �
��
����
&: 

                                 � �
� ��
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�
�

Tr
Tr
�
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22

11

0
1

�
� ,                                                                (2) 

��� T - �������3� ��
�
	�3� �
�
�����3� ������ � ��	�� ����
���
�  ���� 
���(
�. <	��
���, 	�� 21,��  - ������ ��
�
. ����� ��� �������������
 

1
� >0, 

2� >0, �.�. � ��	�� ����
���
� ���� ���(
� �
�
�����3� ������3 �����3 �3�� 
����
��
��3� 
 ���
��
�����3� 
 ��
 7��� ����� ���
	
���� �� �����&. 

3) #����
� ������3�����
 ��
�
��3 . B�� 
��������
�
� 7���� �����
� 
������������� �������� [2]:  

                                   3
r

rrBk
��

������ ,
� ,                                                                (3) 

��� B
�

 - ������ �
����
�
, k -��
�
��
. 
�����
���� (2) � (3) ����	
�: 

� � � �10 1

2

1

2
2 rTrT ������ ,��

�

 
!!
"

#
�,

�
�  . <����
	
�

1

2

�
�; �  
 ����	
������:  

                                  � � � � � �110 11
2

2 rrr �������� <; 
�    .                                               (4) 

� (4) �������
� �
�
����
 <  ����������� ���, 	�� ��������� 
���
������
� ����
��
��3� �������� �
��� 0. ^
�
� ���
���, �
� �
� 7��� 
�
�
���� �� 
���� ������ �������
	������ ��3��
, �� ��� ����� �3�� 
��
������ �&��� ��
	��
�. ��
 ������3, �����������, �������� ��� �&���� 
������
����
�  � �ur� . F�����
 (3) ��� �����
� ��
�3�, ������
�����3� � �
�� 
� = � (t), y = y(t) ����� �3�� �
�
�
�
 � �
�� : [2] 

2
3

22 )(

''''''

yx

yxxyk
'
'

�
�  

(�����
# 	
��!. <��
�� ��
��
	����� ��
�����
� ������ (1),(2),(4) 
��
 ��������

 ����
����� �
�
����
	������ ���
��
 ���
�3�
��, 	�� 
�������
	���
 ��
�����3� �������
�3 � 7��� ���	
� ����	
&��� ������, ���
 
������� �� ����� ���(

 � ������ ���+���������� �
�, 	�� ��� �
������� �� 
���� ������� �� �
�
������� � ��	�� ����
���
�. ��
	� ����
�
&� �	
���
 � 
����
� 
������
�� �
�
�������� ������
 
 �
�� ����
, 	�� ���� �
 ����� 
�	
�
�� ��
�����3� ��� ��
��
	������ ��
�����
�. ����3 ��E
�� 7�� 
��������, �
��
��� ��� �����
� ��
�3� (��������
��� ������
 ��
�
��� ��
�, 
�	
�
� �� � ���
� ���	
�� �����
�������, � ����
� — ���
(
�������. ��
 
7��� ������&��� �����&+
� �����
���
��. !
�
�����3� ������  ��
��� ��
 
��
���

 ����� ��
��� � �
��
����

 ����
��
&+
� t  �����
	
�
����. � 
#�����!���� �� 
�������
�$ ���Q�
�$ ��������
�%� ������� �����#
� 
�����'� ����"�����
�	 ��� ����������
�	. ���
 �������
�� 7�
� �����
�� 
��
� ��
�
��3 ������� ��
���, �� ��� ��� ����	
���� ������
: 
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2
3

22 )(

''''''

yx

yxxyk
'
'

�
� = , ��� �= +1 
�
 -1. 

<������
�
� 7���� ����� ����	
�� 
�  �
������(

����� �������

. 
B��� � ���, 	�� ��
�
��
 ��
��� – 7�� �������� �������
 ��
���, �� ���� 
������ ���
������� ������
 �
�
�������, 
�
 ����
� ���
�����
� � �
���� 
��	��. % �
� �
� ��
 
������

 ��
�
 ������� ������
 �
�
������� ����
� � 
����
���������& �������, �� ����	
��, 	�� ��
�
� ��
 ���
(
�����3� 
��
	��
�� ��
�
��3 ����� ������ �
��
����
�. 

�����, �
��
���, ���(
� �
�
����
	����� ��
��� �
�
���� �����&+�� 
��������: 

))(1()2)(0()23)(1()231)(0()( 32323232 uuruuuruuruurur 
�

�
�

�� ��     (5) 
#����
� ������3�����
 ��
�
��3 (4) ����� ������ 
��������
�� ������ � 

�
��� �
��: 

                                         � � � � � �110 11
2

2 rrr �������� <;= 
�                                                  (6) 

��� 1r 
 2r  - ��
 ������
� �������
, ;  – ��7��
(
���, ���
�3�
&+
� 
����E��
� ������� �
�
�����3� �������� � ��	�� ����
���
� 7�
� ���������, 

 < – ���
� ���
������
� �����
��
. <����& ���� 
��
�� ��7��
(
��� 1>�= . 
���
 ��
 �������
 ����
���3 �
�, 	�� ��
 ��
 �
������� �� ���� ������� �� 
�
�
������� � ��	�� ����
���
�, �� ����� �����
�� 1�= , 
 ���
 �� �
��3� 
������3, �� 1��= . <������
� ��
	��
� )0(2r�� , )1(1r�� , )1(1r� . B�� 7���� ��� �
	
�
 
�
���� ���
�����3�: 

)23)(1()341)(0()66)(1()66)(0()( 2222 uuruuruuruurur �

�
�

�� ���  
)26)(1()64)(0()126)(1()126)(0()( �

�
�

�� ururururur ����  

�����
�
� � ��
����
� (6): 

)1())1(4)0(2)1(6)0(6()1(2)0(4)1(6)0(6 11111
2

2222 rrrrrrrrr ����� <=; 


����
�  

#	
�3�
� �����
� (1) 
 (2), ����	
��: 

)0(3)1)(0(3)1(3)0()
4

)(0(2)1( 1
22

221
22

22 rrrrrr =;=;=;;=;<
����



 ���       (7) 

� 	
����� ���	
� ��
  1,0 �� ;<  (�����
 �
�
�����3� �������� ���
� 
���(
� � ��	�� ����
���
� �
��3), ����	
�  ��
����
� ��� ���������
� 
��
	��
� �
�
�����3� ��������: 

)0(3)1)(0(3)1(3)0()1)(0(2)1( 122122 rrrrrr ==== ����


 ���                   (8) 

)
������
� ���	
� ����
���
�
� ����
���� ��
��� 
� ��������
� 
��������� �� ��+�� ������� (7). ����� 
������� ��������� ���
��&+
� ��	�� 

 ���
�����3� �
 ������ 
 ��������� 
� �
�. ����
�
� �
�
	� �
��
 
���
�����3� � ���
���3� ��	�
�. #	
�3�
�, 	�� ��
����
� (7) ����� �
�
�
�� 
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�� ���� ��	�
� ����
���
� ���(
� �
�
	
 ����
��� � ��E��
& �
����3  [3]:   
iiiiiii fxCxBxA �

 
� 11  , i=1..n ��7��
(
���3 ������� ��
 01 �� nCA ���
��&� 

�����

���
����& �
��
(�. <��
�� ������� ��
�� �����
��, 	�� ��� ���	
� 
1,0 �� ;<  (8), ��� �

���
���3� 7������3 iB  ��
 1��=  �
��3 ���&, 
 

������
������ � �
��� �
���� ���	
� �� ������
� �����
�
, ����������
� � 
[1] ��� ��������
� ���
��
. B
��� ����� ���
�
��, �
� ����� 
�������� 
�
�
	
� �
�
����
 < � (7), ����������
���� ��
��
���3� ������� �������
. 
<����
	
� it - ��� �
�
�����3� ������3, 
 ir - �
��3� ��	�
, 	���� �����3� 
�����
 �����
 ���
����
� ��
�
�. ^���
 �
 �����
�

 (7), ����� �
�
�
��: 
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))1((3)
4
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))1((3)
4
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))1((3)
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nnnnnn

iiiiii

trrrtt

rrrttt

trrrtt

=;=;;=;<=;

=;=;;=;<=;

=;=;=;;=;<

3..2 �� ni           (9) 

��������, 	�� ����� �������
 �����	
� ��
 �3������

 �����
� 
�

���
������ ������
�
�
� �
��
(3:  iii CAB 
?  [3]      

� ��������� �
����3 (9): 

1)
4

(2 22 
?

 =;;=;<                                              (10) 

)�E
� 7�� ���
�������. � �������
�� ����	
� �
����� ���
������, 
��������&+�& < : 

��

�


�

����+

�
�?

;=;=;<
;=;=;<
4242

4242
22

22

 

<������
� ������ ��
�
(3 <  ,�
��
���, ��
 : 

  1,1 �� =;  :   
�


�

�+
�?

12
4

<
<  
�
 1,1 ��� =; :  

�


�

�+
?

4
4

<
<

                       (11) 

/�����
������, ������ ����� 
��������
�� ��
��
���3� ������3 
�������
, �� ������ ���
 ����
�
�� ��
	��
� < , 
��������(10). /��
� 
�����
��, 	�� �����
� (10) �������� ����
��	�3� �����
��, 
 ��� ����E� 
�����������3� �
����  �������
 ����� �3�� ����
��	�� �����	
��� �
�� ��� 
��� ����&���
� [3]. <��
�� ��
 7��� ���
� 
���� ��
��, 	�� 7�� �����
� �
��� 

����������� � �
	����� �
+
�3 �� �����
� �
 ���� � ������
� �������
, 
��7���� ��
 ��� ������&���

 �
�� ��� ����E� �����������3� �
���� ����� 
��
����
 � �������3� ���	
�� � �������	
����
. "
 �����
�

 ���������3� 

�������
�
� �3� ����
� �����
���3� ������, �����3� ����� ��
 
��������

 ���
��
 ���������� � 
����
�
	����� ���
�� �
��� ��
	��
� 
= �3��
��.  ^
��� �������� ������
�� �
��� < , ������� � ����� ������3 
������	
�
�� �����	
����� �3	
����
�, 
 � ������ ������������� �
����
� 
������
���+
�
. � �
��&	��

 ��
����� ��
���3 ���
���� ��� 1,1 �� =;  ��
 
�
��
	�3� <  ()
�. 1.). 

135



 
)
�. 1. 

 
� ��� 1,1 ��� =;  ()
�. 2.). 
 

 
)
�. 2. 

 
�~���~. ���
�
��, 	�� ������
� ������E
� 
������
� � �����
� 

������3�����
 ��
�
��3 ���������  �
��
�
���
�� �
�
� �����
�����3� 
�������
	���
� 7�����3 �
�, �
��
���, 
����3 
�
 ����
. ��������
��� 
�
�����E
� 
�������
�
� �������� ��������
� 
�
���
	�3� 
�������
�
� ��� 
�
�
����
	���
� ������
�������3� ��
�3� 
 ������������.  
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+)<&Z*(��[ �%���[ 
�. �. ?��&���
, �. _. ?����
� 

 
B�������*���� ��
�
	�
� ������ �� �������
 ���
������ �
�
����
	���� 

���
��
, �
��������
�
� %. F����� � �. ��
����. ��
 ���� ��
��
	��' 
��
���
(�' �
�
�
&�� ���
�
�� �������
	�� �����
 � �������
 � 	
������& 
��
���
(�*&. |
��������
�
 ���
���
(�� �������* �
��E
�
 (� �������
. 
�����E���� ��
���� ������
 �
 �
����� �
���
��
��� «��
�
» ��
�
��
 � 
���������� �
�
����
	���� 
�
����. <��
�
�
 ����
, ����
�
��� ���' 
�
�����	�* ����
��� ����
 ��
�
� ��	
��&�
��� . |
 �������
�
�
 ����������� 
�������� �����
��
� ������, �
���
��
��� ����� �������* �
 �
����� ������� 
�
�
������ ���
�
�
 �
�
�
� ���
��. 
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INFLUENCE OF CURVATURES SIGN ON ACTIONS  
OF PARAMETRICALLY SPLINE CURVES 

V. A. Karpenko, A. Y. Kleshchev 
 

It’s investigated the classical approach suggested by I.D.Fox and M.J.Pratt for 
building of a complex parametric spline. During its practical realization undesirable 
geometric effects and problems with numerical realization arise. The proposed 
modification enables to solve these problems. The improvement was achieved by 
using a “sign” of curvature and conducting of parametric analysis. It was found a 
specific condition providing sufficient conditions for a stable calculation. According 
to the results of the investigation, a program module was created. Using this module 
it is possible to get the desired spline at the expense of parameters selection.  
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