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(��#��� �&��# ��������� � ��������� 	���	���
�% �����	� 

�	&’�����% ����#�� Maple �������'������� ������� &��� ���� n–
������ 	�������. �� ����������� �	����, ����)�� ��� 
���, #���  ����, 
������� �����	� 	������� � ���������	�. 

)������� �������
. # 1788 ��(� =���� ��������  ���(���
� 
��
�(
� �� �
��	���� ������' �����
	��' � �����(�����' ������' �����	��' 
�
����
 � ��������� ''  ������
	�
�  ��'�����. # ��������� =���� ������ 
����������
� ������ ��� ��
�� ������� ���� ����-���' �����	��' �
����
 � 
�
����� ������� ����, �����
� ��  �������� =���� ?? ����. %�� 
��������������  �
����  ������� =���� �
��
��� ���� �
����&,  '���� 
��
� � ����� ����� ����� ��������
�. ^��� � ����������� ��	
��&�����' 
������
 ������ ���������� ������� =���� ������*����  ��������  
�����
�
  �
����
 [1].  

�����
�� (� � ��
���� n-�������� ����
�. 
����
����, +� (�� ����
� ����*���� � ������
� 
���������
� �������� ����
� Li (i=1..n), E������ 
�����	��
� ��� ����& ��
���(��
�
 ������
�
 
��	��
, � ��
� ��������� �����
 � ���
 mi (i = 
1..n). #�������
�
 �����
���
 * ���
 ui (i = 1..n), 
�������� ���������
�
 ����
 � ����
����
 (�
�. 1). 
B�� ����+���� ���&��, +� ����� ���� �������*,  
��	� ��������� �������. 

<�
� ���
���� ����
� � ����
 ����������� 
�
�
��
��
� �
� �
����*���� � ������ ������� 
=���� ?? ���� 

                                   � � 0
i i

L L
t u u
#  D D D

� �! �' 'D D D" �
,  (i = 1..n),                              (1) 

�� ( ) ( )L K n P n� �  - �������; ( )K n - �����
	� ������� �
����
; ( )P n  - 
�����(���� ������� �
����
; iu - -� �������� �����
�� (��� ��� 

����
���& � ����&); i i
du u
dt

' � . 

B�� ��	
������ �����
	��' � �����(�����' ������' �*�� �
��
 [2, 3]: 
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( ) cos( ( )) cos( ( ))
n k

k i i k k
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P n g m L u t L u t
�

� �

#  � 
! �
" �

� � .                     (3) 

� ��������� ��
� ���� n-�������� ����
� ������&�� � �
����� 
�
����
 � n �
�����(����
� ������� �������� ����� ui(t) (i=1..n), ������
� � 
��������& ������� =���� ?? ���� (1).  

����� ������� =���� ?? ���� �
��	* �����
� ������, ��
� �����* � 
���������� ��
�� �
���� ��� �����
	��' � �����(�����' ������' � ������
� 
'� �
�����(�&�����. ��
 (���� ��������� ��������' �����(�' ������� 
=���� ?? ���� �
��
�� �����
����& �
��� (1), �� ��������� �
��	�
 �� 

�
�
 ������
�: ���E��� - � 	��� t,  �������  - «� �������& iu '». ^��� � 
����
 ��������' �����(�' ������� =���� ?? ���� ���������& 
����
���	��& ����& ���� ����
�� �����
 '' ��������� �����
����
 
���(�� ������� ���	��
� �������. # ������ ��� �������� ����’���� � 
��
���� ���
 Maple. 

($�#� ���������
� ������. B�� ������� � ����’����� � ��������� 
�
����� �
���� �
�����(����
� ������� �
����� (1) ��������� �������
 
���������' ���
 ����������� � ��	
��&����� ������
 ����’&�����. $��
 
�������� �������
��� ����������
 ��� �����&����, ����(�' � ����� 
�
���	�
� �
����, ���
���, MathLab/Simulink, Adams/modeFrontier, 
«#���������
�  �������» ��+� [4]. ���
 �&�� ����� �������
 ��
 ������(� 
������� �
���	�
� �
���� �� ���
��& ��������& �
�����(����
� �������, 
�����
�� ���
 ���
� E�
������ '������ �
������. !��� ���� 	��� ����&�� 
��������� � ���
	
�
 ����� ����
���� ���� ����
���. ^��� ��(����
� ���� 
�
��	���� ���
��� n-�������� ����
�, ��� ���*���� � ��������������� 
����’����� �
����
 �
�����(����
� ������� �������� ��������
� �����
�� 
����
� - �����, �������
� ���������
�
 ����
 � ����
����
.  

# ������ [5, 6] ������� ����� �����
������� ��������� �
����
 
���� (�� ��
���) �
�����(����
� ������� =���� ?? ���� 
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D
D

��
�
 

!
"
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'D
D
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u
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;               0�
D
D

��
�
 

!
"
#

'D
D

v
L

v
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dt
d

,         (4) 

�� u' � v'  - ������� � 	��� t ��� ��������
� �����
�� u � v, L = K – P, �� 
����	��� 	���� � �����
	�� ������&,  	���� _ - �����(����� ������&, �� 
���� ����
�� ��������
�
 �
��
.  

B�� �����
������� ��������� � ����
	���� �
����� �
����
 
������� =���� ������� ���� ���� �
���
���� ������� subs(X=A,B), 
��
� � �
��� � �����* ����
�� W � ����
�� �. ^��� ��������
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!
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#

'D
D
u
L

dt
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 � u
L

D
D

 � ����
	���� �
����� ���� ������� 

� ��������& Maple-��������� 
dL_U := subs(W = diff(u(t),t),  

      diff(subs(diff(u(t), t) = W, L), W)); 
dL_U_dt := diff(dT_U, t); 
dL_U_ := subs(W = u(t), diff(subs(u(t) = W, L), W)). 
# ��������� 	��� �������� =���� ?? ���� � ����
	���� �
����� ���� 
������� ��:  dL_U_dt - dL_U_ =0. 
 | ��������� �����
�� ������
� ��	�� (�������
� ����
�, n=2) 
     xa := L1*sin(u(t));  
     ya := L1*cos(u(t)); 
            xb := xa+L2*sin(v(t));  
     yb := ya+L2*cos(v(t)), 
 ���� � ��������� �
���� ��� �����
	��' � �����(�����' ������', �������� 
=���� ?? ���� � �
����
��� Maple ������� � �
�����:  

L 1
2 m1

#

"
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!!

 
�
��d

d
t ( )u t L2 ( )cos ( )v t #
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!!

 
�
��d

d
t ( )v t

2

         (5) 
#
"
!!

 
�
��� 5�5L1 ( )sin ( )u t #

"
!!

 
�
��d

d
t ( )u t L2 ( )sin ( )v t #

"
!!

 
�
��d

d
t ( )v t
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�
���

( )5
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 # ������ [5, 6] ������, �� �
�� (5) �����
 �� �
����
 ���� �������, �� 
'' 	
������ ����’���
 � ��	����
�
 �����
 � �� ������� ����’���
 ���� 
�������
 � �
���
�������
, �� ����
	�� �
��
.  

"������ ���������� ����� [5, 6] �����* � ����, +� �������� =���� ?? 
���� ���� �������� ��������
 �
E� ��� �����
� ��	��� n. # ��� ��E
� 
��	���, �������� �����(�& ���� ������
�
 �����.  

)������� �����#. )�����
�
 ����������
� ������ ��������' 
�����(�' ������� =���� ?? ���� ��� �������
� ��	��� n, ���
  
��������
�
 �����
���
 ����
� * �������� ���
 u1(t), u2(t), …,un(t), 
�������� ���������
�
 ����
 � ����
����
.  

(����� 	��
�. B�� �
������ Maple–������
 ��������� 
���������
 ��	����� ���: 
 - n-��������� ����
���;  
 - ������ ����
� ���� ����
�: L ={L1, L2, …, Ln};  
 - ������ ��	��� �� ������: m ={m1, m2, …, mn};  
 - ������ ��	����
� ����� ����
����: ECC ={Eu1(0),Eu2(0), …,Eun(0)}.  
 "�������� ����
 ������ ����� ����
����: C ={u1(t), u2(t), …,un(t)}. 

�
��	*�� ���������
 �����-�������� � E�
������� ��� �����' ��
 � 
�
����� ��
���:  
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x := [ L[1]*sin(u[1](t))]; 
y := [-L[1]*cos(u[1](t))]; 
for i from 2 to n do 
x := [op(x), x[i-1] + L[i]*sin(u[i](t))]; 
y := [op(y), y[i-1] - L[i]*cos(u[i](t))]; 
od: 
 <������ op ��
��	��� ��� «�
��������» �������� �� �
����,  
��������� seq  �����&&���� ������������� �
����. 
 r := [seq([x[i],y[i]],i=1..n)]: 
 vv := map(x -> map(diff,x,t), r): 
 <������ map ��������* ���(����� �� ������� ������ �� ��
���. 
"��
���, map(x -> x^2, x + y) ���	* x2 + y2. 
 B�� ��������� �����
�
 ������������� ��� ��������� �
���� � 
�������� �
�����, �����
� ��� n:   
seq_P := seq(u[i](t),i=1..n): 
seq_V := seq(diff(u[i](t),t),i=1..n): 
seq_A := seq(diff(u[i](t),t,t),i=1..n): 
seq_M := seq(m[i],i=1..n): 
seq_L := seq(L[i],i=1..n): 

B�� ��	
������ �����
	��' ������' �
��	
�� ����(�&, ��� ���� 
���������� � E�
������� ������+���� ������
� ��	��: 
 v1 := x -> combine(collect(x[1]^2 + x[2]^2, 
[seq(diff(u[i](t),t),i=1..n),seq(L[i],i=1..n)])): 
 ^�� ������� combine ��’*���* ������� �
���� � ��
�,  ������� 
collect ��
�* �����(�*��
 ��
 ������
� ��������. # ��������� ������*�� 
�
�� ��� �
��	���� ����� E�
������: 
v2 := map(v1, vv); 
 B�� ������*�� �
��
 � �����	���� �
����� ��� �����
	��' � 
�����(�����' ������', �� ��������� add ���������*���� �
��:   
 K := add(1/2*m[i]*v2[i], i=1..n); 
 P := add((add(L[j], j=1..i) + y[i])*m[i]*g, i=1..n); 
 # ��������� ������*�� �
�� ��
�� �������� =���� ?? ����: 
 Lag := K - P: 
 ��������
�
 � �����	���� �� ����
	���� �
����� �
��
 �����
	��' � 
�����(�����' ������' ��������� � ��������& ����������:  
Lag1 := [seq(diff(subs(qd=diff(u[i](t),t), 
diff(subs(diff(u[i](t),t)=qd, Lag),qd)),t),i=1..n)]: 
Lag1 := [seq(Lag1[i] - subs(qit=u[i](t), 
     diff(subs(u[i](t)=qit, Lag),qit)),i=1..n)]: 
LAG := map(collect, Lag1, 
          [seq_A,seq_V,seq_M,seq_L]): 
 ^�
� 	
��� ���� ��������� �
�� ��� ������� �
����
 
�
�����(����
� ������� =���� ?? ���� ��� ���������� ��	���� n.  
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 B�� ����’����� �
����
 �
�����(����
� ������� ���� ��	����� 
����
 � �
�����:  
seq_CIP := seq(u[i](0)=u0[i], i=1..n); 
seqCIV := seq(D(u[i])(0)=0, i=1..N); 
 ����� ����’������ �
����
 ������� �
���*�� '' ������������ ��, +�� 
� ����� 	��
�� ������� �������� �����
�� �
E� ����� �������. B�� (���� 
�
���
��*�� ������� genmatrix �� ���������
 linalg:   
seq_LS := seq(seq_A[i] = z[i], i=1..N); 
A := genmatrix(subs(seq_LS, LAG), 
               [seq(z[i],i=1..N)], b); 
zz := linsolve(A, b): 
 "��
���
� ����’���� {u1(t), u2(t), …,un(t)} �
����
 �
�����(�-���
� 
������� �����
�� � ��������& ������� dsolve:   
EDSol := dsolve({seq(seq_A[i]=zz[i],i=1..N), 
        seq_CIP,seq_CIV},{seq_P}, 
    numeric, method=rkf45, output=listprocedure); 
 ^��� ����’���� ���� ��������� � �
����� ���� � 2n+1 ����������
: 

1 1 2 2[ , ( ), ( ), ( ), ( ), ..., ( ), ( )]n n
d d dt u t u t u t u t u t u t
dt dt dt . 

 ��
 (���� ���� ����
�
, +� � ���(��� ����’����� �
����
 ������� �
 
������*�� �������
�� ���������� ������	���� Maple, �� ��
�&	
 � 
�������� ������� '� �����
	���� 
��������� � ����
���� ����’����� 
���' ��	�. �� ����� ���*���� � 
���
�
��
� ������� ���
��' ��������� 
���
����	�� Maple ����� ������	��' 
�����
 �� �
�����&,  ����, ���&	
 
� ��, +� �������� ������ Maple 
������� � ��E� ����’&����� ������
, 
�� �
���� ����’&�����' �����
 Maple 
����E� �����	�� ���������.  

*������ (��$ n = 5). )��������� 
�����
� �
���� ���������� �’��
�������� ����
� � ��
���� ����
 
�’*����� ����� � ����� (�
�. 2). "��� ����� ���' ��	� F ���’*����� ��� 
��	�
 A � �’��
����� �
���� ��������� ��	� ����
�� � ���� �������. ^���� 
��������� �
��(��, ������ ���
���& �’��
�������� ����
� � 
��
���(���& ��	��& F � � �������� ��	����
� ����� C F {0, -�, -�, G/2, G + �, G 
+ �}, �� 

                                  3

1 2

arcsin
2( )

L
L L

�
#  

� ! �
" �
. 

 "��� L ={1,1,3,1,1} � m ={1,10,10,1,1}. " �
�. 3 �������� ����
 
������+���� ���� ����
� � ����� �������
 ��	
��&����
� ������.  
 

 
)
�. 2. /��� *����� 

����� � ����� 
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 � 

� � 
)
�. 3. /���
 ������+���� ���� ����
� � �������
 ������:  

 - t = 0..25; � - t = 0..50; � -  t = 0..75;  � - t = 0..100. 
 

�
������. ������ � ����
��� �
���� ������� ���� �����	�
� �
���� 
������� �� ����
��� ���
� ���������� �����������. # ������ ������, �� 
��	��� �
���
 �� ��������� �����	�
� �
���� ���� ��������
 �����
 
����
���	��' ���
 Maple, (
� ��
� ������	
�E
 ����
����� ����� 
���������� � �������(�' ��'*�� �����������. 
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DESCRIPTION OF MOVEMENT OF A N-LINK PENDULUM 
BY MEANS OF OPERATORS OF MAPLE SYSTEM 

L. N. Kutsenko, R. M. Kolochavin 
 

The compilation method in the environment of mathematical system of 
computer algebra of Maple of differential equations of the description of movement 
of n – link pendulum is developed. As the generalized variables dependent on time, 
the angles formed by links of a pendulum with verticals are selected. 
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