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����
���
�	 �
�������� �����
�%� #������ �����
�, !. W���� 
��� «W��������	 ������
�
�	 �
��������», �����
� 

 
(������� �����������
��� �&��# �����
���� ����'�+���� 

�������� -�������, ��� # ��#��&�
��� 2G -'����
��� �������� �� 
���’����.  

)������� �������
. " ����
(� ��� 	� ����������� �
����
 � 
���
	�� ���
���� � ��������& ����������� ������, ���� ��������
 
����
�
 ��
� �� ����E� 	
��� ��������, +� �
��	&�� '' ���. "��
���, 
���� �����
 �������� �����E���' �
�
 ��������, �� '' 	�����. ��� (�*' 
���(����
 - �'�����
, 	
 �� �
����* �
���� ��(�������� �� ������
	���� 
���������� � ������ ������ �������� �������� [1, 2]. ^�
� 	
���, ���� 
��������
��, +� �
����, ������ ����������� � �� ����
�� �����
� 
�����E��� �� ������E��� ������ ���
��� �
�������� «E���». 

($�#� ���������
� ������. |����� [3] ������	
�� ���
 ��������, +� 
������	&���� � ������������ ������. B
������
� ���� ��	�� ����* � 
������
	�
� ������  ���
����. |����� ��
� ����* � ����������
	�
� 
��� ���
	
���
�  ��������� 	�����
 �����������
� ���
	
�. # �
���� 
���������' ��
��' �* ���� �����&��
 ���(�� ��������
� ������������ 
E����� �������
 �(t) �� ����(�' �(t + T). 

$�������
� ���� ��	�� ���� ����	
�
 ��� ��, +�: ) �
���	� �
���� 
�* �� �
���� �
������ �
���
, �� E�� � �����; �) ����
� �
��
� 
�������, �� �
�
�(�� � �
����� ���� ���� - ��� ��������
 ��������� 
�
���
���
 �����
� =������; �) ������*���� ����������
	�
� ��� �� 
����� �� ����E
� 	
���� ������&	
� �����������
� � ���
	
��& 	����.  

B�� ����
	�
� ���������� ��������� ����
�� �������
 ��
� ���� 
��������, ��� � ������	
�
 �
���	��� �
����� ��!�"���

$ �� ������
�%� 
���
�.  <����& ����' ���
	����� ���� ����
�
 �������� (
���	�
� 
����
� ��*������ ����’����� �������� B������.  

^��� ��� �����E
� �������
	�
� ���������� ������
�� � �
��	���� 
��	��� �������� �������� B������, ��� � ������
�
 �������
 ���
	�����.  

)������� �����#. )��������
 ��������
	�
� ������ �
��	���� 
�����(�*���� �������� B������, ��� � ������	
�
  
2G- (
���	�
� ������ ���� ����’����.  
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(����� 	��
�. /��	��� ���������� �������� B������ �
����� 
 

                                      03
2

2

�
�
 cxbx
dt
dxa

dt
xd

.                               (1) 

J���
 ������ G2 -������
	�
� ����’���� �������� (1) ��
 ��	����
� 
����� Fx �)0( ; 0)0( �x� , �� F - ������� ���
���.  

#��� 0)0( �x�  ����* � ���
� ������ ����’���� ��������. | 
��������� ����, +� ���� � ������ ����’���
 ������ ���������
�� �
E� 
����
� ������, �� ����’���� �������� (1) ����*�� � �
����� ���� F��’* �� 
���
���� �����
� �������: 

                                               
�
�


�
N

n
tnnAtx

0
)12cos()( .                              (2) 

 
�
� ���������*���� ��	���� ���� 0)0( �x�  � ���� G2 -������
	����� 
����’����. ��������� (2) � �������� (1) �* �
����� � N+1 �����'	���� 
�������� �������� N+1 �����(�*�� F��’*: 
 

          
�
�

� 


�


�
�

N

n
ntnAantnnA

N

n
n

0
))12)()12sin((())12)()12cos(((

0

2
         (3) 

                                
�
�

��
�
 

!
"
# � 
�



�

N

n
tnActnnAb

N

n
n

0
0))12sin((())12cos(((

3

0 . 

  
#������� ��	�����' ����
 Fx �)0(  �������* ������
 �������� 

�������� ��� �����(�*���� F��’* 
�
�

��
N

n nAFA
10 . ^���, ��� ���������� ����
 

«��������� ������� ������&* ��������� �����
�», �
����� (3) ���� ������
�
 
+� � ��������& ������& – ���
� �� �����(�*���� a, b 	
 c. <����* �������� 
�������* �
��	�
 �����(�*��
 �������� B������, ��� ������	�� (
���	�
� 
������ ���� ����’����.  

�����
�� (� � ��
���� �
���� ��	���� ������ �. B�� (���� � 
�������
����� ���
��, � ��������& %���� ����
� ��������� [4-7], 
��
�&���� ���
���� ���
	
�
 a, b � c ��, +�� ���� ��*������ 
«������» E���� (
���	��. ^��� ����’���*�� �
����� ������� (3), 
������&	
 ��	����� ��	���� � = �0.  

�
������ ��������� � ��������& �������' �aple- ������
, �� 	���� 
N = 21 ����	��� ��������� 	����� � ������� F��’*. 

/��	��� ��
��&���� ����’���� � ���� �������: 
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 x := sum('A[n]*cos((2*n+1)*t)', 'n'=0..N); 
x A0 ( )cos t A1 ( )cos 3 t A2 ( )cos 5 t A3 ( )cos 7 t A4 ( )cos 9 t A5 ( )cos 11 t5
5 5
5 
5 
5 
5 := 

A6 ( )cos 13 t A7 ( )cos 15 t A8 ( )cos 17 t A9 ( )cos 19 t A10 ( )cos 21 t5
5 5
5 5
5 5
5 5
5

A11 ( )cos 23 t A12 ( )cos 25 t A13 ( )cos 27 t A14 ( )cos 29 t A15 ( )cos 31 t5
5 5
5 5
5 5
5 5
5

A16 ( )cos 33 t A17 ( )cos 35 t A18 ( )cos 37 t A19 ( )cos 39 t A20 ( )cos 41 t5
5 5
5 5
5 5
5 5
5
A21 ( )cos 43 t5
5

 

 xt := diff(x, t); 
xt A0 ( )sin t 3 A1 ( )sin 3 t 5 A2 ( )sin 5 t 7 A3 ( )sin 7 t 9 A4 ( )sin 9 t� 5�5 5�5 �5 �5 := 

11 A5 ( )sin 11 t 13 A6 ( )sin 13 t 15 A7 ( )sin 15 t 17 A8 ( )sin 17 t5�5 5�5 5�5 5�5

19 A9 ( )sin 19 t 21 A10 ( )sin 21 t 23 A11 ( )sin 23 t 25 A12 ( )sin 25 t5�5 5�5 5�5 5�5

27 A13 ( )sin 27 t 29 A14 ( )sin 29 t 31 A15 ( )sin 31 t 33 A16 ( )sin 33 t5�5 5�5 5�5 5�5
35 A17 ( )sin 35 t 37 A18 ( )sin 37 t 39 A19 ( )sin 39 t 41 A20 ( )sin 41 t5�5 5�5 �5 �5

43 A21 ( )sin 43 t5�5 .

 

 xtt := diff(x, t, t); 
xtt A0 ( )cos t 9 A1 ( )cos 3 t 25 A2 ( )cos 5 t 49 A3 ( )cos 7 t 81 A4 ( )cos 9 t� 5�5 5�5 �5 �5 := 

121 A5 ( )cos 11 t 169 A6 ( )cos 13 t 225 A7 ( )cos 15 t 289 A8 ( )cos 17 t5�5 5�5 5�5 5�5

361 A9 ( )cos 19 t 441 A10 ( )cos 21 t 529 A11 ( )cos 23 t 625 A12 ( )cos 25 t5�5 5�5 5�5 5�5

729 A13 ( )cos 27 t 841 A14 ( )cos 29 t 961 A15 ( )cos 31 t 1089 A16 ( )cos 33 t5�5 5�5 5�5 5�5
1225 A17 ( )cos 35 t 1369 A18 ( )cos 37 t 1521 A19 ( )cos 39 t 1681 A20 ( )cos 41 t5�5 �5 �5 �5

1849 A21 ( )cos 43 t5�5 .

 

 � ��������� ������*�� ���
���� ������������ �������� (1): 
 
   f := xtt = a*xt + b*x - c*x^3; 

f
#

"
!!!

 

�
����

5�5n 0

N

( )�An ( )cos ( )5
52 n 1 t ( )5
52 n 1 2 w2 #

"
!!!

 

�
����

5�5n 0

N

( )�An ( )sin ( )5
52 n 1 t ( )5
52 n 15
5 := 

b
#

"
!!!

 

�
����

5�5n 0

N

An ( )cos ( )5
52 n 1 t c
#

"
!!!

 

�
����

5�5n 0

N

An ( )cos ( )5
52 n 1 t
3

5
5 5�5

 

  
 B�� �����&���� �������
 ���
(�: 
 unassign('t'): t: 
 for i from 0 to N do 
 t := evalf(2*Pi*i/N): 
 f[i] := evalf(xtt = a*xt + b*x - c*x^3): 
 end do: 
� ��	
��&*���� ��
� � �
�, ������&	
 ��	����� ����� Fx �)0( : 
 
 A[0] := F - sum('A[n]', 'n'=1..N);  
A0 0.815 A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10 A11 A12 A13 A14 A155�5 5�5 5�5 �5 5�5 5�5 �5 �5 �5 �5 �5 �5 �5 5�5 5�5 := 

A16 A17 A18 A19 A20 A215�5 5�5 5�5 5�5 5�5 5�5 .
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B�� 	
������� ����’����� �
����
 ������� ���� ����� ��	����� 
��	���� – ��� �����(�*���� A[i] = 0.1, � ��� ������ c=3. J���
� 
�������� ������*�� ����� ����’����� �
����
 ������� � ��������& 
�������: 

 
 sol := fsolve({seq(f[i], i=0..N)}, 
               {seq(A[i] = 0.1,i=1..N), c=c0}); 
sol 5�5c 2.5 5�5A16 0.464190899110-6 �5A18 0.170710035310-5 �5A20 0.01008557580, , , ,{ := 

5�5A6 0.709807338610-5 5�5A4 -0.655670580510-5 5�5A5 0.606672372310-5, , ,

5�5A3 -0.00001684835921 5�5A2 0.00005279642507 5�5A15 -0.752757900610-6, , ,

5�5A13 -0.116987314510-5 5�5A11 0.144004079710-5 �5A9 -0.212319531610-5, , ,

5�5A8 -0.462077105710-5 5�5A7 0.382991639810-5 5�5A19 0.0002082622271, , ,

5�5A21 -0.009238605411 5�5A17 0.706246409710-6 5�5A1 0.002664188167, , ,

5�5A10 -0.126824819110-8 5�5A12 0.213269333210-5 �5A14 -0.140044133010-5, , }  
  assign(sol); seq(A[i], i=1..N);  

5�5B1 0.002664188167 �5B2 0.00005279642507 �5B3 -0.00001684835921, , ,

5�5B4 -0.655670580510-5 5�5B5 0.606672372310-5 5�5B6 0.709807338610-5, , ,

5�5B7 0.382991639810-5 5�5B8 -0.462077105710-5 5�5B9 -0.212319531610-5, , ,

5�5B10 -0.126824819110-8 5�5B11 0.144004079710-5 �5B12 0.213269333210-5, , ,

5�5B13 -0.116987314510-5 5�5B14 -0.140044133010-5 5�5B15 -0.752757900610-6, , ,

5�5B16 0.464190899110-6 5�5B17 0.706246409710-6 5�5B18 0.170710035310-5, , ,
5�5B19 0.0002082622271 5�5B20 0.01008557580 �5B21 -0.009238605411, ,

 

 
%�� (� ��	���� ������� � ������ ����. B�� �������� '� � 	
����
� 

����� �
���
��*�� (
��: 
 

 for i from 0 to N do 
 B[i] := convert(A[i], float): 
 end do: 
 cc := convert(c, float). 

 
B�� ��������� ��������� ��������� ��������� ������
�
 ������� 

�����(�*��
 � ����� ���
����� ����’����: 
xx := sum('B[n]*cos((2*n+1)*t)', 'n'=0..N); 
 

xx 0.8112378114 ( )cos t 0.002664188167 ( )cos 3 t 0.00005279642507 ( )cos 5 t
5 
5 := 
0.00001684835921 ( )cos 7 t 0.655670580510-5 ( )cos 9 t5�5 5�5

0.606672372310-5 ( )cos 11 t 0.709807338610-5 ( )cos 13 t5
5 5
5

0.382991639810-5 ( )cos 15 t 0.462077105710-5 ( )cos 17 t5
5 5�5  
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0.212319531610-5 ( )cos 19 t 0.126824819110-8 ( )cos 21 t5�5 5�5

0.144004079710-5 ( )cos 23 t 0.213269333210-5 ( )cos 25 t5
5 5
5

0.116987314510-5 ( )cos 27 t 0.140044133010-5 ( )cos 29 t5�5 5�5

0.752757900610-6 ( )cos 31 t 0.464190899110-6 ( )cos 33 t5�5 5
5  
0.706246409710-6 ( )cos 35 t 0.170710035310-5 ( )cos 37 t5
5 5
5
0.0002082622271 ( )cos 39 t 0.01008557580 ( )cos 41 t 0.009238605411 ( )cos 43 t5
5 5
5 5�5 .

 

  
 " �
�. 1 ������� ����� ��������� ����’����, ����������� � 
��������& ������
:   
 
  plot(xx, t=0..2*Pi, numpoints=1000, color=red, 
 axes=BOXED,thickness=3, axesfont=[TIMES,ITALIC,14]); 

 

 
)
�. 1. @���� ���
������ ����’���� �������� B������ ��
 N=21  

 
@���� ��������� ����’���� �* «����
���������
�» ������, 

��������
 ����� * «���
��������» ������
. ��� (� ����	
�� ����� �������' 
����’���� (�
�. 2), ��������
� � ��������& ������
: 
 dxx := diff(xx, t); 
 
dxx 0.8112378114 ( )sin t 0.007992564501 ( )sin 3 t 0.0002639821254 ( )sin 5 t� 5�5 �5 := 

0.0001179385145 ( )sin 7 t 0.00005901035224 ( )sin 9 t5
5 5
5
0.00006673396095 ( )sin 11 t 0.00009227495402 ( )sin 13 t5�5 5�5
0.00005744874597 ( )sin 15 t 0.00007855310797 ( )sin 17 t5�5 5
5

0.00004034071100 ( )sin 19 t 0.266332120110-7 ( )sin 21 t5
5 5
5
0.00003312093833 ( )sin 23 t 0.00005331733330 ( )sin 25 t5�5 5�5
0.00003158657492 ( )sin 27 t 0.00004061279857 ( )sin 29 t5
5 5
5
0.00002333549492 ( )sin 31 t 0.00001531829967 ( )sin 33 t5
5 5�5
0.00002471862434 ( )sin 35 t 0.00006316271306 ( )sin 37 t5�5 5�5
0.008122226857 ( )sin 39 t 0.4135086078 ( )sin 41 t 0.3972600327 ( )sin 43 t5�5 5�5 5
5
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 plot(dxx, t=0..2*Pi, numpoints=1000, 
color=red,axes=BOXED, 
thickness=3, axesfont=[TIMES,ITALIC,14]); 

   

 
)
�. 2. @���� �������' ����’���� �������� B������ ��
 N=21  

 
 B�� ����������, � �
�. 3, ������� �����
 ����’�����, ������
� 
«E���
�
» ��������
 ���(���� maple.  
 

  
 � 

)
�. 3. B�� �������� B������ (1)  
� �������
   a=0.002;b=0.4:c=2.5:F=0.815: 

������� �����
:  - ����’����  � - �������'  
 
��
��� 1. � �������
����� ���
�� ��
�&���� ������
 a = 0,002;  b = 

0,4;  c = 2,5;  F = 0,815. " �
�. 4 ������� ����� ��*�����&, ���������� (
� 
������� ��
 0 + t + 2G. /
����� ������� (3) ����’���� � ��	����
�
 
��	�����
 c0=2,5 � %k=0 (k=0..36). ����� ����’����� ������� c = 3 (�
�. 4�).  
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 � 

)
�. 4. F���� ��*�����' �������� (2.5):  - ��
 c=2,5;  � - ��
 c=3   
 

B�� ���������� �������� B������, �� ������*���� ������� F � 	���� 
� �����E���' ��'. 

 
��
��� 2. " �
�. 5 ��
 0 + t + 2G ������� ����� ��*�����& ��� 

�������� a=0,002;  b= 0,4;  c= 7;  w= 1;  F= 0,815. ���������� �� (���� �
���� 
�
����� ������� (3) ����’���� � ��	����
�
 ��	�����
 c0 = 7 � %k = 0 (k = 
0..36). ����� ����’����� ������� c = 5,87 (�
�. 5�).  

 

 

 � 
)
�. 5. F���� ��*�����' ��������:  - ��
 c=7; � - ��
 c = 5,87 

 
^��� ���� ��������� ��	
������ ������� F��’* ��� N = 49. )�������
 

�����
 �������
� ������ ����’����. ^�
� 	
���, ���������
� ������ 
��#���$b ��#
����� ��&� �����
��� ��#�’$#��, �� ��	
��&&	
 ����� 
����’����. �� ���
�� ��
 ����’����� ����
	�
� ��	 ��
 ������������ [4-
7]. 

�����	�� �
����
 � �����(������ ���� ��������
 �� �
���	�� 
�
����
 �� �������
� ��'����� [8]. B�� (���� ���� ����’���� �
����� 
�
�����(����
� ������� �������� ������� �� �����
�
 x, v � ;: 
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     v
dt
dx

� ; � �� �3
( 1) 1 1

dv dx dx dxx xdt dt dt dt
; <� � � � 
 � 
 ; 

2x
dt
d


�� 9;;
,     (4) 

 
B�� �������� ���
	���� (
��� ����
� ��*������ ������� B������ ��
 

9 = 0,01 � < = 0,24 ���� ���������� ������� ��	����� ����
: x0 = -0,32; v0 = 
0,12; ;0 = 1,1. � ��������� ���� ������� ������
 �������������� (
���, 
+� ������
�� ���	�
�
 ���������� ����� ��*�����& (�
�. 6).  

 

  
 � 

)
�. 6. ��
��� �������������� (
��� �������� B������. 
 

" �
�. 7 �������� ����������
� (
��, ������
� ��
 9 = 0,1 � < = 0,255 � 
� ��	����
�
 �����
 x0 = -0,028;  v0 = 0,082  ;0 = 0,91. 

 

 
)
�. 7. ��
��� ������������� (
��� �������� B������ 

 
 �
������. )��������� ��������
	�
� ������ ��E���  

2G-������
	�
� ����� �������� B������, +� ������
�� �
��	�
 ��� 
������
 �������� B������, ��� �������
����� ���
	����� '�  ����’�����. 

 
<������� 
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INTERACTIVE METHOD OF DETERMINATION 
CYCLICAL SOLUTIONS OF THE DUFFING’S EQUATION 

M. M. Piksasov, I. U. Adashevskaya, N. A. Drigval 
 

The graphic with analytical method of determination of coefficients of 
Duffing’s equation which would provide 2G -cyclical character of its decision is 
considered. 
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