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W����
����	 
���
���
�	 ���
�
�	 �
��������, �����
� 

 
-�� �������&�� ����
���� ���	���� (77>) ������ &����� 

&#����� ��#���	��
��� #���� �� �&	�� 	���� (��'�.  
������ &���������� ������ ����������� ���	�� #������ ��� 
������� 77>. 

)������� �������
. ��
 ����’����� �����
� �����
	�
� ��	 
���
���
�
 ������
, ������ ������� ����	���
� ��������� (�/�), 
����
����� ��	��
� ���������
� ����’&����� (�!) �
����&���� 
�������
�
. ^��� ����* ������� ���
���(�' �����
� ������� � ����& 
����
+���� E�
������ ��������� ���
���
� ����’����� �� ��	�
�, ��
����� 
�
��� �� ��	
��&����
� �������� �!, +� �������* ������� ���E
�
�
 ����
 
����
	���� ���������� (
� �������.   

&���� ������
� ���������! � ������"��. # ������ [1-3] ����&���� 
��
��� ����(�' ����	���
� ���������, ��� ��	�� ���������&�� ��������� 
�����, ��� ��
� E��&�� ���
�����. �� �����* �
���
� ������� 
�����
�(�' � ����+�* E�
������ ��������� ���
���
� ����’�����. 
|��������� (
� ��
��� ��
 �����(�' �/� � �! (������ � 
������
��
��
: Core (TM) 2 CPU, ����� 	���� 1,86 GHz, <|�  
2,00 @$) ��
���
�� �� ��� ��
�������� ��� ���
����	 	�� ����’����� 
����
	�
� ��	 [4-7]. ^��� � ������ [8] �����
 ����� ����
����� 
�������
 �������������� ��
�� ��� ������
������ ����	������ ������� 
������� ������� � ��������& ������ )��(.  # (���� �
���� ��
��� ����(�' 
���
��&���� � �
����� �����, ��� ����&���� ������
�� //� �� ���������
� 
������	�
� ����(��. ����� ��
�
 ������ ��
��
 ���������	�
�
. ^�� 
��	
��&����� ������
��
�
, �� ���� ���
(� ���������� � 	
��� 
������������� ���
(� @�� � ����� ����
�
 2L , * ����
	�� ������
�
 ��� 
��
���, ��������
� � ������� F��’* [1] � � ������� )��( [8]. %�� 	� 
��	
������ ���
(� ���������� � ��������� �
���� ����E�*���� ��
��
��� 
� 15 ����. 

4��! �����. �������
�
 ���������� ���������
 ��
��
� ����(�� //� 
� ������ �������
 ���������	���� ��
�� ���  
//� �������� ������� � ��������& ������ )��(. ��������
 ��	
��&����� 
������
��
�
 ����������, ������	���� � ���������	���� ��
��� 
������������� //�. 
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)
�. 1. //� �������� ������� 

(����� 	��
�. $�
��� 
����(�' ���������� �������������� 
��
�� ������
������ ������������ 
����	������ ������� �������� ������� 
2 3iNS  � ������
� �����
��� L1O  

��� ������ � �1;11 ��U  � �
�
 

!
"
# �� 1;

3
1

2U  

(�
�. 1) �&�� �
����: 

 

� �� � � �� �22
1 91011

32
1 L1L1 

����NS ; 

� �� �� �1L1 3111
32
9 2

2 ����NS . 
(1)

�� � � ������ [8] � �
���� //� ������� �������, ��� ���������� 
�
���� ���������	�
� ��
��
� ����(�� �� ������������& ���������& 2 3iNR  
����’����� ��	� B�����* ��� ������ � �
����� //� �������� ������� (�
�. 1) 
�� ���
	�
�
 �����
, ��� ������&�� �� �������
�
 ��
��
�
 ����(���
 
(1), ������� )��(: 
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�
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2
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0

NSNR

NRNR

I

L1  (2)
�
�

�


�
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�
D

D



D

D

22

2
2

2

2
2

2
0

NSNR

NRNR

I

L1  (3)

B�� ����’����� ���
	�
� ��	 �
���*�� ���������� ����
: 
111 NSWNR 
� ; (4) 222 NSWNR 
� . (5)

|���
 (4) � (5) ���������� ���
	�� ��	� (2) � (3) � ���
	�� ��	� ��� 
�������� ������ �� ������
�
 ���
	�
�
 �����
: 

� �� �
�
�

�


�

�



���
D

D



D

D

0

321
8
9

1

2
1

2

2
1

2

IW

WW 1LL1
L1  (6)

� �� �
�
�

�


�

�



��
D

D



D

D

0

991
16
9

2

2
2

2

2
2

2

IW

WW 1LL1
L1  (7)

)���’���
 ���
	�
� ��	 (6) � (7) ������� )��( ������ E���
 � 
�
����� 	��
��
� ��� ��������
� �����, �����
�E
��, ���
���, ��������
 
�������� �������: 

� �� � � � � �
�
�

�

 

!
!

"

#



��/ � ��

�

�


��

3

1

66

0
0

22
1   11

i

ji

ij

ijji
ij

i

ii
i kkW L1L1L1L1 ; (8)
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� �� ����/ 22
2 11 L1W � �

�

�


�

6

0

6

0
  

i

ji

j

ji
ijk L1 .  (9)

|�	���� �����(�*���� � 	��
��
� ���� (8) � (9) ���
��&��,  
��������&	
 ��
� ����(����:  

min2
22

*�
�

�

 

!
!

"

#

�

�

 
!
"

#
D
D


�
�

 
!
"

#
D
D

�� L1
L1

ddWfWW
ii

ii , (10)

�� 2 ,1�i ; � �� �1LL1 321
8
9

1 

���f ; � �� �1LL1 991
16
9

2 

��f .  

�����	
��, +� ��
 ��������� �
��� (9) ����(�' 2W  �������� �
��� 
�
����
	����� ����� ����(�' �������� ���+
�
 0�1 , �� (� �* ���(� � 
������ [8] ��� �����	��' ����(�'.  

����� ���������� ��	��� �����(�*���� � �
��� (8-9) � �������
 (4-
5) ���
��*�� �
��
 ���E
� ���� ��
��
� ����(��  �� ��
�� 2 3iNR . �
��
 
��E
� ����(�� ���
��*�� �� �������
	�
� ��������, ��������&	
 ������
 
������������ �����
��. �
������ ��	���� �����(�*���� � ���� ����� �� 
��������� 	���� '� ������������. ����������� ��� ������
 ���������
� 
����(�� �� ��
��� 2 3iNF  � 2 3iNR  �������� �� ���������&���� (�
�. 2). 

�
�����
. ��������
� �����
 ��
� ��� //� �������� ������� 
2 3iNR  � �����
� �� �����
 [1] ��
� 2 3iNF  �&�� ��
���� ��	
��&����� 
������
��
�
 (���. 1), ��� * ��+
�
 � ���������� ������
��
�
 
���������� ��
�� 2 3iNS . ��
	��� 	� ��	
������ ���
(� ���������� � �! 
�� ������
��
��
, ����
�
 � ��	��� �����, ��� ��
�� 2 3iNR  �� 
��
��
�
 ����(���
 � �
����� ��������� 10-��� ������� ��
��
��� � 100 ���� 
���E
�, ��� ��� ��
�� 2 3iNF  �� 5-� ������
 � 	��
��
� 
��
��������
	�
� ����. 

)�������
�
 ����!_
� ���������!. "������ ������(�& ����
 
����&�� ��
����
�
 ��������� ����
	���� ���������� ��
���, 
��������
� � ������� )��(, ��
 ����’����� ��������
� ��	 �/�. 

 
������$ 1 

H�����
��
�
 ����������
� ��
��� //� ??? ������� 
 

H�����
��
�
 
$�
�
 //� ??? ������� 

2 3iNS  2 3iNF  2 3iNR  
/��� ���
(� ���������� 39,40 17,35 17,36 

�
��� ������������� 
���
(� @�� � ����� 2L  83,99 34,88 36,36 
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�) �) 

�) %) 
)
�. 2. @����
 ��
��
� ����(�� //� ??? �������:  

�) – 1NS ; �) – 1NF  �� 1NR ; �) – 2NS ; %) – 2NF  �� 2NR . 
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USING THE RITZ METHOD IN THE CONSTRUCTION OF THE 

THIRD-ORDER SERENDIPITY FINITE ELEMENT BASIS 
G. Ya. Tuluchenko, N. V. Starun, N. M. Lukashova 

 
For third-order serendipity finite element (SFE) subharmonic basis is 

constructed by using the Ritz method. A comparative analysis of the properties 
of known bases for a specified SFE is performed. 
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