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Постановка проблемы 

Классический аппарат алгебры логики, доста-

точно точно отражая статику цифровых систем, не-

достаточен для описания динамики поведения сис-

тем во времени. Возникает проблема выбора описа-

ния и анализа динамики цифровых систем, наиболее 

полно удовлетворяющего требованиям, предъявляе-

мым к системе. 

 

Анализ существующих методов 

Анализ существующих методов показал, что од-

ним из наиболее эффективных направлений в опи-

сании динамики цифровых систем является аппарат 

булевых дифференциальных операторов [1,2]. 

Под дифференциальными операторами булевых 

функций обычно понимают операторы, применение 

которых к булевым функциям порождает новые бу-

левы функции, описывающие условия изменения 

функций при изменении значений одного или неко-

торой группы аргументов [2].  

Наибольшее практическое применение нашли 

дифференциальные операторы, предложенные и 

исследованные различными авторами, получившие 

названия: неориентированные и ориентированные 

булевы производные [3,4], кратные булевы произ-

водные [4], возрастающие и убывающие булевы 

производные [2], векторные ориентированные и не-

ориентированные булевы производные или функции 

чувствительности [2,5], конъюнктивные и дизъюнк-

тивные булевы производные [6].  

Большинство известных способов нахождения 

булевых производных основано на непосредствен-

ном использовании аналитических выражений, оп-

ределяющих тот или другой оператор. Все эти спо-

собы довольно громоздки, особенно в случае нахо-

ждения кратных и векторных производных, в силу 

необходимости выполнения большого числа проме-

жуточных операций. 

В [7] предложен способ нахождения ориентиро-

ванных и неориентированных булевых производ-

ных, а в [8] – кратных производных, не требующий 

непосредственного выполнения этих операций, что 

значительно упростило алгоритм нахождения на-

званных производных. 

 

Цель статьи 

Разработка аналогичного алгоритма для нахож-

дения векторных булевых производных (функций 

чувствительности) функции )(XF  по подмножест-

ву переменных XX 1 . 

 

Основное содержание 

Понятие неориентированной векторной булевой 

производной или функции чувствительности впер-

вые введено в [5] и представлено следующим обра-

зом: 
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где: }...,,,...,{ 111 xxxxxX ppnn  , 

}...,,{ 111 xxxX pp  , }...,,{ 111 xxxX pp  . 

Представляя выражение (1) в дизъюнктивной 

нормальной форме (ДНФ), получаем: 
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Первое слагаемое этого выражения обычно на-

зывают возрастающей функцией чувствительности, 

а второе – убывающей, обозначая их в виде: 
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Функции (3.4) в отличие от (1.2) обычно назы-

вают ориентированными. 

В основу алгоритма нахождения ориентирован-

ных (3.4) и неориентированных (1.2) функций чув-

ствительности положено смысловое понятие их, 

заключающееся в том, что любая из этих функций 

характеризует изменение значения функции )(XF  

при одновременном изменении значений некоторой 

группы ее аргументов XX 1 . 

При этом убывающая функция чувствительности 

равна единице в том случае, если изменение значе-

ний всех переменных подмножества 1X  на проти-

воположные вызывает изменение значения функции 

с единичного значения на нулевое значение. 

Если при одновременном изменении значений 

всех переменных подмножества 1X  на противопо-

ложные значение функции остается неизменным 

(равным нулю или единице) или изменяется с нуля 

на единицу, то убывающая функция чувствительно-

сти равна нулю. 

Аналогично – возрастающая функция чувстви-

тельности равна единице в том случае, если одно-

временное изменение значений всех переменных 

подмножества 1X  на противоположные вызывает 

изменение функции с нулевого значения на единич-

ное. 

Если при одновременном изменении значений 

всех переменных подмножества 1X  на противопо-

ложные значение функции остается неизменным 

(равным нулю или единице) или изменяется с еди-

ничного значения на нулевое, то возрастающая 

функция чувствительности равна нулю.  

Возрастающая функция равна нулю также в слу-

чае, если происходит изменение переменных, не 

входящих в подмножество 1X , или имеет место из-

менение не всех переменных подмножества 1X . 

Неориентированная функция чувствительности 

представляет собой логическую сумму убывающей 

и возрастающей функций. Она равна единице в том 

и только в том случае, если одновременное измене-

ние всех переменных подмножества 1X  вызывает 

изменение функции с нулевого значения на единич-

ное или наоборот. 

Введем несколько определений, позволяющих 

упростить алгоритм нахождения функций чувстви-

тельности. 

Определение 1. Две точки области определения 

функции называются противоположными, если зна-

чения всех переменных, определяющих одну из них, 

противоположны по отношению к значениям пере-

менных, определяющих вторую.  

Поскольку каждую из точек области определе-

ния можно характеризовать ее логической коорди-

натой (минтермом), то наряду с понятием противо-

положных точек будем пользоваться понятием про-

тивоположных минтермов. 

Определение 2. Противоположные – это такие 

два минтерма, которые определяются взаимно – ин-

версными значениями всех переменных, входящих в 

них. 

Если, например, задана функция от трех пере-

менных – )( 123 xxxF , то противоположными будут 

минтермы: 1230 xxxm   и 1237 xxxm  , 1231 xxxm   и 



1236 xxxm  , 1232 xxxm   и 1235 xxxm  , 1233 xxxm   

и 1234 xxxm  . 

Для функции от n  переменных связь между ин-

дексами противоположных минтермов im  и jm  

можно представить следующим образом: 

           .12  nji                        (5) 

Следовательно, при нахождении пар противопо-

ложных минтермов, достаточно найти один из них в 

каждой паре, а второй записать автоматически в 

соответствии с приведенным соотношением. 

Определение 3. Две точки области определения 

функции )(XF  называются противоположными по 

подмножеству переменных XX 1 , если одна из 

них определяется значениями переменных множест-

ва X , а вторая – противоположными значениями 

переменных подмножества 1X  и теми же самыми 

значениями остальных переменных множества X . 

Определение 4. Противоположные минтермы по 

подмножеству переменных 1X  – это такие два мин-

терма, которые определяются взаимно – инверсны-

ми значениями переменных подмножества 1X  и 

одинаковыми значениями переменных подмножест-

ва 12 \ XXX  . 

Если, например, задана функция от трех пере-

менных – )( 123 xxxF , то противоположными мин-

термами по подмножеству переменных },{ 121 xxX   

будут следующие пары минтермов: 1230 xxxm   и 

1233 xxxm  , 1231 xxxm   и 1232 xxxm  , 1234 xxxm   

и 1237 xxxm  , 1235 xxxm   и 1236 xxxm  . Если 

},{ 131 xxX  , то противоположными минтермами по 

этому подмножеству будут следующие: 1230 xxxm   

и 1235 xxxm  , 1231 xxxm   и 1234 xxxm  , 

1232 xxxm  и 1237 xxxm  , 1233 xxxm   и 1236 xxxm  . 

Аналогичным образом можно представить про-

тивоположные минтермы по любому другому под-

множеству переменных 1X . 

В общем, если задана функция от n переменных 

и задан список переменных, по которому нужно 

найти производную, необходимо множество всех 

переменных разбить на два подмножества – 1X  и 

2X , включив заданные переменные в подмножество 

1X , а остальные – в подмножество 2X . 

В этом случае противоположные минтермы im  и 

jm  по подмножеству переменных 1X  можно пред-

ставить в виде произведения неизменной части, об-

разуемой литералами подмножества 2X , и минтер-

мами ip  и jp , образуемыми переменными под-

множества 1X : ii pXm 2
~

 , jj pXm 2
~

 . 

Такое представление позволяет противополож-

ные минтермы во множестве переменных X  опре-

делить через противоположные минтермы в под-

множестве переменных 1X . 

Определение 5. Два минтерма im  и jm  во мно-

жестве переменных X  противоположны по под-

множеству переменных 1X , если противоположны 

минтермы ip  и jp , определяющие их в подмноже-

стве 1X . 

При этом связь между индексами противопо-

ложных минтермов в подмножестве переменных 1X  

можно представить аналогично (5): 

12  kji ,                    (6) 

где к – число переменных, входящих в подмножест-

во 1X . 

В соответствии с вышеизложенным и с учетом 

введенных определений, можем заключить: 

– убывающая функция чувствительности 

функции )(XF  по подмножеству переменных 1X  

равна единице в некоторой точке области определе-

ния функции в том и только в том случае, если зна-

чение функции )(XF  в этой точке равно единице, а 

в противоположной ей точке по подмножеству пе-

ременных 1X  равна нулю;  



– возрастающая функция чувствительности 

функции )(XF  по подмножеству переменных 1X  

равна единице в некоторой точке области определе-

ния функции )(XF , если значение функции )(XF  

в этой точке равно нулю, а в противоположной ей 

точке по подмножеству переменных 1X  равно еди-

нице; 

– неориентированная функция чувствитель-

ности функции )(XF  по подмножеству переменных 

1X  равна единице только в тех противоположных 

точках, в которых значения заданной функции 

)(XF  неодинаковы. 

Предложенный подход к определению значений 

функции чувствительности в точках области опре-

деления функции )(XF  позволяет свести задачу 

нахождения функции чувствительности к задаче 

нахождения противоположных точек по подмноже-

ству переменных 1X  и анализу значений функции в 

них. 

Поскольку убывающая функция чувствительно-

сти равна единице в единичных точках функции 

)(XF , причем не во всех, а только в тех, которым 

соответствуют нулевые точки противоположные по 

переменным подмножества 1X , то для нахождения 

точек области определения функции )(XF , в кото-

рых убывающая функция чувствительности равна 

единице, необходимо выполнить операцию сжатия 

области определения функции )(XF  по подмноже-

ству переменных 1X  [9]. 

В результате проделанной операции получим но-

вое множество точек определения, координаты ко-

торых определяются переменными подмножества 

2X , а переменные подмножества 1X  определяют 

зависимость единичных значений заданной функции 

в каждой точке новой области определения. Эти 

зависимости представлены в виде логической сум-

мы минтермов, определяемых переменными под-

множества 1X . 

Если в эти логические суммы входят пары про-

тивоположных минтермов (сумма индексов которых 

равна 12 k ), то эти пары исключаются, поскольку 

эти минтермы соответствуют единичным значениям 

функции в противоположных точках исходной об-

ласти определения, следовательно, в этих точках 

убывающая функция чувствительности равна нулю. 

После исключения таких пар (если они имеются) в 

каждой точке новой области определения получаем 

множество точек, определяющих единичные значе-

ния убывающей функции чувствительности в виде 

отдельных минтермов или логической суммы не 

соседних минтермов, т.е. в виде обобщенной логи-

ческой функции с зависимыми параметрами. После-

дующее представление убывающей функции чувст-

вительности в минимальной ДНФ может быть осу-

ществлено по методике, рассмотренной в [10]. 

В некоторых случаях более предпочтительнее 

осуществить обратный переход от представления 

функции чувствительности в сжатой области к 

представлению ее в исходной области с последую-

щей записью функции в аналитическом виде в лю-

бой из известных форм. 

Алгоритм этого перехода состоит в записи по-

следовательности n – разрядных двоичных чисел, 

одна группа разрядов которых образована двоичным 

представлением номера набора в новой области, а 

вторая – двоичной формой представления индекса 

каждого из минтермов, определяющих функцию 

чувствительности на этих наборах. 

Пусть для некоторой функции от пяти перемен-

ных в точке <6> новой области определения, опре-

деляемой переменными 234 xxx , функция чувстви-

тельности по подмножеству переменных 01xx  пред-

ставлена логической суммой минтермов 20 pp  , 

тогда этой точке новой области в исходной области 

будут соответствовать две точки, одна из которых 

соответствует минтерму 0p , а вторая - минтерму 



2p . Выполняя для каждой точки последовательную 

позиционную запись номера точки (110) и индексов 

минтермов (00, 10), получаем двоичные наборы 

110.00 и 110.10 в исходной области определения, 

первому из которых соответствует логическая коор-

дината или минтерм 24m , а второму - 26m . 

Если переменные подмножества 1X  не являются 

последовательно идущими переменными с младши-

ми индексами, то усложняется не только алгоритм 

сжатия исходной области определения функции 

)(XF  [11], но и процедура перехода от представле-

ния функции чувствительности в сжатой области 

определения к представлению ее в исходной облас-

ти. Это усложнение обусловлено тем, что номера 

наборов в новой области определения, образуемые 

переменными подмножества 2X , и минтермы, оп-

ределяющие функцию чувствительности на этих 

наборах, могут определяться любыми сочетаниями 

переменных множества X . Следовательно, для оп-

ределения индексов минтермов, определяющих 

функцию чувствительности в исходной области оп-

ределения, необходимо в записи двоичной последо-

вательности номера набора, определяемого пере-

менными подмножества 2X , и индексов минтермов, 

определяемых переменными подмножества 1X , вы-

полнить позиционную перестановку переменных, 

расположив их в порядке последовательного убыва-

ния индексов переменных, которым они соответст-

вуют. 

Если, например, для некоторой функции от пяти 

переменных после выполнения операции сжатия 

исходной области определения по переменным 

024 xxx  и удаления противоположных минтермов 

(если они есть) по этим переменным, в точке <2> 

новой области, определяемой переменными 13xx , 

функция чувствительности по подмножеству пере-

менных 024 xxx  представлена логической суммой 

минтермов 721 ppp  , то этой одной точке новой 

области определения в исходной области будут со-

ответствовать три точки, одна из которых определя-

ется минтермом 1p , вторая – 2p , третья – 7p . По-

скольку номер набора определяется переменными 

13xx , а индексы минтермов – переменными 024 xxx , 

то последовательная запись номера набора и индек-

сов минтермов в порядке следования переменных 

13xx . 024 xxx  для первой точки будет выглядеть как 

10.001, для второй – 10.010, для третьей – 10.111. 

Таким образом, первая точка определяется зна-

чениями 103  xx , вторая – 123  xx , третья – 

10234  xxxx . После позиционной переста-

новки переменных в порядке последовательного 

убывания индексов ( 01234 xxxxx ) и подстановки зна-

чений переменных для каждой из трех точек полу-

чаем номера наборов в исходной области определе-

ния: для первой точки – 01001, для второй – 01100, 

для третьей – 11101, которым соответствуют логи-

ческие координаты или минтерма 9m , 12m , 29m . 

Алгоритм нахождения точек области определе-

ния функции )(XF , в которых возрастающая функ-

ция чувствительности равна единице, аналогичен. 

Единственное отличие состоит в том, что на первом 

шаге алгоритма производится сжатие инверсного 

значения функции – )(XF . Это обусловлено тем, 

что возрастающая функция чувствительности равна 

единице в подмножестве нулевых точек заданной 

функции. При этом следует отметить, что обычно 

необходимости в раздельном нахождении убываю-

щей и возрастающей функций чувствительности по 

рассмотренному алгоритму нет. Достаточно по это-

му алгоритму найти любую одну из них, а вторую 

записать автоматически, воспользовавшись тем, что 

она равна единице в противоположных точках под-

множества переменных 1X , т.е. в выражении для 

одной из ориентированных функций чувствительно-

сти записать противоположные значения перемен-

ных подмножества 1X . 



Выбор первичного нахождения той или другой 

ориентированной функции чувствительности обыч-

но диктуется соотношением между числом единич-

ных и нулевых наборов. 

Если число наборов, на которых заданная функ-

ция равна единице, меньше числа нулевых наборов, 

то по рассмотренному алгоритму находится убы-

вающая функция чувствительности, а возрастающая 

определяется инвертированием переменных под-

множества 1X . При обратном соотношении единич-

ных и нулевых наборов по рассмотренному алго-

ритму находится возрастающая функция чувстви-

тельности, а убывающая определяется инвертирова-

нием переменных подмножества 1X . 

 

Выводы 

Проведен анализ известных способов нахожде-

ния функций чувствительности по заданному под-

множеству переменных. Отмечены их недостатки. 

Предложен способ нахождения ориентированных и 

неориентированных производных. Способ основан 

на преобразовании области определения заданной 

функции в область определения функций чувстви-

тельности путем ее сжатия и преобразования. Од-

ним из дальнейших направлений исследования явля-

ется анализ предложенного алгоритма на примере 

конкретных функций, а также разработка машинной 

версии его. 
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