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Введение 

Одним из основных принципов содержательного 

описания технических, организационно-экономи-

ческих, биологических систем является типизация, 

т.е. разработка типовых решений, в которых отра-

жаются общие для ряда различных процессов эле-

менты или характеристики. Для реализации указан-

ного принципа перспективным направлением явля-

ется применение методов комбинаторного анализа, 

которые позволяют создать с помощью комбина-

торных схем более адекватные формальные модели 

исследуемых процессов и явлений [1, 2]. 

 
1. Формулирование проблемы 

В настоящее время по-прежнему остается откры-

тым вопрос создания эффективных процедур, ре-

шающих задачи комбинаторной оптимизации с тре-

буемым качеством и за приемлемое для пользовате-

ля время. Так активно развивающаяся в последние 

годы логистика (транспортная, торговая, финансо-

вая и т.п.) поставила перед разработчиками про-

граммных систем проблему создания эффективного 

инструментария для решения подобных задач. Спе-

цифической особенностью такого рода систем явля-

ется необходимость интеграции в единой программ-

ной среде методологии искусственного интеллекта и 

исследования операций для решения комбинатор-

ных задач большой размерности [3, 4].  

При исследовании технических, организационно-

экономических, биологических систем широко при-

меняются графовые модели, а для построения типо-

вых вариантов структур - конструктивное перечис-

ление графовых моделей, т.е. формирование множе-

ства графов с заданными характеристиками [5, 6]. 

При этом в большинстве случаев, используется тео-

рия перечисления Пойа, позволяющая получить 

оценку количества графов заданного вида [7, 8].  

Для конструктивного перечисления графовых 

моделей необходимо иметь точную оценку мини-

мального и максимального числа ребер рассматри-

ваемых графов для заданного множества вершин. 

Известные способы оценки, являются приблизи-

тельными и сильно завышенными, что затрудняет 

решение данной задачи. 

 
2. Решение проблемы 

Целью данной работы является разработка спо-

соба оценки числа бихроматических графов, необ-

ходимого для их конструктивного перечисления. 

Формальное описание может быть представлено 

в аналитической, табличной, векторной, графиче-

ской или другой форме и задано в явном или неяв-

ном виде. Наиболее распространенной формой 

представления моделей является табличная форма 

модели, которая представляет собой прямоугольную 

таблицу. Правило заполнения табличной модели 

зависит от вида объекта. Например, при решении 

задачи о максимальном числе назначений в матрице 

строки P соответствуют сотрудникам, а столбцы A – 

участкам работы. При этом Ri,j=1, если i-й сотруд-

ник может выполнять j-ю работу и Ri,j=0, в против-

ном случае.  



 

Данная форма удобна для программирования и 

достаточно наглядна, однако при решении ряда за-

дач, например, перечисления типовых моделей, воз-

никают определенные проблемы, связанные с ком-

бинаторной природой рассматриваемой задачи. В 

этом случае целесообразно применять графовые 

модели, для которых разработаны более эффектив-

ные методы преобразований. 

Математической моделью при решении многих 

комбинаторных логистических задач являются би-

хроматические графы специального вида.  

М (V1,V2,R) – граф – это бихроматический граф, 

у которого множество вершин разбито на два под-

множества V1 = {v1
1,…,v1

n} и V2 = {v2
1,…,v2

k} с ок-

рестностями вершин соответственно O(v1
1), … , 

O(v1
n) для подмножества вершин V1 и O(v2

1), … 

,O(v2
k) для подмножества вершин V2, обладающий 

следующими свойствами: 

1. O(v1
i)  O(v1

j), i,j = 1…n; ij. 

2. O(v2
i)  O(v2

j), i,j = 1…k; ij. 

3. k >O(v1
i)  1, i = 1…n. 

4. O(v2
j)  1, j = 1…k. 

Рассматриваемые М(V1,V2,R)-графы являются 2-

раскрашенными непомеченными графами. Из след-

ствия теоремы Пойа [7], которое интерпретирует 

ряд Z(A, 1+x), вытекает, что ряд Z(Г1(G),1+X) пере-

числяет Г1(G)-эквивалентные классы множеств, со-

стоящих из ребер графа G. Тогда число неподобных 

остовных подграфов G, содержащих r ребер, равно 

коэффициенту при xR в выражении Z(Г1(G),1+X). 

По теореме о перечислении 2-раскрашенных 

графов [8]  

 bn,k(x) = Z (SnSk, 1+x) ;              (1) 

где SnSk - декартовое произведение групп Sn и 

Sk,  

 (2) 

 

[r, t] – наименьшее кратное чисел r и t, 

(r, t) – наибольший общий делитель чисел r и t. 

Подставляя 1+xm вместо Sm в правую часть вы-

ражения, получаем многочлен bn,k(x). При этом сум-

ма коэффициентов при x будет равняться количест-

ву графов с заданными n, k, а коэффициент при xi 

указывает сколько существует неподобных графов с 

количеством ребер i.  

Иными словами  

 bn,k = a0 + a1x
1 + a2x

2 + … + anx
n,        (3) 

где ai – коэффициент при xi, равный количеству 

неподобных графов G, содержащих i ребер. 

Нас интересуют графы, содержащие ребра в диа-

пазоне RminRmax, это позволяет выбирать слагаемые 

при xR . 

Для рассматриваемых графов получены сле-

дующие оценки максимального и минимального 

количества ребер: 

                                                          (4) 

 

Rmin = max (n, k).           (5) 

Пусть GKn,k – количество неподобных 2-

раскрашенных графов, содержащих ребра в диапа-

зоне RminRmax , тогда  

 (6) 

 

Запишем GKn,k в общем виде. 

Пусть (Z(G), 1+x) – некоторая функция, равная 

подстановке 1+xm вместо Sm в Z(G), тогда bn,k(x)= 

(Z(SnSk), 1+x), 

 (7) 

 

Введем в рассмотрение функцию , равную 

сумме коэффициентов в bn,k при слагаемых xi, где 

i=Rmin..Rmax, тогда  

 

  

 (8) 
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Пусть  

  

 (9)  

 

 

Тогда общая формула для вычисления количест-

ва M(V1,V2,R)-графов имеет вид: 

 

 (10) 

 

 
 
 

Заключение 

Полученные оценки позволяют определить ко-

личество неизоморфных М-графов, которые необ-

ходимы при решении второго этапа конструктивно-

го перечисления – генерации неизоморфных М-

графов. Предложенный подход эффективен при по-

строении каталогов типовых моделей и типовых 

проектных решений.  
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