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Введение 
 

При конструировании программ сложных проек-

тов задачи решаются, как правило, на уровне схем 

алгоритмов, поскольку именно для них разработана 

развитая техника тождественных преобразований 

[1,2]. Однако правила применения этих тождеств 

формализованы недостаточно, так как отыскание 

эффективной стратегии управления в задачах опти-

мизации алгоритмов является сложным процессом, 

несмотря на возможность использования моделей на 

основе искусственного интеллекта. При этом в роли 

базы данных может выступать совокупность опти-

мизируемых алгоритмов, в роли систем продукций - 

системы аксиом, а в роли системы управления - спе-

циальный проблемно-ориентированный механизм, 

обеспечивающий целенаправленный выбор аксиом, 

при котором перебор вариантов решений сводится к 

минимуму. Разработанная система оптимизации 

отражает сущность свойств модифицированной сис-

темы алгоритмических алгебр (МСАА) [3]. К воз-

можным критериям оптимизации алгоритмов при 

соответствующих ограничениях относятся мини-

мальное время реализации и минимальное число: 

– логических условий с заданным или произ-

вольным распределением сдвигов; 

– логических условий с учетом неиспользуе-

мых наборов значений логических переменных; 

– операторов; 

– операционных устройств и ячеек памяти, ис-

пользуемых при выполнении программ и др. 

 

Формулирование целей статьи 

 

В общем случае задача оптимизации программ 

является многокритериальной. Качество решения 

этой задачи характеризуется числом проводимых 

при этом промежуточных преобразований. 

Исходными формами представления алгоритмов 

служат дизъюнктивные формы (ДФ) Мили и Мура, 

для которых имеет место условие  1,0 , что не 

снижает практической ценности результатов. Таким 

образом, необходимо разработать алгоритмы опти-

мизации структур алгоритмов задач управления 

сложными проектами по рассмотренным выше кри-

териям [4]. 

 

Решение проблемы 

 

Формальная постановка задачи минимизации ал-

горитмов по числу операторов и логических условий 

с произвольным распределением сдвигов состоит в 

следующем. Пусть задана ДФ алгоритма LS . Тре-

буется построить процедуру минимизации для при-

ведения LS  к такому виду min
LS  с минимальным 
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числом логических условий x  и операторов y , при 

котором 

)()(|))(),((min
min

21
*

LL SSynxnCC   ,      (1) 

где )(1 xn , )(2 yn  - числа x , y ; C  - функционал 

сложности алгоритма; )( LS  - функция алгоритма. 

Для формализации процедуры минимизации 

введем регулярную операцию пересечения уравне-

ний ДФ, которую обозначим через 
r
  в отличие от 

обычной операции пересечения множеств. Пусть R, 

Q - отдельные уравнения ДФ алгоритма, причем 

RS  , QS  , а P - символ, используемый для обо-

значения выражения S после применения к уравне-

ниям операции 
r
 . Тогда 

).();(; PQQPRRSRQQRP
rr

  

Определение 1. Равносильные операторы, вхо-

дящие в различные уравнения ДФ, называются по-

добными членами. 

Определение 2. Минимизация отдельных уравне-

ний ДФ алгоритмов в соответствии с критерием (1) 

является приведением подобных членов и называет-

ся локальной. 

Определение 3. Минимизация различных уравне-

ний ДФ алгоритмов с применением операции 
r
  на 

основании критерия (1) называется совместной. 

Сформулируем в виде теорем условия, при кото-

рых возможны совместная и локальная минимиза-

ции алгоритмов. 

Теорема 1. Пусть j
ir

ij PPP   - оператор 

-дизъюнкции. Совместная минимизация алгорит-

мов возможна в том, и только в том случае, если 

NPij   ( gjiji ,1,;  ). 

Теорема 2. Если в отдельном уравнении ДФ 

имеются подобные члены, то возможна локальная 

минимизация алгоритмов. 

Теорема 3. Пусть ggj
ir

ij PyPPP  . Совмест-

ная минимизация алгоритмов по числу операторов 

возможна только в том случае, если NPij   

( gjiji ,1,;  ). 

Доказательство теорем не очевидно. 

Кроме приведенных выше соотношений на пер-

вом этапе минимизации следует использовать тож-

дества [5] 

);())(( QPQRP 


  (2) 

),())(( QPQRP 


  (3) 

с учетом которых алгоритм минимизации ДФ фор-

мулируется следующим образом. 

Методика решения задачи минимизации струк-

тур алгоритмов по числу операторов и логических 

условий с произвольным распределением сдвигов 

реализуется в следующем виде. 

Алгоритм 1. Минимизация алгоритмов в соот-

ветствии с критерием (1). 

Вход. ДФ алгоритма. 

Выход. Минимальная ДФ алгоритма. 

Метод. Локальная и совместная минимизации 

ДФ. 

Шаг 1. Если в уравнениях ДФ имеются операто-

ры вида (2), (3), осуществить локальную минимиза-

цию алгоритма [1]. 

Шаг 2. Если в различных уравнениях ДФ содер-

жатся подобные члены, на основании операции 
r
  

произвести совместную минимизацию ДФ, начиная 

с операторов -дизъюнкции, имеющих минималь-

ную дизъюнктивную глубину. 

Шаг 3. Если в одних и тех же уравнениях ДФ со-

держатся подобные члены, осуществить локальную 

минимизацию алгоритмов на основе тождеств 

);()( RQQR 


 

));()(())()(( SQPRSPQR 
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);)(()(( RQPRQP 
 

 

)).(())(( RQPRQP 


 

Шаг 4. Если в различных уравнениях ДФ имеют-

ся подобные члены вида qqPy , на основании опера-

ции 
r
  произвести совместную минимизацию алго-

ритмов по числу операторов. 

Шаг 5. Конец. 

Пример 1. Найти минимальную ДФ алгоритма 

исходя из ДФ Мили. Запишем: 
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Графическая схема алгоритма, по которой полу-

чена эта ДФ, взята из работы [6]. В соответствии с 

алгоритмом 1: 
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;5410 PyP   

.21011 PyP   

Из примера следует, что проводимые на основе 

операции 
r
  преобразования затрагивают лишь от-

дельные фрагменты структуры ДФ, поскольку они 

представлены в скобочной форме. Узкоцелевой яв-

ляется также стратегия приведения подобных чле-

нов при локальной минимизации. 

Формальная подстановка задачи минимизации 

алгоритмов по числу операторов и логических усло-

вий с заданным распределением сдвигов состоит в 

следующем. Пусть )()( LSrYB   - отношение рас-

пределения сдвигов, задаваемое для совокупности 

операторов Y ДФ алгоритма LS . Требуется постро-

ить процедуру минимизации для приведения LS  к 

такому виду min
LS , при котором 

min

*
1 2 ( ) ( );,

( ) ( )

min ( ( ), ( ))
L

L L

B Y r Sx y
S S

C C n x n y


 

 , (6) 

где )(1 xn , )(2 yn , )( LS , C  соответствуют (1). 

В МСАА учет распределения сдвигов произво-

дится на основе соотношения 

.RR     (7) 

Иными словами, операторы R и  коммутативны, 

если выполняется условие )(RB , где )(RB  - рас-

пределение сдвигов оператора R. 

При решении данной задачи применяются сле-

дующие тождества: 

;N  ;   ;   ;)(    
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;NQNNQ   ;QNQ   ;QQEEQ      (8) 

.}{}{ 


 PP  

Методика решения задачи минимизации струк-

тур алгоритмов по числу операторов и логических 

условий с произвольным распределением сдвигов 

состоит в следующем. 

Алгоритм 2. Минимизация алгоритмов в соот-

ветствии с критерием (6). 

Вход. ДФ алгоритма, для которой задано отно-

шение )()( LSrYB  . 

Выход. Минимальная квазирегулярная структура 

алгоритма (КСА). 

Метод. Решение системы уравнений в МСАА с 

проведением тождественных преобразований. 

Шаг 1. Если в уравнениях iP  имеются циклы, 

применить к ним правила 

( )
({ } )

( ) .
({ } )

LRP L SR Q P
LRP L S Q P

LRP L S R Q P
LRP L S Q P













 

 

 

 

,   (9) 

Шаг 2. Положить 1d , где d - индекс уравне-

ния. 

Шаг 3. Подсчитать в ДФ ранги правых нетерми-

налов. 

Шаг 4. Выбрать нетерминал iP , содержащий 

min
iV . Если в ДФ ранги различных нетерминалов 

совпадают, то выбор нетерминала iP  из них осуще-

ствляется произвольно. 

Шаг 5. Подставить в правые части системы 

уравнений вместо нетерминала iP  соответствующее 

ему выражение. 

Шаг 6. Произвести в задействованных на шаге 5 

уравнениях тождественные преобразования, учиты-

вая распределение сдвигов, и применить к ним при 

наличии циклов одно из правил (9). 

Шаг 7. Положить 1 dd . Если gd  , то пе-

рейти к шагу 3, в противном случае – к шагу 8. 

Шаг 8. Конец. 

Пример 2. Найти минимальную КСА для ДФ 

Мура [4]. Записываем: 

;2143121211 xxPyxPyxxP   ;322 PyP   

;14313 xPyxP  .13214 xPyxP   

При заданном распределении сдвигов имеем 

}.{)(};{)(};{)( 232221 xyBxyBxyB   

На основании алгоритма 2 получаем 

)).(( 2131
21

EyyyP
xx

  

По аналогии с алгоритмами 1, 2 могут быть раз-

работаны правила минимизации по другим критери-

ям. Например, пусть даны ДФ алгоритма LS  и 

множество неиспользуемых наборов значений логи-

ческих переменных },1/{ FffH  . Требуется 

привести LS  к такой минимальной форме min
LS , 

при которой 

min
*

1 2 ( ) ( );,
{ / 1, }

min ( ( ), ( ))
L LS Sx y

H f f F

C C n x n y
 

  

 ,     (10) 

где )(1 xn , )(2 yn , )( LS , C  соответствуют (1). 

При использовании ДФ алгоритмов для миними-

зации КСА исходим из того, что }1,0{ . Следова-

тельно, если условие  в операторе )( QR


 не оп-

ределено на наборе 01  , то 

RNRQR  )()(
1

. 

Аналогично, если в этом же операторе условие  

не определено на наборе 12  , то 

QQNQR  )()(
0

. 

Наконец, возможен случай, когда условие  в 

операторе )( QR


 не определено ни на одном из 
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наборов 01  , 12  . Тогда 

NQRQR  )()(


. 

Специфика ДФ алгоритмов при решении данной 

задачи позволяет учитывать не весь используемый 

набор значений логических переменных, а лишь ту 

его часть, которая касается требуемого фрагмента 

ДФ. 

Пусть, например, для уравнения [5] 

)))(

)(((

5544

332262

3

321

PyPy

PyPyyP

x

xxx





  (11) 

заданы неиспользуемые наборы значений логиче-

ских условий, которым соответствуют неиспользуе-

мые конъюнкции 

3211 xxx , 

3212 xxx ,   (12) 

213 xx . 

В (10) оператор 44Py  должен выполняться на 

основе конъюнкции 3211 xxx , оператор y5P5 - на 

основе конъюнкции 3212 xxx . Поскольку эти 

конъюнкции являются неиспользуемыми, условие x3 

относится к неопределенным. 

Следовательно, NPyPy
x

 )( 5544
3

. 

В результате уравнение (10) принимает вид 

)))((( 332262
321

NPyPyyP
xxx

 , 

где конъюнкция 213 xx  является неиспользуе-

мой. Отсюда 
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)))(((
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1
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 (13) 

Таким образом, если задана ДФ алгоритма с не-

используемыми наборами значений логических пе-

ременных, то необходимо во всех уравнениях ДФ 

выявить наборы значений логических условий, про-

верить их соответствие неиспользуемым наборам и 

произвести минимизацию ДФ алгоритма с учетом 

рассмотренных особенностей. 

Преобразование КСА в автоматную форму (АФ) 

алгоритма соответствует задаче абстрактного син-

теза дискретного преобразователя (ДП) и состоит 

в следующем. 

Пусть задана КСА R в алфавитах  

},1/{ FfyY f   (базисные операторы) и 

},1/{ MmxX m   (базисные условия). Алфавиты 

входят в конечную систему образующих 

YX ,2   МСАА. Требуется построить управ-

ляющий автомат A , который при любой интерпре-

тации базисных переменных представлял бы собой 

оператор, заданный этой КСА. Искомый автомат 

должен действовать на информационном множестве 

B1, его элементарные операторы должны совпадать 

с операторами Yy f  , а входные сигналы – с усло-

виями Xxm   [5]. 

Задача абстрактного синтеза ДП соответствует 

реализации отображения 

)()(:1 GrAGrR  ,  (14) 

где R(Gr) - множество КСА; A(Gr) - множество ДФ 

алгоритмов. После решения этой задачи легко орга-

низуется перевод АФ в языки низкого уровня. 

Как известно, КСА в связи с наличием циклов 

имеют более сложный и развитой язык описания 

алгоритмов, чем язык операторной схематологии 

алгоритмов. Этим объясняется необходимость в 

разработке специальных процедур для решения за-

дачи синтеза, которая возникает, например, на этапе 

отладки алгоритмов. 

При исследовании объектов алгоритмической 

природы зачастую встречаются обратные задачи, 

называемые обратимыми. К их числу относятся за-

дачи анализа и абстрактного синтеза ДП. Установ-

ление для таких задач обратимых процедур на осно-

ве соответствующих взаимосвязей позволяет суще-

ственно сократить трудоемкость решения задач, 
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поскольку наряду с эвристическими рассуждениями 

при этом оказывается возможным привлечение эле-

ментов формализма. 

Рассмотрим правила нахождения АФ Мили в 

классе МСАА, используя модель детерминирован-

ного ДП последовательного действия. 

При употреблении для этих целей квазирегуляр-

ной формы алгоритма нужно предварительно пре-

образовать их в КСА либо воспользоваться анало-

гичными алгоритмами в МСАА, модифицировав их 

для квазирегулярных форм. Последняя задача не 

вызывает принципиальных затруднений, если 

учесть связь между термами в квазирегулярной 

форме и операторами в КСА. 

В МСАА КСА имеет вид 

i
j

jj
j

j SVPQVR  ,   (15) 

где Qj, Si - комбинация линейной и распределитель-

ной структур; Pj - циклическая структура (возможно 

также соотношение Qj = E); , 1,  2,...i j  . 

Разметка КСА при построении АФ Мили произ-

водится по следующим правилам: 

111

|||||



gjj a

i
aia

j
aaj

SVPQVR ,  (16) 

причем предполагается, что jP  является левой α-

итерацией. 

Рассмотрим следующий алгоритм. 

Алгоритм 3. Построение АФ Мили по заданной 

КСА. 

Вход. КСА. 

Выход. АФ автомата Мили. 

Метод. Разметка исходного алгоритма и по-

строение системы уравнений. 

Шаг 1. Поставить в КСА вида (15) отметки со-

стояний по следующим правилам: 

Шаг 1.1. Отметить символами a1, ag+1 начальное 

и заключительное состояния КСА. 

Шаг 1.2. Отметить символом aj входы и выходы 

-итераций. 

Шаг 1.3. Отметить символами состояния КСА с 

учетом предыдущих шагов. 

Шаг 2. Построить по отмеченной КСА АФ Мили 

путем выделения отдельных уравнений. 

Шаг 3. Конец. 

Пример 3. Построить АФ Мили по КСА 

,
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где П - указатель перехода. 

На основании алгоритма 3 осуществляем сле-

дующие операции: 

1. Производим разметку состояний в исходной 

КСА: 
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2. Строим АФ Мили: 
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В общем случае разметка состояний в КСА не 

всегда приводит к минимизации, так как при этом 

определяется АФ Мили с избыточным числом со-

стояний. Цель не достигается тогда, когда не забо-

тятся об эффективности разметки. Чтобы снизить 

трудоемкость последней, иногда ограничиваются 

идентификацией входов и выходов в циклах и в от-

дельных линейных и распределительных структу-

рах. В то же время не учитываются особенности 

переходов в КСА, связанные с функционированием 

детерминированных ДП и эквивалентностью их со-

стояний. 

Определение 4 [7]. Состояния ai, aj ДП A  назы-

ваются эквивалентными, если они порождают одно 

и то же квазирегулярное выражение. 
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Определение 5 [8]. Состояния ai, aj ДП A  назы-

ваются k-эквивалентными, если реакции ДП в этих 

состояниях совпадают для всех слова длины k. 

Определение 6 [8]. Если состояния ai и aj ДП A  

являются k-эквивалентными, то они называются 

k-неразличимыми, в противном случае – 

k-различимыми. 

Таким образом, если в построенной АФ имеются 

два одинаковых уравнения с различными левыми 

нетерминалами Pi, Pj, то состояния ai и aj эквива-

лентны, в связи с чем к системе уравнений можно 

применить подстановку 









j

i
P
P

t  и исключить после 

этого бывшее уравнение Pj из рассмотрения. 

Наконец, если в уравнении ДФ Мили P1 имеются 

состояния 532 ,, aaa , в которые осуществляются 

переходы под воздействием одинаковых входных 

сигналов с выдачей одних и тех же операторов, то 

эти состояния эквивалентны, в связи с чем к системе 

уравнений можно применить подстановку 
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t  с последующими преобразованиями. 

Синтез АФ Мура и минимизации в них числа со-

стояний производятся аналогичным образом с уче-

том особенностей разметки состояний в графиче-

ской схеме алгоритма в муровской интерпретации. 

 

Заключение 
 

Алгоритмические алгебры являются эффектив-

ным инструментарием в области автоматизирован-

ной разработки алгоритмов и программ сложных 

проектов. Они обладают достаточно выразительны-

ми языками высокого уровня, которые сравнительно 

просто анализируются в соответствующих системах 

компиляции. 

В дальнейших исследованиях предполагается 

разработать электронный компилятор для реализа-

ции любых алгоритмов управления сложными про-

ектами. 
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