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МОДЕЛИ РЕАЛИЗАЦИИ АЛГОРИТМОВ, ДАННЫХ И ПРОГРАММ  

В СЛОЖНЫХ СИСТЕМАХ 
 

Рассмотрены вопросы реализации алгоритмов, данных и программ, для решения которых разработана 
алгебра квазирегулярных событий. Предложены правила вывода и система аксиом. Решена задача анали-
за конечных автоматов в алгебре квазирегулярных событий. 
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бытий, правила вывода 
 

Введение 
 

Методы проектирования автоматизированных 

систем могут быть успешно реализованы при ис-

пользовании высокоуровневых языков описания 

алгоритмов в соответствующей форме. Моделями 

реализации алгоритмов, данных и программ явля-

ются конечные автоматы и дискретные преобразо-

ватели [1, 2]. Однако для моделирования процессов 

в сложных системах необходимо разработать алгеб-

раический подход к проектированию этих автома-

тов. 

 

Формулирование целей статьи 
 

Отметим, что для моделирования процессов в 

сложных системах необходимо разработать алгебру 

квазирегулярных событий, а также методы оптими-

зационного квазиструктурного проектирования с 

использованием, например, реляционного языка. В 

настоящей работе будут рассмотрены подходы для 

решений этой проблемы. 

 

Решение проблемы 
 

В классической алгебре событий [2] регулярные 

структуры содержат вложенные циклы, что затруд-

няет построение тестов для автоматов. По числу 

терминалов регулярные события превосходят ис-

ходные описания автоматов на языках низкого 

уровня: графов, таблиц переходов и выходов и т.д. В 

предлагаемом подходе указанные недостатки пре-

одолены [3, 4]. 

Пусть задан конечный детерминированный ав-

томат Мили или Мура 

},,,,{ 11 aGYXAA A , 

где 1A  – множество состояний автомата, 

|}1,1;,1|,{ 11  gjgiaaA j ; Х – множество 

входных сигналов, },1|{ MmxX m  ; Y – множест-

во выходных сигналов, },1|{ FfyY f  ; AG  – 

граф автомата, по которому однозначно определя-

ются функции его выходов и переходов; 11 Aa  – 

начальное состояние (причем 11 Aag   – заключи-

тельное состояние). Требуется разработать новые 

методы оптимизационного проектирования автома-

тов. 

Введем обозначения: P, Q, R, S – произвольные 

события в алфавите X, представимые в автомате A;  

e – пустая цепочка;  – пустое событие. 

Сигнатуру алгебры квазирегулярных событий 

(АКС) составляют операции 

 

 }{},{,, PPQPQP ,  (1) 
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где QP  – дизъюнкция событий; QP   – произве-

дение событий; ...}{ 2  PPeP  – регулярная 

итерация; ...}{ 32  PPPP  – позитивная ре-

гулярная итерация. 

Первые три операции в выражении (1) совпада-

ют со значениями аналогичных им операций в ал-

гебре регулярных событий; операция }{P  введена 

для расширения событий. Приоритет операций в 

АКС в порядке убывания: итерация, произведение, 

дизъюнкция событий. 

Определение 1. События, задаваемые посредст-

вом суперпозиции операций (1), называются квази-

регулярными событиями (КР-событиями), или ква-

зирегулярными выражениями. 

Определение 2. Конфигурацией K  КР-события 

R в алгебре АКС называется конечная цепочка в 

алфавите X 

321 ...  QQQK  , 

которая при поступлении на вход автомата А в со-

стоянии 1a  переводит его в заключительное состоя-

ние 1ga . 

Определение 3. Множество конфигураций )(RK  

KP-события R называется квазирегулярным языком, 

порожденным KP-событием. 

Например, конфигурациями KP-события 

}{}{ QSP   в АКС являются цепочки QSK 2
1  , 

24
2 SQK  . Языком, порожденным этим событием, 

служит множество, которое состоит из всех воз-

можных конфигураций },,{ eQS . 

Определение 4. Пусть R, S – KP-события в алфа-

вите X. KP-события R и S называются эквивалент-

ными (тождественными), если они порождают один 

и тот же язык. 

Определение 5. Автоматы A, B называются эк-

вивалентными, если они представляют одно и то же 

KP-событие. 

Построим тождества, которые вместе с прави-

лами вывода образуют систему аксиом M1 в АКС: 
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Правила вывода: 

1. П1 (подстановка). Пусть 'P  – результат за-

мены вхождения S на Q в квазирегулярном выраже-

нии P. Тогда 

RPPP
RPQS



','

, .   (2) 

2. П2 (решение уравнений). Пусть 

PQSRLLRP )(  , где L, P – левый и правый кон-

тексты (возможно, пустые) KP-события R. Тогда 

PQSLLRP
PQSRLLRP
)}({

)(


 .  (3) 

Пусть R – некоторое выражение, а 21 SSS  , 

eS 1 , )( 2SKr  – конфигурация. Тогда правило 

(3) справедливо в том случае, когда   ( )r K R . Не-

обходимость введения данного ограничения поясня-

ется ниже. 

В алгебре регулярных событий это правило 

имеет вид 

QPSLLRP
PQSRLLRP

}{
)(


 ,   (4) 

где QS}{  – наименьшее решение уравнения. 

Произведем (n+1)-кратную развертку цикла 

QRP }{  для доказательства истинности аксиомы 

T13: 
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  (5) 

Порождаемый событием QRP }{  язык 

};,...;2,1,0|{ 01 eRRRRkQR kkk    означает, что 

на вход автомата в состоянии 1a  может поступить 

слово kR  либо буква Q, что и отражено в правых 

частях схемы (5), дизъюнкция которых при перехо-

де к уравнению на основании аксиом T8, T9 и опре-

деления позитивной итерации приводит к 

.}{ QRP    

Правило подстановки, как и правило (3), не на-

рушает истинности выражений в АКС. 

Предположим, что имеется истинное равенство 

.QSRR   

С помощью последовательных замен (применив 

для R в правой части подстановку) получим истин-

ное равенство 

....1 QSQQRSSR            (6) 

Отсюда  

),()}({ RKQSK   

и на основании аксиомы T13 запишем 

).()}({ RKQSK   

С другой стороны, пусть произвольное выраже-

ние )(RKP . Выберем в (6) показатель степени r 

равным числу букв S в P. Это означает, что 
1  ( ),P K S R   и из (6) следует )}({ QSKP . Тогда 

в соответствии с аксиомой T13 

)}({)( QSKRK   . 

Отсюда можно заключить, что правило (3) истинно. 

Для ускоренного преобразования KP-событий 

построим систему вспомогательных тождеств M1 в 

АКС: 

ee }{ ;   (7) 

ee }{ ;    (8) 

e}{ ;    (9) 

e }{ ;              (10) 

SS  ;              (11) 
 }{}{ SSS ;              (12) 

 }{}{ SSS               (13) 

}{}}{{ SSS  ;               (14) 

}{}{ SSS  ;               (15) 

SSPPSS }{}{  ;   (16) 

}{}{}{ SQSQ  ;  (17) 

QPQP   }{}{ ;  (18) 

  }{}{ SSSS ;  (19) 

eSS  }{}{ ;      (20) 

eSS  }{}{ ;   (21) 

}{}{}{}{ QSRSRQSRS KKKK  ,  (22) 

где );1,0( 0 eSK  ; 

QSRSRQSRS KKKK }{)(  ,        (23) 

где );1,0( 0 eSK  ; 

}{}{}{}{ QRQRQ  ;  (24) 

}{}}{{ SS  ;   (25) 

}{}{}}{{ PQPQ  ;  (26) 

}{}{}}{{ QPQP  ;  (27) 

}{}{}{}}{}{{ QPRQPR  ; (28) 

}{}{}}{{ RPQRPQR   ; (29) 

  }{}}{{ QRQR ;  (30) 

{ } { } ,K K K
i j i j i j jП RП Q П R S П RП Q П S      (31) 

где }){;1,0( 0  jПK . 

В левых частях неравенств (25) – (29) даны вы-

ражения в алгебре регулярных событий, а в правых 

частях – результаты их приведения к KP-событиям в 

АКС. Равенство (30), истинность которого вытекает 

из свойств позитивной итерации, является промежу-

точным в процессе некоторых преобразований. То-

ждество (19) соответствует развертке позитивной 
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итерации по аналогии с аксиомой T12 из системы M1 

и справедливо для циклов, имеющих глубину 1q . 

Справедливость равенства (18) следует из схемы (5). 

Докажем истинность некоторых равенств в постро-

енной системе: 

12 10 11

8 13

{ } ( ) ( { }) ( , )

{ } (3) { } ( , ) { } ,

S PS T S e PS PS T T

S SPS SP S SP T T SP S

    

      

12 10 11

8 13

{ } ( ) ( { }) ( , )

{ } { } ( , ) { } ;

S PS T S e PS PS T T

S SPS SP S SP T T SP S

    

     
 

 

};{}{)20,(}{}{

)3(}{}{
}){()(}{

9

1112

SQTSQe

SQSSQQe
TSQSQeTSQ








 

};{)20,(}{}{

)20(}{}{}}{{

9

13

STeSS

SSTSS







 

12 13

9

{{ } } ( ) { } {{ } } ( ,3)

{ } { } ( , 20) { } { };

Q P T e Q P Q P T

e Q P T Q P 

    

     
 

12 10

13

10

{ } { } ( , ) ({ }

{ } )

({ } { } )

(13,18, 20, ) { } { )

(3,20) { } { };

K K K

K

K K

K K K

K K

S R S RQ T T S R

RQ S RQ e e T

S R RQ S RQ e e

T S R S Q S RQ

e S R S Q

   

    

   

   

   

 

}.{}{)20,18,13,(

}{}{)12(

)}{}({)19,,19,22(

}{}{

)23(}{}{)20(}{}{

13

,10

9

QRT
eQRRT

eQRRT

eQRQRQ

eQRQQRQ



















 

Последнее равенство можно доказать с исполь-

зованием правила (3) и ограничения к нему: 

}.{}{}{

}{)3(}{}{

)12(}{}{)23,20(}{}{
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Без учета ограничения к правилу (3) на шаге 

вывода 2 пришли бы к противоречию: 

}.{}{}{

}{}{}{}{

RQeRQRQ
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Выше в круглых скобках между знаками равен-

ства указаны номера тождеств и правил, используе-

мых при доказательстве соответствующих соотно-

шений. Справедливость остальных тождеств из  

(7) – (31) устанавливается по аналогии. При доказа-

тельстве тождества (26) исходим из того, что аксио-

ма T12 совпадает с такой же аксиомой в алгебре ре-

гулярных событий, а правило (3) не зависит от кон-

кретной интерпретации выражения R. 

Анализ конечных автоматов. В соответствии  с 

принципом квазиструктурного проектирования ав-

томатов рассмотрим две формы представления KP-

событий в АКС: дизъюнктивную и квазирегуляр-

ную. 

Определение 6. Дизъюнктивной формой (ДФ) 

Мили или Мура KP-события называется система 

уравнений 

),...
...(

11,

2211




ggijij

iiii
PxPx

PxPxПP
 (32) 

где Pi – нетерминал, обозначающий выражение, по-

рождаемое состоянием ),1( giAa ii   автомата А; 

Пi – указатель перехода, уточняемый ниже 

});{( iП  xij – терминал, вызывающий переход 

автомата из состояния ai в состояние aj ( 1,1  gj ); 

P1 – начальный нетерминал; Pg+1 – конечный нетер-

минал, который иногда будем опускать. 

Если ex gi 1, , то для сохранения детерминиз-

ма вместо e будем использовать символ # и считать, 

что он всегда вызывает переход автомата в конечное 

состояние 11 Aag  . 

Определение 7. Квазирегулярной формой (КФ) 

KP-события называется выражение, представленное 

посредством суперпозиции операций (1) и получае-

мое в результате решения системы уравнений вида 

(32). 

Постановка задачи анализа конечных автоматов 

в АКС состоит в следующем. Пусть задан мини-

мальный граф GA, описывающий поведение автома-

та Мили и Мура. Для указанного графа требуется 

построить ДФ Мили и Мура. Путем исключения 
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нетерминалов надо перейти от нее к КФ события 

таким образом, чтобы получить 

constAmnCC  )(/),(min*  .  (33) 

Здесь С – функция сложности автомата; n – число 

терминалов; m – число алгебраических операций; 

)(A  – функция, реализуемая автоматом. Она не 

должна измениться в результате этого преобразова-

ния. 

Для решения задач анализа перейдем от ДФ (32) 

к ее описанию посредством реляционной структуры 

данных (РСД). В табл. 1 S  – схема KP-события S;  

Pi – атрибут, или левый нетерминал; jiji PxП  – зна-

чение атрибута, содержащего правый нетерминал 

Pij, причем выражение iji xП  записано в терминаль-

ном столбце, а символ Pj – в нетерминальном столб-

це атрибута Pi; iv  – ранг нетерминала, определяе-

мый ниже. Порядок записи в схеме S  атрибутов и 

их значений может быть произвольным в связи с 

коммутативностью операции дизъюнкции событий. 
 

Таблица 1 

Реляционная структура данных 

S  1P  2P  

- 1v  2v  

- x11 1P  212xП  1P  

- x12 2P  222xП  2P  

- x13 3P  232xП  3P  

… … … … … 

- 1,1 gx  1gP  1,22 gxП  1gP  

 

Определим основные операции над схемой 

),...,,( 21 gPPPS , необходимые для решения постав-

ленной задачи. К ним относятся: 

1) свертка цикла; 

2) подсчет рангов нетерминалов; 

3) подстановка значений атрибутов; 

4) минимизация событий. 

Операция свертки цикла выполняется в том 

случае, когда атрибут Pi содержит в нетерминаль-

ном столбце символ Pi. Соответствующий терминал 

ijx  по правилу (3) заключается в позитивные итера-

ционные скобки }{ iji xП , а правый нетерминал Pi 

исключается из схемы S . Операция осуществляется 

для всех правых Pi (если их несколько), отвечающих 

одноименному атрибуту Pi. 

При определении рангов v правых нетермина-

лов подсчитывается количество их вхождений во 

все нетерминальные столбцы схемы S . Результаты 

заносятся в верхнюю строку таблицы, аналогичной 

табл. 1. 

Операция подстановки производится в целях 

замены правого нетерминала Pj в ijiji PPxП   путем 

перезаписи значений атрибута Pj в нижнюю часть 

атрибута Pi, где этот Pj содержится. Затем ко всем 

перезаписанным терминалам атрибута Pj слева при-

писывается терминал iji xП , после чего запись 

ijiji PPxП   аннулируется. 

Операция минимизации событий применяется 

для устранения избыточности после свертки цикла в 

выражениях вида jrjij
K
iijjij

K
ii xПxПxПxПR  }{  

путем сведения их на основании тождества (31) к 

структуре jr
K
jijjij

K
ii xПxПxПR  }{' , где 

0,  1,K   }{0 П . В самом деле, из Ri следует, 

что в автомате после перехода в состояние aj пере-

ключение управления из цикла }{ ijjij
K
i xПxП  на 

ветвь jrjij
K
i xПxП  происходит тогда, когда на его 

вход в этом состоянии поступает символ jijr xx  . 

Терминал ijx  проверяется в цикле, а K
iП  играет 

вспомогательную роль, к терминалам не относится и 

является указателем перехода. Событие Ri можно 

привести к '
iR , где Пj в jrj xП   однозначно опреде-
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ляет, куда передается управление из рассмотренного 

цикла. 

В этом проявляется важнейшее отличие 

KP-событий от регулярных событий. Из назначения 

указателей переходов ясно, что к избыточным отно-

сятся указатели, сопоставляемые с начальным со-

стоянием автомата. Поэтому в (32) принято 

}{1 П . 

Лемма 1. Произвольный граф автомата может 

быть представлен посредством ДФ события со 

сложностью, адекватной исходному графу по числу 

терминалов. 

Доказательство очевидно. 

Теорема 1. Произвольная ДФ (Мили или Мура) 

события может быть преобразована в КФ события 

со сложностью, удовлетворяющей критерию (33), 

адекватной по числу терминалов исходной ДФ со-

бытия. КФ события имеет циклическую глубину 

}1,0{g , и существует алгоритм, допускающий 

подобное преобразование. 

В качестве доказательства разработаем сле-

дующую методику. 

Методика 1. Решение задачи анализа конечных 

автоматов в АКС. 

Вход. Минимальный граф автомата GA Мили 

или Мура. 

Выход. КФ события. 

Метод. Исключение нетерминалов относитель-

но начального нетерминала P1 на основе подстано-

вок. 

Шаг 1. Построить для графа GA ДФ события ви-

да (32) путем определения всевозможных переходов 

между соседними состояниями. 

Шаг 2. Представить ДФ события посредством 

РСД (схемы S). 

Шаг 3. Произвести в схеме S по правилу (3) 

свертку цикла в тех атрибутах Pi, для которых это 

правило применимо. 

Шаг 4. Положить 1d , где d – индекс атрибута 

Pi. 

Шаг 5. Определить в схеме S ранги правых не-

терминалов. 

Шаг 6. Выбрать атрибут Pi, обладающий рангом 

min
iv . Если в схеме S имеются одинаковые ранги, то 

выбор Pi из них осуществляется произвольно. 

Шаг 7. Подставить значения атрибута Pi взамен 

правого нетерминала Pj, в который были подставле-

ны столбцы (уравнения) 
iP . 

Шаг 8. По правилу (3) выполнить свертку цикла 

для тех атрибутов Pj, в которые были подставлены 

столбцы (уравнения) Pi. 

Шаг 9. Осуществить на основании тождества 

(31) минимизацию событий для тех атрибутов, в 

которых произошла свертка цикла. 

Шаг 10. Положить 1 dd . Если gd  , то пе-

рейти к шагу 5, в противном случае – к шагу 11. 

Шаг 11. Удалить избыточные указатели перехо-

дов, если это возможно. 

Шаг 12. Конец. 

Теорема доказана. 

Следствие. В конечном автомате могут быть 

представлены не только регулярные, но и квазире-

гулярные события с циклической глубиной }1,0{g  

и сложностью, адекватной по числу терминалов ис-

ходным описаниям на языках более низкого уровня, 

чем АКС. 

Рассмотрим следующий пример. Пусть необхо-

димо найти в алфавите  ПX ,1 , где X – мно-

жество входных символов, П – множество указате-

лей переходов, КФ события для графа автомата Ми-

ли, заданного на рис. 1 [2]. 

Проанализируем рис. 1. На основании методики 

1 построим для графа ДФ Мили: 

;46211 PxPxP   

);( 331222 PxPxПP                   (34) 

).( 452433 PxPxПP   
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Определим схему S1 (табл. 2) для ДФ (34) и вы-

полним шаги 4 – 10 алгоритма 1, в результате чего 

сформируем РСД (табл. 3). 
 

Таблица 2 

Схема для примера 

 

S1 P1 P2 P3 

- 1 2 3 

- x1 P2 22xП  P1 43xП  P2 

- x6 P4 32xП  P3 53xП  P4 

 

Таблица 3 

Реляционная структура данных для примера  

 

S1 P1 P2 

- 1 1 

- x1 P2 22xП  P1 

- x6 P4 }{ 432 xxП  - 

- - - 53xП  P4 

 

Повторим шаги методики на второй итерации и 

построим табл. 4, которой соответствует КФ собы-

тия  

65343322211 }{}{ xxПxПxПxПxP    (35) 

со сложностью, адекватной по числу терминалов 

графу на рис. 1, поскольку указатели П не несут 

терминальной нагрузки. 

На основании (4) для ДФ (34) найдем регуляр-

ное событие 

)}{}(}{{ 6534312431 xxxxxxxxxxP  , (36) 

которое по сложности существенно превосходит 

KP-событие (35). 

 

Таблица 4 

КФ события для примера 

 

S1 P1 

- - 

- x6 P4 

- }{ 221 xПx  - 

- }{ 4332 xПxП  - 

- 53xП  P4 

 

Таким образом, из-за различий в правилах вы-

вода и алгоритмов анализа конечных автоматов для 

одного и того же графа автомата сформированы 

различающиеся структуры (35) и (36). С использо-

ванием правила (3) в процессе решения систем 

уравнений (ДФ Мили, Мура) принципиально невоз-

можно получить КФ события с вложенными цикла-

ми, поскольку это правило представляет собой 

дизъюнкцию, а не произведение событий. 

При нахождении КФ события (35) к системе 

(34) применялась подстановка 3 2
1

2 1

P P
T

P P
 

  
 

, т.е. 

вначале уравнение P3 подставили в уравнение P2, 

которое после преобразований подставили в урав-

нение P1. Отметим, что в событии (35) после выпол-

нения цикла }{ 4332 xПxП  возможна передача 

управления указателю П2 в цикле }{ 221 xПx . Ана-

лиз табл. 2 показывает, что систему (34) можно ре-

шить на основании усложненной подстановки 
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322
2 PPP

PPP
T . Предложенная в методике 1 

стратегия исключения нетерминалов через опреде-

a1 a2

a4 a3

x2, y2

x1, y1

x3, y3
x4, y4

x5, y5

x6, y6

Рис. 1. Граф автомата Мили 
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ление их рангов основана на поиске и применении 

минимальной подстановки с целью построить КФ в 

соответствии с критерием (33). Если исходной 

структурой является неминимальный граф GA, то 

методику 1 для нахождения КФ события можно 

применить и в этом случае. Для минимизации дан-

ного события следует воспользоваться правилами, 

изложенными ниже. Наконец, после небольшой мо-

дификации методики 1 возможно построение КФ 

событий для системы (32) без указателей переходов 

с избыточной структурой, которую можно миними-

зировать. 

Естественным расширением АКС является ее 

применение для исследования событий в алфавите 

 ПYX ,,2 , где в отличие от 1  имеется мно-

жество Y выходных сигналов автомата. При этом 

ДФ события принимает вид 

1 1 1 1 2 2 2( ...i i i i iP П x y P x y P    

, 1 , 1 1... ),ij ij j i g i g gx y P x y P             (37) 

где Yyij   – выходной сигнал, выдаваемый в авто-

мате при переходе из состояния аi в состояние аij, а 

остальные символы имеют тот же смысл, что и в ДФ 

(32). Здесь возможно также, что }{1, ey gi  . 

Представление (37) посредством РСД отличает-

ся от табл. 1 тем, что к значениям атрибута Pi до-

бавляется терминальный столбец для записи yij. Ос-

тальные результаты, полученные в алгебре АКС для 

KP-событий в алфавите 1 , распространяются на 

KP-события в алфавите 2 , что позволяет проекти-

ровать конечные преобразователи [2]. Чтобы обес-

печить наглядность описания, итерации }{xy  целе-

сообразно записывать посредством { }
x

y , а xy – в 

виде ( )
x

y . 

 
Заключение 

 
Для реализации алгоритмов, данных и программ 

разработана алгебра квазирегулярных событий с 

правилами вывода и системой аксиом. Таким обра-

зом, решена задача анализа конечных автоматов в 

алгебре квазирегулярных событий. Для дальнейших 

исследований задач реализации алгоритмов, данных 

и программ необходимо разработать методы опти-

мизационного проектирования и синтеза конечных 

автоматов. 
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