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ОПЕРАТОРИ ФІНІТНОГО ТРИВИМІРНОГО ДИСКРЕТНО-НЕПЕРЕРВНОГО 
ПЕРЕТВОРЕННЯ ХАРТЛІ НА ОСНОВІ МЕТОДУ ФАЙЛОНА  

ТА ТРИЛІНІЙНИХ СПЛАЙНІВ, ТОЧНІ НА ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ  
ПОЛІНОМАХ ЗАДАНОГО ПОРЯДКУ 

 
Запропоновано й досліджено оператори обчислення фінітного тривимірного дискретно-неперервного пе-
ретворення Хартлі на основі методу Файлона та трилінійних сплайнів (лінійних за кожною змінною), то-
чні на тригонометричних поліномах заданого порядку. Зокрема, досліджено їх інтерполяційні властивос-
ті. Наведено приклад. 
 
oператор, тривимірне дискретно-неперервне перетворення Хартлі, метод Файлона, трилінійний 
сплайн, тригонометричний поліном, інтерполяційні властивості 
 

Вступ 
 

У літературі, присвяченій дискретному перетво-
ренню Хартлі, основними напрямками досліджень є 
різноманітні варіанти реалізації швидких алгоритмів 
дискретного перетворення Хартлі [1, 2], порівняння 
швидких алгоритмів дискретного перетворення Ха-
ртлі й дискретного перетворення Фур’є [3], ство-
рення багатовимірних варіантів дискретного перет-
ворення Хартлі [4]. Класичне тривимірне перетво-
рення Хартлі [5, с. 66] 
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в прикладних задачах, орієнтованих на комп’ютерні 
технології, використовують у вигляді прямого й 
оберненого дискретного перетворення Хартлі [5]: 
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де ( ) :cos ( ) sin ( )cas t t t  . Тривимірне дискретне пе-

ретворення Хартлі (1) з точки зору характеристик 
точності має такі самі недоліки, що й двовимірне 
прямокутне дискретне перетворення Фур’є [6]. 
 

1. Постановка проблеми 
 

Проблема, яку ми вирішуємо в даній статті, по-
лягає в такому:  

1) побудова ефективних операторів фінітного 
тривимірного дискретно-неперервного перетворен-
ня Хартлі для дійсних функцій трьох змінних з ви-
користанням методу Файлона (Filon) [7] обчислення 
інтегралів від швидко осцилюючих функцій і з замі-

ною функції ( , , )f x y z  сплайнами першого степеня 

за кожною змінною (ФТДНПХ_B-Sp1_FL) для фік-
сованої кількості відліків  

1 2 3( , , ) , , , 1,3p p p s s sf x y z p M M s  , 

які мали б нову порівняно з класичним тривимірним 
ДПХ властивість – можливість формувати непере-
рвне наближення функції за її дискретними відліка-
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ми і при цьому забезпечувати більш високі характе-
ристики точності порівняно з класичним тривимір-
ним ДПХ (при однаковій кількості вузлів) наближу-
ваної функції;  

 2) побудова (при , 1,3s sN M s  ) операторів 

точних на тригонометричних поліномах порядку 

1 2 3( , , )N N N N  – ФТДНПХ_B-Sp1_FL_T;  

 3) дослідження властивостей одержаних опера-
торів, зокрема, доведення, що при N M  ці опера-

тори є операторами інтерполяційного типу: 

1 2 3 1 2 3
, 3 , 1
, ( , , ) ( , , )H d Sp

p p p p p pM ML f x y z f x y z , 

, , 1,3s s sp M M s  . 
 

2. Вирішення проблеми 
 

Для наближеного обчислення коефіцієнтів Харт-
лі 
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, , 1,3s s sk N N s      (2) 

у тривимірній сумі Хартлі 
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1 2 3( ), , 1,2s scas k x k y k z N M s      

дійсної функції  3( , , ) C ( ) , ,rf x y z D D     , 

1, 2,3,...r   використаємо підхід, запропонований в 

[7] і модифікований в [8], [9]. У даному випадку ми 

замінюємо функцію ( , , )f x y z  її трилінійним сплай-

ном, який має вигляд 
31 2

1 1 2 2 3 3

3
1 11 ( ; , , ) 1( , , )

MM M
d

M
p M p M p M

Sp f x y z h x p
  

    

1 2 32 2 3 31( , , ) 1( , , ) ( , , )p p ph y p h z p f x y z   , 

1( , , ) ( 1 2 1 ) / 2s s sh u p t t t      ; 
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11 2 3 1 11,3, , , , ps u x u y u z x p     , 

2 32 2 3 3, , ( , , )p py p z p x y z D   . (3) 

 Нехай 1 2 3( , , )p p pf x y z  задовольняє вимоги три-

вимірної теореми дискретизації [10]. Підставляючи 
(3) в (2), отримуємо: 
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1 2 3( )cas k x k y k z dx dy dz   ,        (4) 

, , , 1,3s s s s sk N N N M s   .        (5) 

 Виконавши обчислення інтеграла в (4) з ураху-
ванням (3), (5), одержимо: 
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де 1 2 3 1 2 3 1 1 2 2( , , , , , , ) ( , ) ( , )k k k J J k J k         

3 3 1 2 3( , ) , ( 0 0 0)J k k k k         

1 1 2 2 3 1 2 3( , ) ( , ) , ( 0 0 0)J k J k e k k k          

 1 1 2 3 3 1 2 3( , ) ( , ) , ( 0 0 0)J k e J k k k k          

 1 2 2 3 3 1 2 3( , ) ( , ) , ( 0 0 0)e J k J k k k k          

 1 2 3 3 1 2 3( , ) , ( 0 0 0)e e J k k k k         

 1 2 2 3 1 2 3( , ) , ( 0 0 0)e J k e k k k         

 1 1 2 3 1 2 3( , ) , ( 0 0 0)J k e e k k k         

 1 2 3 1 2 3, ( 0 0 0)e e e k k k      , 

  2( , ) 1 cos( ) / ( )s s s s s sJ k k k       , 

, , 1,3s s sk N N s  . 
Оператор              
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дозволяє обчислювати неперервне наближення фун-

кції ( , , ) ( )rf x y z С D , 1, 2,3,...r  за її дискретними 
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відліками  

1 2 3( , , )p p pf x y z , 1 2 3
3( , , ) ( , )p p px y z    . 

При застосуванні (7) враховуємо вимоги тривимір-
ної теореми дискретизації [10, с. 13] для вибору не-

обхідних 1 2 3, ,M M M  для даної функції 

( , , )f x y z . 

Лема. При умовах  

1 1 2 2, , ,m M M n M M  , 

  3 3, , , , , 1,3r r r r rs M M p N N N M r     

виконується рівність 
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Доведення проводиться на основі відомих однови-
мірних рівностей [11, с. 68]. 

Теорема. Нехай вузли й коефіцієнти формули 
(7), які використовуються для наближеного обчис-

лення коефіцієнтів Хартлі 
1 2 3
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де ,s t  – символ Кронекера; 1 2 3, , 0k k k  – деякі 

числа. Тоді оператор (див. також [8]) 
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має такі властивості:  
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Доведення. Виконавши обчислення (9) з ураху-
ванням (6), (10), отримаємо: 
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Вираз (8) у цьому випадку має вигляд  
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Перейдемо від неперервних 1 2 3( , , ) D     до 

дискретних змінних 3( 1 , 2 , 3 ) ( , )m n su u u    :  

1 , 1 ( , ) , , , 2m Q m Qu m u m Q Q          , 

1/ ( 2 1) , 2 , 2 ( , ) , , ,n W nQ u n u n W W        

2 , 1/ (2 1) , , , 3W s VW s V V u s        , 

3 ( , ) , 2 ; 1/ (2 1)s Vu V          . 
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Нехай виконуються умови:  

1 1 1 1 1 1, , , , QQ M N M m M M     , 

2 2 2,W M N M  , 2 2 2, , Wn M M   , 

3 3 3 3 3 3, , , , VV M N M s M M     . 
Тоді 1 , 2 , 3m m n n s su x u y u z   , і для (14) одер-

жимо (при N M ): 

,3d ,Sp1
1 2 3, ( , , )H

m n sM ML f x y z e e e   
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3
1 1( , , ) ( , ) , ,m n sx y z m M M    , 

2 2 3 3, , ,n M M s M M  .  (15) 

Скориставшись твердженнями леми, маємо з (15): 
,3 , 1
, ( , , )H d Sp

m n sM ML f x y z   

1 2 3( , , ) ( , , )m n sf m n s f x y z     , 

1 1 2 2 3 3, , , , ,m M M n M M s M M   . 

Властивість 1 доведено. Враховуючи однозначне 
зображення тригонометричного полінома степеня М 

за допомогою його значень в точках 1 2 3( , , )p p px y z , 

, , 1,3s s sp M M s  , а також доведене твердження 

(13), можна стверджувати, що 
1 2 3p , p , pC  : 
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1 2 3( )cas p x p y p z   .  
Теорему доведено.  

 

3. Тестовий приклад 
  

У табл. 1 наведено результати обчислення зведе-
ної похибки наближення функції  

( , , ) ( / 3) exp( / 13)f x y z cos x x    

( / 5) exp( / 23) ( / 7)exp( / 33)cos y y cos z z    

для 1 2 3 3,4,5M M M    та 1 2 3 7,9 ,11R R R    відпо-

відно: 
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де 
3

1
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s
m M


  – кількість значень функції 

( , , )r s tf x y z , що використовуються у формулі (4);  

3

1
(2 1)s

s
r R


  – кількість точок, в яких обчислю-

ються числа 2, 2, 2   ; ,3 ( , , )H d
r s tNS f x y z – 

сума Хартлі. 
 

Висновки 
 

Наукова новизна:  
1. Запропоновано оператори тривимірного фіні-

тного дискретно-неперервного перетворення Хартлі 
на основі методу Файлона (Filon) та сплайнів пер-
шого степеня.  

2. Порівняно з класичним тривимірним ДПХ 
розвинутий у даній роботі метод дозволяє обчислю-
вати коефіцієнти Хартлі з більш високою точністю, і 
при дискретних даних на вході запропоновані опе-
ратори формують на виході неперервне значення 
апроксимаційної функції з більш високою точністю.  

3. З табл. 1 випливає, що при , 1,3i iN M i   

для оператора ,3d ,Sp1
, ( , , )H

M ML f x y z  дійсно викону-

ються інтерполяційні властивості (12) ( 1 0  ).  

4. Якщо ( , , )f x y z  є тригонометричним  

поліномом    степеня   1 2 3( , , )N N N N ,   то   можна  
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Таблиця 1 
Результати обчислення зведеної похибки наближення функції 

 

 1  1  1  2  2  2  r 

343 0,0588 0,0699 0 0,0623 0,0958 0,0955 6859 

729 0,0521 0,0721 2,0E-15 0,0531 0,0731 0,0806 15625 

1331 0,0474 0,0726 1,5E-14 0,0487 0,0735 0,0771 29791 

перевірити, що оператор ,3d ,Sp1
, ( , , )H

N ML f x y z  дійсно 

збігається у всіх точках з ( , , )f x y z , тобто опера-

тор ,3d ,Sp1
, ( , , )H

N ML f x y z  є точним на тригонометри-

чних поліномах степеня 1 2 3( , , )N N N N .  

5. Запропонований метод побудови розглянутих 
операторів є подальшим узагальненням методу 
Файлона [9, с. 519], [12, с. 118] обчислення інтегра-
лів від швидко осцилюючих функцій.  

Практичну значущість і перспективи пода-
льших досліджень автори вбачають у застосуванні 
запропонованих операторів при вирішенні деяких 
задач сучасних інформаційних технологій, напри-
клад, у деяких задачах математичного моделювання, 
у деяких відомих непараметричних і параметричних 
методах спектрального оцінювання сигналів у циф-
ровій обробці сигналів і особливо в тих випадках, де 
застосування класичного тривимірного ДПХ не за-
безпечує необхідних вимог з точності тощо. 
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