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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ФОРМИРОВАНИЯ ГРУППОВОЙ ШКАЛЫ 
ВРЕМЕНИ ПРИ УСЛОВИИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ АТОМНЫХ ЧАСОВ  

КАК СИСТЕМЫ СВЯЗАННЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ  
 
Предложена математическая модель шкалы времени, формируемой группой атомных часов, используе-
мых как единое целое, при условии их взаимодействия как системы связанных осцилляторов. Произве-
дена оценка дисперсии погрешности хранения шкалы времени с учетом погрешности взаимодействия. 
 
шкала времени, формирование групповой шкалы времени, атомные часы, погрешность взаимо-
действия, погрешность хранения шкалы времени 

 
Введение 

 
В современных радиотехнических системах в ка-

честве задающих и синхронизирующих устройств 

используются атомные часы (АЧ), которые являют-

ся высокостабильным источником колебаний в ра-

диотехническом диапазоне [1]. В большинстве ра-

диотехнических систем точность и надежность 

формирования высокостабильных колебаний обес-

печивается методами аналитического (на основе 

вычислений) и аппаратурного (на основе соответст-

вующего преобразования сигналов) объединения 

АЧ в групповой эталон [2]. При этом точность и 

стабильность в групповом эталоне достигается на 

базе усреднения характеристик нескольких часов, а 

надежность – на основе их резервирования. 

Формулирование проблемы. Известно [1, 2], 

что погрешность хранения (формирования) шкалы 

времени (ШВ) групповым эталоном времени и час-

тоты (ГЭВЧ) на основе АЧ обусловлена следующи-

ми основными причинами: нестабильностью часто-

ты опорных сигналов квантовых стандартов часто-

ты (мер частоты), из которых формируются физиче-

ские шкалы, и погрешностью аппаратуры сравнения 

шкал и опорных частот. Влияние этих причин на 

погрешность хранения ШВ существенно зависит от 

применяемых методов обработки результатов срав-

нения и коррекции шкал АЧ, построенных на извест-

ных математических моделях физических факторов, 

которые описывают поведение систематических и 

случайных изменений частоты их опорных сигналов 

[2 – 6]. В работе [7] показано, что значительное влия-

ние на погрешность формирования ШВ кроме из-

вестных физических факторов оказывает не учиты-

ваемая ранее погрешность взаимодействия АЧ через 

измерительные каналы.  

Анализ исследований и публикаций. В на-

стоящее время методы формирования местных шкал 

ГЭВЧ базируются на следующих двух предположе-

ниях [2 – 6]. Во-первых, систематические изменения 

опорных частот АЧ описываются параметрическими 

моделями поведения частоты системы несвязанных 

осцилляторов (мер частоты). Во-вторых, случайные 

изменения частоты (шумы) в группе предполагают-

ся некоррелированными. Поэтому погрешность 

взаимодействия мер частоты в ГЭВЧ не учитывает-

ся. Однако, предположение о некоррелированности 

флуктуации частоты мер из состава ГЭВЧ во многих 

практических случаях не выполняется [4, 8, 9]. На-

личие взаимных корреляционных связей собствен-

ных частотных (фазовых) шумов мер обусловлено 

погрешностью взаимодействия АЧ из состава груп-

пового эталона времени и частоты [7]. 
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Цель статьи. Разработать математическую мо-

дель формирования ШВ ГЭВЧ как системы связан-

ных осцилляторов, которая позволит учесть по-

грешность взаимодействия мер через измеритель-

ные каналы. 

 
Результаты исследований 

 
Известна связь между поведением фазы (часто-

ты) опорного сигнала АЧ и формируемой ШВ [1]. 

Измерение текущего значения полных фаз (частот) 

мер в ГЭВЧ осуществляется их сличением друг с 

другом при помощи фазовых (частотных) компара-

торов. Поскольку практически невозможно обеспе-

чить полную электрическую развязку входных сиг-

налов, можно утверждать о наличии взаимосвязи 

между задействованными в процессе измерения ме-

рами, т.е. об образовании системы связанных ос-

цилляторов с близкими частотами. Вектор поведе-

ния полных фаз выходных сигналов ГЭВЧ, состоя-

щего из n  мер, при наличии электрических связей 

через фазовые (частотные) компараторы можно 

представить следующей системой стохастических 

дифференциальных уравнений второго порядка: 
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где iu  – амплитуда колебаний выходного сигнала 

i -й меры частоты в группе ( ni ,..,1 );  ii uF  – 

диссипационные функции, учитывающие потери, 

влияние нелинейностей и специфику i -й меры; i – 

парциальная частота i -й меры; ip  – коэффициен-

ты связи между i -й и p -й мерами в группе ( pi  ); 

 ipipii u  ,,  – случайная функция, учитываю-

щая влияние флуктуации параметров i -й меры во 

времени, а piip  ; i  – весьма малая слу-

чайная функция, включающая в себя, в общем слу-

чае, все аддитивные составляющие шума i -й меры. 

Система дифференциальных уравнений (1) мо-

жет быть сведена с помощью метода медленно ме-

няющихся амплитуд к системе укороченных диффе-

ренциальных уравнений первого порядка [10]. Та-

ким образом, относительно периода колебаний мед-

ленное изменение фазы i -й меры с учетом малых 

аддитивных фазовых шумов, входящих в систему n  

связанных мер, будет иметь вид 
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0 cos ,    (2) 

где  ti  – поведение полной фазы i -й меры; 

00  ii  – отклонение частоты i -й меры от-

носительно 0  номинального значения;    tip  

   tt pi  – разность фаз колебаний между i -й 

и p -й мерами;  ti  – аддитивный случайный про-

цесс (шум) i -й меры;  
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  – относи-

тельная амплитуда. 

Для поиска аналитического решения стохастиче-

ского дифференциального уравнения (2) воспользу-

емся методом итераций [11]. В данном случае про-

цесс итерации опишем уравнением 
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где  0i  – заданное начальное значение; 

     ttt j
p

j
i

j
ip   при N    j ...2,1,0  ( N  – об-

щее количество итераций);   
t

i tdt
0

 – интеграл от 

случайного процесса  ti  (понимается в смысле Ито 

[11]). Процесс итерации сходится, если последова-

тельные приближения стремятся с увеличением j  к 

некоторой предельной функции, удовлетворяющей 

следующему интегральному уравнению [11]: 

       
t

ipii tdttFt
0

,0 . 

Поиск наилучшего приближения проведем мето-
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дом итераций уравнения (2) с использованием раз-

ностной схемы 
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11  – среднее значение 

разности фаз  tip  на k -м интервале измерения 

разностей фаз   выходных сигналов мер частоты 

фазовыми компараторами;    
 










11 k

k
ii dttk  – 

среднее значение случайного процесса  ti  на k -м 

интервале измерения  . 

Анализ численных решений, полученных разно-

стной схемой (4), показал, что наибольшая скорость 

сходимости в методе итерации наблюдается при 

выполнении условия для системы уравнений (1), 

когда все меры в группе находятся в режиме биений 

несинхронных мер [8]: 
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где      ttt piip 00  . 

Результаты численного моделирования двух свя-

занных осцилляторов в режиме биений при выпол-

нении условия (5) приведены на рис. 1, где изобра-

жены графики:  FS 12
~
  – спектральной плотности 

мощности частотных флуктуаций без учета адди-

тивных шумов и  FS 12  – спектральной плотности 

мощности частотных флуктуаций с учетом аддитив-

ных шумов. Из анализа графика  FS 12
~
  следует, 

что в режиме биений при отсутствии аддитивных 

шумов на частотах, кратных 12 , наблюдается 

появление комбинационных составляющих, которые 

затухают быстрее чем 21 F , что позволяет остано-

виться на первой итерации ( 0j ). Таким образом, 

в качестве первого приближения для уравнения (2) 

при отсутствии аддитивных шумов необходимо 

брать соотношение   tt ip
j
ip  0 . Спектральная 

плотность мощности частотных флуктуации 

 FS 12  с учетом аддитивных шумов представляет 

собой смесь узкополосного случайного процесса с 

центральной частотой, равной разности парциаль-

ных частот 12 , и случайного процесса типа бело-

го шума. 
 

 

Рис. 1. Спектральная плотность мощности поведения частоты 
 

dt
td 12

 двух связанных осцилляторов, 

находящихся в режиме биений 

0,01 

0,01 
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Найденное с помощью соотношения (3) анали-

тическое решение уравнения (2) в режиме биений 

при выполнении условия (5) для i -й меры можно 

представить в виде 
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где  tip  – случайные процессы, образуемые из 

случайных процессов      ttt piip   и  tip ; 

   ipipip tMU  2  – некоторая обобщенная 

амплитуда;  M  – операция математического ожи-

дания;  ti
~  – случайный процесс  ti  с учетом 

погрешности, вносимой пренебрежением членами 

второго и более порядков малости в уравнении (3) 

при Nj   и воспринимаемых как коррелирован-

ный шум. 

В общем случае процесс поведения полной фазы 

 ti  i -й меры является ненаблюдаемым, так как 

известные методы сличения фаз (частот) позволяют 

получать только оценку разности фаз колебаний 

 tip
 . Однако, при реализации графа сличений со 

всеми возможными комбинациями индексов i  и p  

можно получить полный набор параметров иденти-

фикационной модели поведения текущего состояния 

фазы каждой меры частоты из состава группы в ви-

де уравнения (6). Идентификация детерминирован-

ной составляющей отклонения частоты i -й меры 

относительно номинального значения 0i  и на-

чального значения фазы  0i  выходного сигнала 

осуществляется при помощи внешней ШВ, переда-

ваемой по различным радиоканалам. Методика оп-

ределения количественных значений обобщенных 

амплитуд ipU , разностей парциальных частот i -й и 

p -й мер ip  и параметров случайного процесса 

 tip  приведена в работе [8]. Процедура идентифи-

кации параметров случайного процесса  ti
~  при 

использовании результатов сличений с внешней 

ШВ, передаваемой спутниковой радионавигацион-

ной системой GPS, приведена в работе [9].  

Априорную оценку дисперсии погрешности хра-

нения времени за счет случайных изменений фазы 

выходного сигнала i -й меры с учетом погрешности 

взаимодействия найдем через оценку спектральной 

плотности мощности центрированного случайного 

процесса  ti

 . Для этого, используя метод гауссов-

ской интегральной аппроксимации, случайные про-

цессы  tip  представим в виде решения следующих 

стохастических дифференциальных уравнений [11]: 

 
   tt

dt
td

ipipip
ip

,


,  (7) 

где ip  – постоянные коэффициенты;  tip,  – бе-

лые гауссовские шумы с нулевыми средними значе-

ниями и дисперсиями 2
,ip . 

Тогда для оценки односторонней спектральной 

плотности мощности центрированного процесса 

 ti

  из равенства (6) с учетом  tip  решения 

уравнения (7) получим 
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где    – дельта-функция [11]. 

Оценку дисперсии погрешности хранения ШВ i -х 

АЧ, обусловленной случайными изменениями фазы 

опорного сигнала, согласно уравнению (8) опреде-

лим из выражения 
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~


 – оценка односторонней спектральной 

плотности мощности случайного процесса  ti
~ ; 

T  – интервал времени хранения ШВ. 
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Выводы 
 
Амплитудные колебания, появляющиеся в ре-

жиме биений системы связанных осцилляторов с 

близкими частотами за счет паразитной амплитуд-

но-фазовой конверсии на нелинейных элементах 

схемы опорных генераторов АЧ из состава группы, 

преобразуются в квазипериодические колебания 

частоты выходных сигналов каждой меры. Ампли-

туды и фазы данных случайных узкополосных про-

цессов зависят от коэффициентов связей ip  между 

мерами. 

Из проведенного анализа решения уравнения (2) 

вытекает рекомендация, что при эксплуатации эта-

лона, созданного на основе группы прецизионных 

мер частоты, целесообразно разводить их частоты 

на интервал, более чем в n  раз превышающий по-

лосу взаимной синхронизации каждой пары мер до 

выполнения условия (5). Это, во-первых, предот-

вращает взаимную синхронизацию мер частоты и, 

как следствие, отсутствие спонтанных бросков час-

тоты при срывах синхронизации, а, во-вторых, не 

порождает в спектре выходного сигнала “ярких” 

линий на комбинационных (по отношению к разно-

сти частот) частотах. 

Дальнейшие исследования будут направлены на 

разработку способа компенсации погрешности 

взаимодействия мер из состава ГЭВЧ.  
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