
Комп’ютерні системи та інформаційні технології 

 

87

УДК 512.152 
 
В.А. ПОПОВ, Н.В. ЕРЕМЕНКО 
 
Национальный аэрокосмический университет им. Н.Е. Жуковского «ХАИ», Украина 

 
МОДЕЛЬ ОБСЛУЖИВАНИЯ С ПЕРЕМЕННЫМИ  

ИНТЕНСИВНОСТЯМИ ПОТОКОВ 
 

Исследуется одноканальная система с ожиданием, в которой в момент t=0 находится начальное число 
требований i и параметры которой зависят от времени τ. Проводится анализ аналитических выражений 
Pin(τ) при определенных постоянных значениях загрузки и переменных интенсивностях входящего по-
тока λ(t) и потока обслуживания µ(t) как периодических функций, разработаны алгоритм для вычисле-
ния Pin(τ) и программа в среде программирования Delphi, получены расчетные результаты в виде таб-
личных значений и графиков.  
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Введение 

 
Новые принципы организации и управления, ос-

нованные на концептуальных подходах и анализе 

существующих систем массового обслуживания 

(СМО), во все большей степени и с успехом приме-

няются в практике наиболее эффективно функцио-

нирующих предприятий, фирм и объединений. 

Управление различного рода потоками (заготовок, 

полуфабрикатов, изделий, финансов, информации), 

а также направлением трудовых ресурсов, произ-

водственных мощностей дает возможность из не-

скольких возможных управленческих решений вы-

брать то, которое обеспечивает относительно наи-

большую эффективность осуществляемой экономи-

ческой деятельности. В связи с этим все большую 

актуальность приобретают задачи синтеза (оптими-

зации), направленные на поиск оптимальных пара-

метров СМО. Поэтому целью данной работы явля-

ется изучение и анализ модели обслуживания с пе-

ременными интенсивностями потоков, которые бо-

лее адекватно отражают реальные процессы [1 – 5]. 
 
Выделение нерешенных вопросов 

общей проблемы 
 

Системы М|M|1|∞|∞|Fifo в переходном режиме 

изучались в работах [1, 2].  

Но наибольший интерес представляют данные 

системы при переменных параметрах от времени 

λ(t) и µ(t), при которых в [1] получены выражения 

для вычисления Pin(τ) (вероятности нахождения в 

системе n запросов от времени при условии, что в 

начальный момент в системе находятся i заявок;  

τ – преобразованное время t) с помощью сведения 

бесконечной системы уравнений к телеграфному 

уравнению, которое решается при соответствую-

щих граничных условиях.  

Однако полученные конечные выражения тре-

буют анализа и проверки их достоверности путем 

сравнения с результатами, полученными другими 

способами, включая разработку соответствующих 

алгоритмов, программ и выполнения тестовых при-

меров. 

В данной работе проводится анализ аналити-

ческих выражений для Pin(τ) при определенных 

постоянных значениях загрузки, а также разрабо-

таны алгоритм для вычисления Pin(τ) и программа 

в среде Delphi, получены расчетные результаты в 

виде табличных значений и графиков, которые 

позволяют делать соответствующие выводы при 

анализе потоковых процессов с пунктами обслу-

живания. 
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Изложение основного материала  
исследования 

 

Рассмотрим одноканальную систему, в которой в 

момент t=0 находится начальное число требований i, 

и параметры которой зависят от времени [1, 2]. При 

анализе задачи массового обслуживания, удовле-

творяющей этим условиям, было принято, что ин-

тенсивности входящего потока λ(t) и потока обслу-

живания µ(t) являются периодическими функциями, 

загрузка системы при этом является постоянной 

величиной. Введем преобразование времени τ: 

∫µ=τ=τ
t

dsst
0

)()( . Используя для упрощения вы-

числений масштаб времени τ, полагаем: 
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Бесконечная система дифференциальных урав-

нений, составленная по графу состояний для одно-

канальной разомкнутой системы с ожиданием, име-

ет вид: 
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Для решения полученной системы применяются 

следующие шаги: 

1. Вводится обозначение 

)()( )](1[ τ=τ ⋅τ+τ
n

R
n PeQ ,    n = 0, 1, …,  

и получается новая система: 
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2. Для данной системы доказывается справедли-

вость следующей производящей функции: 
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3. Производящая функция приводит к телеграф-

ному уравнению .)(
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4. Решение телеграфного уравнения дает ре-

зультат Pn(τ): 
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5. Если ρ≡τ)(R  – постоянная величина, т.е. 

)()( τρλ=τµ , то можно получить Pin(τ): 

],),,0()1(),,0(

),,0([)(

2
1

)1(

∑
∞

++=
++

×−
ρ+τ−

ττρρ−+ττ×

ρ+ττ=τ

ink
k

n
in

n
niin

AA

AeP
   (1) 

или вычисление Pin(τ) может проводиться с помо-

щью таблиц для P0n(τ): 
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Для вычисления Pin (τ) преобразуем выражение 

(1) с учетом формулы для ),,( zAn τσ : 
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Тогда: 
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Окончательно получим формулу (3): 
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где ( )хIn  – модифицированная функция Бесселя  

1-го рода n-го порядка [6].  
Таким образом, можно предложить следующий 

алгоритм для определения Pin(τ) по формуле (3): 

1. Задать численные значения ρ (ρ>0) и τ. 

2. Определить значения модифицированных 

функций Бесселя ( )ρτ2nI  1-го рода до s-го поряд-

ка (s = (max[n] + max[i] + 2) ) включительно. 
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4. Рассчитать для заданных значений ρ, τ, n и i 
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5. Рассчитать Pin(τ) по формуле (3). 

Используя формулы для функций Бесселя [6]: 
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получим формулы для определения значений функ-

ций до 12-го порядка включительно: 
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При помощи формул для I2(х)…I12(х) и таблич-

ных значений  I0(2)= 2,2796; I1(2) = 1,5906 [6] полу-

чим расчетные значения для табл. 1 и табл. 2. 

Для вычисления Pin(τ) по формуле (3), используя 

значения из табл. 1, табл. 2, будем для фиксирован-

ной величины i последовательно изменять n от 0  

до 5 (полученные значения заносим в табл. 3):  
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Таблица 1 

Модифицированные функции Бесселя 

 

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Ik(2) 0,6889 0,2127 0,0507 0,982× 

×10–2 

0,16× 

×10–2 

0,224×

×10–3 

0,277× 

×10–4 

0,304× 

×10–5 

0,301× 

×10–6 

0,2×  

×10–7 

0,4× 

×10–8 

 

Таблица 2  

Значения ∑
++=

−
ρτρ

12

2

2 )2(
ink

k

k

I   

b 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

( )25,0 2 b

b

I⋅
−

  
1,377 0,601 0,202 0,055 0,13× 

×10–1  

0,25× 

×10–2  

0,44× 

×10–3  

0,6887× 

×10–4  

0,96× 

×10–5  

0,12× 

×10–5  

0,26× 

×10–6 

( )∑
=

−
⋅

12
2 25,0

bk
k

k

I  2,253 0,875 0,274 0,071 0,16× 

×10-1  

0,31× 

×10-2  

0,52× 

×10-3  

0,7998× 

×10-4  

0,11× 

×10-4  

0,15× 

×10-5  

0,26× 

×10-6  

 

Таблица 3 

Значения Pin(τ) [ρ=0,5; 5,02=τ ] 

 n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 

i=0 0,678 0,24 0,063 0,01 0,0019 0,0002 

i=1 0,487 0,31 0,142 0,04 0,0091 0,0015 

i=2 0,254 0,28 0,275 0,13 0,0413 0,0090 

i=3 0,100 0,17 0,270 0,27 0,135 0,0413 

i=4 0,031 0,07 0,165 0,27 0,2736 0,135 

i=5 0,008 0,02 0,072 0,16 0,27 0,2736 

 

Таблица 4  

Значения Pin(τ) [ρ=1; τ=1] 

 n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 

i=0 0,523 0,308 0,122 0,03 0,008 0,001 

i=1 0,308 0,337 0,222 0,09 0,029 0,006 

i=2 0,122 0,222 0,309 0,21 0,093 0,028 

i=3 0,035 0,094 0,215 0,30 0,215 0,093 

i=4 0,008 0,029 0,093 0,21 0,308 0,215 

i=5 0,001 0,006 0,028 0,09 0,215 0,308 

 

Таблица 5  

Значения Pin(τ) [ρ=4; τ=0,5] 

 n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 

i=0 0,20 0,288 0,247 0,15 0,071 0,027 

i=1 0,07 0,192 0,263 0,22 0,140 0,066 

i=2 0,01 0,065 0,187 0,26 0,226 0,139 

 

 

 
Таблица 6  

Значения Pin(τ) [ρ=1; i=0] 

 τ=0 τ=1 τ=2 τ=3 τ=4 τ=5 

P0(τ) 1 0,523 0,38 0,318 0,277 0,25 

P1(τ) 0 0,308 0,29 0,268 0,244 0,22 

P2(τ) 0 0,122 0,17 0,19 0,189 0,17 

P3(τ) 0 0,035 0,08 0,115 0,129 0,12 

P4(τ) 0 0,008 0,03 0,06 0,079 0,07 

P5(τ) 0 0,001 0,01 0,028 0,043 0,03 
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Рис. 1. Графики зависимостей Pin(τ) для случая ρ< 1, 

5,02=τ , 5,0=i , 5,0=n   
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Рис. 2. Графики зависимостей Pin(τ) для случая 

ρ=1, 1=τ , 5,0=i , 5,0=n  
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Рис. 3. Графики зависимостей Pin(τ) для случая ρ>1, 

τ=0,5, 5,0=i , 5,0=n  
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Рис. 4. Графики зависимостей P0n(τ)  

для случая ρ=1, i=0  
 

Рис. 5. Окно программы с таблицей и графиками для модели обслуживания с переменными  
интенсивностями потоков 



Комп’ютерні системи та інформаційні технології 

 

92 

По полученным в табл. 3 данным были построе-

ны графики зависимости вероятностей Pin(τ) от ко-

личества запросов в системе n (рис. 1).  

Аналогично построены графики зависимостей 

для ρ = 1 (табл. 4, рис. 2) и для ρ > 1 (табл. 5, рис. 3). 

Кроме того, были построены графики зависимо-

сти вероятности Pin(τ) от времени τ (табл. 6, рис. 4). 

Для упрощения было принято:  

ρ = 1, i = 0. 

Для вычисления вероятностей Pin(τ) с учетом 

принятых упрощений  формула (3) примет вид: 

( ) ( )[ ]τ+τ=τ +
τ− 22)( 1

2
nnin IIeP .  

Для стационарного состояния (τ→∞) результаты 

были получены программно (столбец P5(t) таблицы 

на рис. 5). 
 

Заключение 
 

1. Предложенный алгоритм нахождения Pin(τ) 

по формуле (3) протестирован и апробирован целым 

рядом тестовых примеров и показал достаточную 

устойчивость и непротиворечивость. 

2. Стационарный режим изучался путем срав-

нения основного расчетного алгоритма (3) и стацио-

нарных решений, а также путем сравнения с данны-

ми, полученными для стационарного режима по 

формуле для М | M | 1 | ∞ | ∞ | Fifo Pn=(1–ρ)ρn при 

постоянных значениях интенсивностей входящего 

потока λ и потока обслуживания µ. 

3. При значениях 5,0=n  наблюдается доста-

точная проверочная сумма Pin(τ) по n, приблизи-

тельно равная 1. 

4. Особенностью графиков переходного режима 

с переменными λ и µ в системе М | M | 1 | ∞ | ∞ | Fifo 

является наличие колебательных процессов функ-

ций Pin(τ), что формально объясняется привлечени-

ем модифицированных функций Бесселя 1-го рода 

n-го порядка для расчета вероятностей состояний. 

5. Для дальнейшего исследования необходимо 

рассмотреть специфику преобразования времени τ с 

целью возможной соответствующей практической 

интерпретации, а также возможность вычисления 

Pin(τ) с помощью таблиц для P0n(τ) по формуле (2). 

Следует изучить особенности входного потока для 

непериодической функции времени, а также провес-

ти анализ других возможных зависимостей потока 

обслуживания µ(t) и всех графических зависимостей 

Pin(τ) с отражением изменения параметров системы 

Pin(τ) по сравнению с такими же параметрами для 

системы с постоянными λ и µ. 

6. Важным, на наш взгляд, является практиче-

ское применение полученных результатов для слу-

чая реальных потоковых процессов с целью разра-

ботки мероприятий для улучшения работы системы. 
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