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АЛГОРИТМ УПРАВЛЕНИЯ СОСТОЯНИЕМ  

ЭЛЕКТРОННОЙ АППАРАТУРЫ ПРИ ДИФФУЗИОННОЙ МОДЕЛИ 
ДЕГРАДАЦИИ ОПРЕДЕЛЯЮЩЕГО ПАРАМЕТРА 

 
Предложен оптимальный алгоритм эксплуатации по состоянию электронной аппаратуры, изменение оп-
ределяющего параметра которой описывается однородным марковским процессом, для случая двухсто-
роннего ограничения области работоспособности. Представлены зависимости для расчета матрицы веро-
ятностей перехода, являющейся исходной информацией для рассматриваемого алгоритма, по параметрам 
непрерывного диффузионного процесса. 
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Введение 
 
Электронная аппаратура (ЭА) подвержена широ-

кому спектру внешних воздействующих факторов. 

Кардинальным средством, обеспечивающим реше-

ние задачи поддержания надежного и эффективного 

функционирования работы ЭА при минимизации 

средних эксплуатационных затрат, является переход 

от традиционной системы эксплуатации (по ресур-

су) к эксплуатации «по состоянию». 

При проведении периодических проверок уста-

навливается техническое состояние систем (блоков) 

ЭА. В качестве параметров, характеризующих уро-

вень технического состояния блоков, используют 

величину отклонения от номинального значения их 

выходных сигналов (отклонение величины выход-

ного напряжения для блоков питания, отклонение от 

номинального значения частоты сигналов для раз-

личного рода стабилизаторов и генераторов частоты 

и т.д.). 

Объем профилактических и восстановительных 

работ при эксплуатации по состоянию прямо про-

порционален степени уменьшения работоспособно-

сти. Реализация этой стратегии позволяет сократить 

число отказов, вносимых при выполнении работ по 

обслуживанию, регулировкам, монтажу и демонта-

жу ЭА. Стратегия управления по состоянию позво-

ляет экономить ЗИП за счет сокращения числа не-

обоснованных замен. Коэффициент оперативной 
готовности систем, управляемых по состоянию, как 

правило, выше, чем у систем, управляемых по нара-

ботке. 

Формулирование проблемы. В современной 

литературе [1] отмечается, что одной из наиболее 

адекватных моделей для описания процессов дегра-

дации электронной аппаратуры являются однород-

ные непрерывные марковские процессы немонотон-

ного диффузионного типа. 

Анализ существующих методик определения оп-

тимальной стратегии эксплуатации по состоянию 

показал, что большинство из них предполагают мо-

нотонное изменение параметра [2 – 5], односторон-

нее ограничение области работоспособности [2 – 6] 

или изначально заданное начальное значение пара-

метра [2]. 

В данной работе представлен алгоритм, который 

оптимизирует стратегию эксплуатации по состоя-

нию как по верхнему и нижнему упреждающим до-

пускам, так и по начальному значению параметра. 

Данный алгоритм является дальнейшим развитием 

известного алгоритма определения оптимальной 

стратегии эксплуатации по состоянию системы с 
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параметрами марковского типа при одностороннем 

ограничении области работоспособности [2 – 4]. 

Конструктивные результаты по оптимальному 

управлению поведением определяющего параметра 

объекта эксплуатации получаются при рассмотре-

нии его в виде цепей Маркова, что требует знания 

матрицы стационарных вероятностей перехода  

[2 – 4, 6]. 

Электронные средства являются высокотехноло-

гической и наукоемкой продукцией. Это делает эко-

номически невыгодным проведение их испытаний 

для получения статистики наблюдений, чтобы, ис-

пользуя традиционные статистические методы, оце-

нить значения матрицы стационарных вероятностей 

перехода [4]. В то же время коэффициенты старения 

ЭС можно определить по коэффициентам старения 

электрорадиоизделий (ЭРИ) и зависимости между 

контролируемым параметром и параметрами ЭРИ. 

Предметом данной работы также является полу-

чение зависимостей для определения переходных 

вероятностей, используя взаимосвязь между цепью 

Маркова и непрерывным марковским процессом 

диффузионного типа, параметрами которого явля-

ются коэффициенты старения. 

 
1. Алгоритм эксплуатации по состоянию 

 
Следуя методике для построения алгоритма экс-

плуатации по состоянию при одностороннем огра-

ничении области работоспособности [2 – 4], рас-

смотрим алгоритм для случая двухстороннего огра-

ничения рабочей области определяющего параметра 

ЭА. 

Пусть параметр, который характеризует работу 

ЭА, при ее эксплуатации проверяется в дискретные 

моменты времени 0, 1, ...t =  Допустим, что область 

работоспособности этого параметра является двух-

сторонней и разделена на непересекающиеся отрез-

ки – состояния, образующие конечное множество 

{0, 1, ..., }G L= . Здесь 0  и L  – состояния, соответ-

ствующие выходу параметра ЭС за нижнюю и верх-

нюю границу области работоспособности соответ-

ственно. 

В дискретные равноотстоящие моменты времени 

параметр проверяется, в результате чего становится 

известно одно из его состояний i G∈ . Предполо-

жим, что во времени последовательность измеряе-

мых величин описывается марковской цепью со 

стационарными вероятностями перехода ijq , кото-

рые удовлетворяют условиям: 

 0,0
0

0, 1, 0, 1, 1.
L

ij ij iL LL
j

q q q q q
=

≥ = ≥ = =∑  (1) 

В каждый момент времени на основании резуль-

татов проверки принимается решение о том, что 

следует предпринимать относительно объекта. 

Пусть isd  – решение изменить состояние системы 

от i  до s  при условии, что в момент контроля за-

фиксировано состояние i. Выберем решения такими, 

что 
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С учетом правил (2) поведение системы во вре-

мени становится управляемым и описывается эрго-

дическим марковским процессом со стационарными 

вероятностями переходов 

 
0

, , 0, .
L
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s

D q i j L
=

ν = ∈∑  (3) 

Стационарные вероятности состояний iπ  полу-

ченного управляемого марковского процесса с веро-

ятностями переходов ijν  определяются из системы 

уравнений Колмогорова: 

 0

0

, 0, ;

1, 0.

L
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i
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j j
j
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Решения (2) могут привести к следующим исхо-

дам: 

– оставить объект в наблюдаемом состоянии; 
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– изменить его состояние от i  до s i≠ . 

При осуществлении решений второго типа воз-

можны предупредительные работы, если 1, 1i L∈ − , 

и ремонтные, если 0,i L= . 

Введем затраты, связанные с изменением иссле-

дуемого параметра в процессе эксплуатации: 

– затраты на контроль для определения состоя-

ния системы не зависят то номера состояния и рав-

ны 0c ; 

– затраты, связанные с принятием решения isd , 

равны isc  и определяются как 

 

, 1, 1, 1, 1 ;

, 1, , 1, 1 ;

0, 0, ,

п

is р

C i L s L

c C i L s L

i s L

⎧ = − = −
⎪⎪= = = −⎨
⎪

= ∈⎪⎩

 (5) 

где пC  – затраты, связанные с профилактической 

регулировкой параметра; 

рC  – с аварийным восстановлением (ремонтом). 

Тогда на основании теоремы о полном матема-

тическом ожидании для марковской цепи математи-

ческое ожидание затрат за один шаг 

0
1 1 1

0 0
1 1 1

[ ]

( ) .
L L L

р s L Ls п i is i s
s s i

M c c

C D D C D
− − −

≠
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+ π + π + π∑ ∑ ∑
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Выражение (6) получено для случая, когда для 

идентификации состояния ЭА, в том числе и со-

стояния отказа, необходимо контролировать пара-

метр. Это эквивалентно отсутствию мгновенной 

индикации отказа, когда затраты на контроль не 

влияют на определение правила восстановления. 

Рассмотрим теперь случай, когда такая мгновен-

ная индикация отказа существует. Это означает, что 

затраты на контроль состояний отказов (0 и L) рав-

ны нулю. В этом случае выражение (6) примет вид: 

 
1 1 1

0
1 1 1

[ ] ( )
L L L
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s s i

M c T D T t D
− − −

≠
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Определив значения M[c], получим необходимые 

и достаточные условия для формулировки задачи по 

отысканию решений. Эта задача может быть сфор-

мулирована как следующая задача математического 

программирования: выбрать величины isD  так, что-

бы значение средних удельных затрат, определяемое 

выражением    .(6), было минимальным при соблю-

дении условий (4), описывающих эволюцию мар-

ковской управляемой цепи. 

Вследствие того, что выражения (4) и    .(6) яв-

ляются линейными функциями неизвестных isD , 

для их отыскания принципиально может быть ис-

пользован алгоритм линейного программирования. 

Однако предварительно целесообразно ввести сле-

дующее обозначение: 

 .is i isx D= π  (8) 

Тогда целевая функция примет вид: 
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а система ограничений (4) преобразуется как 
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Задача решается относительно неизвестных isx , 

а переход к решениям isD  осуществляется с помо-

щью соотношения 
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.is
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s
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Приведем пример матрицы решения (указаны 

только элементы, отличные от нуля): 
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Анализ матрицы решений показывает, что при 

нахождении процесса, например, в состоянии 2, его 

изменять не следует. Вообще, этому требованию 

удовлетворяют элементы матрицы решений, распо-

ложенные на главной диагонали (от 2 до 7). 

Перейдем теперь к рассмотрению элементов 

матрицы решений типа 0iD , где i = 0, 1, 8, 9. В со-

ответствии с введенными выше ограничениями (2) 

решение, например, 13D  означает, что с вероятно-

стью единица необходимо перевести процесс из со-

стояния 1 (если он там окажется в момент контроля) 

в состояние 3, т.е. осуществить предупредительные 

работы (замену функционального элемента, регули-

ровку и т.п.). Состояние 3 является «новым» и в не-

го необходимо переводить параметр при проведении 

восстановительных работ. 

Следовательно, область работоспособности 

можно разделить на три части (рис. 1):  

I – область, при нахождении процесса в которой 

никаких восстановительных работ проводить не 

нужно; 

II – область оптимальной остановки, необходимо 

проводить предупредительные работы; 

III – область отказа, необходимо проводить ре-

монтные работы. 

 
Рис. 1. Принцип эксплуатации по состоянию 

 

На рис. 1 также нанесено условное изображение 

процесса изменения технического состояния ЭА, где 

результаты контроля в моменты 1t , 2t  изображены 

знаком . В момент t = 0 техническое состояние 

наилучшее (состояние 3). В момент 1t  оно измени-

лось до состояния 6. В соответствии с матрицей ре-

шения (12) работы по его изменению проводить не-

целесообразно. В момент 2t  при контроле было за-

фиксировано состояние 8, которое в соответствии с 

матрицей (12) должно быть изменено на состояние 

0. Это означает проведение восстановительных ра-

бот. Далее процесс изменения технического состоя-

ния продолжается: в момент 3t  фиксируется со-

стояние 5, и т.д. 

При эксплуатации ЭА с учетом таких допусков 

эксплуатационные затраты, приходящиеся на еди-

ницу полезного времени использования ЭА, мини-

мальны. 

При эксплуатации ЭА часто возникает задача 

построения правила обслуживания, которое бы учи-

тывало также и возможность удовлетворения до-

полнительных требований-ограничений. 

Дополнительное ограничение, отражающее ус-

ловие, чтобы вероятность отказа 0Q  на очередном 

шаге не превышала некоторого заданного значения 

υ , по аналогии с [3] имеет вид: 

 
1 1

0
0 1 1

.
L L L

ij i ij iL
i j j

x q x q
− −

= = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ≤ υ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  (13) 

Введение ограничений может привести к увели-

чению средних удельных затрат, рандомизации ре-

шений и изменению значения упреждающего до-

пуска. 

Рассмотренный алгоритм определения опти-

мальной стратегии эксплуатации по состоянию лег-

ко реализуется с помощью систем компьютерной 

математики MathСad [7] и MatLab [8]. 

Адекватность данного алгоритма была проверена 

методом статистических испытаний процесса экс-

плуатации по состоянию гипотетического объекта с 

различными матрицами вероятностей перехода, при 

которых получены идентичные значения верхнего и 

нижнего упреждающих допусков и начального зна-

чения параметра. 
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2. Расчет матрицы стационарных 
вероятностей перехода 

 
Рассмотрим зависимости для определения пере-

ходных вероятностей как для рассмотренного в дан-

ной работе алгоритма эксплуатации по состоянию 

при двухстороннем ограничении области работо-

способности, так и для алгоритма при односторон-

нем ограничении области работоспособности. Для 

этого используем взаимосвязь между цепью Марко-

ва и непрерывным марковским процессом диффузи-

онного типа. 

Марковские процессы диффузионного типа. 

Непрерывные марковские процессы диффузионного 

типа полностью описываются плотностью вероят-

ности перехода 0 0( , ; , )t x t xω , которая удовлетворяет 

уравнению Фоккера-Планка-Колмогорова, пред-

ставляющим собой дифференциальное уравнение в 

частных производных.  

При решении данного уравнения необходимо за-

дать граничные условия [9], которые зависят от вида 

реализаций процесса. 

Рассматриваем процесс деградации как однород-

ный, т.е. с постоянной средней скоростью и посто-

янным среднеквадратическим отклонением скоро-

сти (или постоянным коэффициентом вариации ско-

рости). В таком случае уравнение Фоккера-Планка-

Колмогорова имеет следующий вид [1]: 

 

0 0 0 0
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2
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2

t x t x t x t x
a

t x
t x t xb

x

∂ω ∂ω
+ −

∂ ∂

∂ ω
− =

∂
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где 0 0( , ; , )t x t xω  – плотность вероятности перехода 

непрерывного марковского процесса из состояния 

0x  в момент времени 0t  в состояние x  в момент 

времени t ; 

0,x x  – значения определяющего параметра в 

моменты времени t  и 0t ; 

a  – коэффициент сноса (средняя скорость изме-

нения определяющего параметра); 

b  – коэффициент диффузии ( 2b  – средняя ско-

рость изменения дисперсии определяющего пара-

метра). 

Начальные условия в самом общем случае, исхо-

дя из искомой функции 0 0( , ; , )t x t xω , могут быть 

заданы, например, в виде 

 
00 0 0 0( , ; , ) ( ),t tt x t x x=ω = ω  (15) 

где 0 0( )xω  – некоторое произвольное распределе-

ние исследуемого параметра в начальный момент. 

Если начальное значение параметра x задано, то-

гда 0 0( )xω  вырождается в δ-функцию: 

 
00 0 0( , ; , ) ( ).t tt x t x x x=ω = δ −  (16) 

Если идентификация процесса выхода параметра 

за пределы области работоспособности происходит 

только при контроле, то процесс изменения пара-

метра ничем не ограничен и в качестве граничных 

условий принимают [1]: 

 
0 0

0 0

( , ; , )

( , ; , ) 0.

=−∞

=+∞

ω =

= ω =

x

x

t x t x

t x t x
 (17) 

Решение уравнения (14) с краевыми условиями 

(16), (17) известно в литературе как фундаменталь-

ное решение уравнения Фоккера-Планка-

Колмогорова и записывается в виде [9]: 

 

0 0

2
0 0

2
0 0

( , ; , )

( ( ))1 .
2 ( ) 2 ( )

ω =

⎛ ⎞− − −
= −⎜ ⎟⎜ ⎟π − −⎝ ⎠

t x t x

x x a t t
eхр

b t t b t t

 (18) 

Если существует мгновенная индикация отказа и 

область работоспособность является односторонней, 

то в качестве граничных условий при решении 

уравнения (14) принимают условия [1]: 

 0 0( , ; , ) 0,xt x t x =−∞ω =  (19) 

 0 0( , ; , ) 0x ct x t x =ω = , (20) 

где c – допустимая граница изменения параметра 

( )x t . 

Первое граничное условие (19) чисто формально, 

установленная левая граница является недостижи-
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мой (естественной) и никак не влияет на процесс в 

заданной области.  

Для того, чтобы первое достижение границы не-

монотонной реализации моделировало отказ и даль-

нейшая реализация не участвовала в наблюдаемом 

процессе, необходимо на границе заданной области 

поставить граничное условие типа «поглощающий 

экран» (20). 

Решение уравнения (14) для краевых условий 

(16), (19), (20) в [1] представлено при  

0 0,t =  0 0, 1= =x c  

и записывается в следующем виде: 

 
2 2

2 2

1( , )
2

( ) ( 2) 4 ) .
2 2

ω = ×
π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −
× − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

t x
b t

x at x at ateхр eхр
b t b t

 (21) 

Можно легко убедиться, что общий вид зависи-

мости 0 0( , ; , )t x t xω  будет иметь вид: 

 

0 0
0

2
0 0

2
0

2
0 0 0 0

2
0

1( , ; , )
2 ( )

( ( ))
2 ( )

( ( ) 2 ) 4 ( )( )
.

2 ( )

ω = ×
π −

⎛ ⎞− − −
× − −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞+ − − − − − −
−⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

t x t x
b t t

x x a t t
eхр

b t t

x x a t t c a t t c x
eхр

b t t

(22) 

Проверка данного выражения на соответствие 

требованиям уравнению Фоккера-Планка-Колмого-

рова (14) и граничным условиям (19) и (20) была 

проведена в системе символьной математики Maple 

9 и подтвердила его достоверность. 

Введение поглощающей границы приводит к 

изменению поведения плотности вероятности пе-

рехода вблизи данной границы [9] (рис. 2), причем, 

как видно из сравнения (18) и (22), данное измене-

ние в зависимости (22) обусловлено вторым сла-

гаемым. 

На рис. 2 вертикальной стрелкой на границе эк-

рана показан тот факт, что некоторые реализации 

достигли допустимой границы – «поглощающего 

экрана» [9]. 

 
1 – график функции 0 0( , ; , )t x t xω ; 
2 – график функции 0 0( , ; , ) ct x t xω  

Рис. 2. Влияние поглощающей границы 
 на плотность вероятности перехода 

 
Аналогично при двухсторонней области работо-

способности процесса и мгновенной индикации его 

отказа граничные условия будут следующими: 

 
10 0( , ; , ) 0,x ct x t x =ω =  (23) 

 
20 0( , ; , ) 0x ct x t x =ω = , (24) 

где 1c  и 2c  – нижняя и верхняя допустимые грани-

цы изменения параметра ( )x t  соответственно. 

Решение уравнения Фоккера-Планка-Колмого-

рова при данных ограничениях в литературных ис-

точниках не найдено, поэтому найдем прибли-

женное решение. 

Проанализировав, как изменилось выражение 

для плотности вероятности перехода при введении 

одной поглощающей границы, можно предполо-

жить, что при двухстороннем ограничении 

0 0( , ; , )t x t xω  будет иметь вид: 

0 0
0

2
0 0

2
0

2
0 0 1 0 1 0

2
0

2
0 0 2 0 2 0

2
0

1( , ; , )
2 ( )

( ( ))
2 ( )

( ( ) 2 ) 4 ( )( )
2 ( )

( ( ) 2 ) 4 ( )( )
.

2 ( )

ω = ×
π −

⎡ ⎛ ⎞− − −⎢× − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ −⎝ ⎠⎢⎣

⎛ ⎞+ − − − − − −
− − −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎤⎛ ⎞+ − − − − − −
⎥− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎥−⎝ ⎠⎦

t x t x
b t t

x x a t t
eхр

b t t

x x a t t c a t t c x
eхр

b t t

x x a t t c a t t c x
eхр

b t t

(25) 
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Данное выражение удовлетворяет уравнению 

Фоккера-Планка-Колмогорова (14), а если пренеб-

речь влиянием одной границы на распределение 

плотности вероятности возле другой, то граничные 

условия (23) и (24) также выполняются. 

Плотность вероятности перехода непрерывного 

марковского процесса является двухпараметриче-

ским распределением. Эти параметры могут быть 

определены с достаточной для инженерной практи-

ки точностью из априорной информации о физиче-

ских процессах деградации элементов ЭА и зависи-

мости определяющего параметра устройства от зна-

чения параметров элементов. 

Расчетные формулы для получения матрицы 

стационарных вероятностей перехода. Для пере-

хода к цепи Маркова, характеризующейся переход-

ными вероятностями ijq , разобьем область допус-

тимых значений параметра на N  малых непересе-

кающихся отрезков-состояний. При этом распреде-

ление параметра в i-м состоянии (т.е. на отрезке 

[ ; ]iн iвx x ) можно довольно точно аппроксимировать 

равномерным распределением 0( )i xω  [10]: 

 0
1( ) .i

iв iн
x

x x
ω =

−
 (26) 

Плотность вероятности нахождения параметра в 

точке x  в момент t , если в момент времени 0t  па-

раметр находился в i-м состоянии, получается ин-

тегрированием произведения плотностей вероятно-

стей 0 0 0( ) ( , , , )i x x t x tω ω  по всем промежуточным 

значениям i-го состояния [11]:  

 0 0 0 0( , ) ( ) ( , , , ) .
iв

iн

x

i
x

f x t x x t x t dx= ω ω∫  (27) 

Тогда вероятность перехода из i-го состояния в  

j-е (т.е. на отрезок [ ; ]jн jвx x ) с учетом того, что 

плотности вероятностей перехода (22) и (25) зависят 

от разности моментов времени ( 0t t t∆ = − ), будет 

равна: 

0 0 0

( , )

( ) ( , , ) ,

= =

= ω ω ∆

∫

∫ ∫

jв

jн

jвiв

iн jн

x

ij
x

xx

i
x x

q f x t dx

x x x t dxdx

              (28) 

где ,iн iвx x  – нижнее и верхнее значения параметра, 

соответствующие i-му состоянию. 

Так как при мгновенной индикации отказа плот-

ности вероятности перехода (22) и (25) являются 

распределениями нахождения параметра, не дос-

тигшего границ области работоспособности (погло-

щающих экранов) [9], то для определения вероятно-

сти перехода в состояния отказа необходимо вос-

пользоваться условием нормировки: 

 ( , ) 1.f x t dx
∞

−∞

=∫  (29) 

Тогда необходимые выражения будут иметь вид: 

– при одностороннем ограничении: 

0 0 01 ( ) ( , , ) , 0, 1;
−∞

=

= − ω ω ∆ = −∫ ∫
iв

iн

iL
x c

i
x

q

x x x t dxdx i L
   (30) 

– при двухстороннем ограничении: 

1
1

0

0 0 01 ( ) ( , , ) , 1, 1;
∞

=

=

= − ω ω ∆ = −∫ ∫
iв

iн

i
x

i c c
x c

q

x x x t dxdx i L
  (31) 

2

20 0 01 ( ) ( , , ) , 1, 1=
−∞

=

= − ω ω ∆ = −∫ ∫
iв

iн

iL
x c

i c c
x

q

x x x t dxdx i L
  (32) 

где 
10( , , ) c cx x t =ω ∆ и 

20( , , ) c cx x t =ω ∆  – плотности 

вероятности перехода при одностороннем ограни-

чении на границах 1c  и 2c  соответственно. 

Так как при обнаружении отказа сразу же прово-

дятся восстановительные работы, то самопроиз-

вольный переход параметра из состояний отказа не 

возможен, т.е. состояния отказа являются погло-

щающими состояниями: 
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 0, 1,ji jjq q= =  (33) 

где j  – состояния, соответствующие отказу; 

i  – работоспособные состояния. 

 
Заключение 

 
Таким образом, предложенный в данной работе 

алгоритм эксплуатации электронной аппаратуры по 

состоянию позволяет определить оптимальные зна-

чения как верхнего и нижнего упреждающих допус-

ков, так и начальное значение определяющего пара-

метра. Представлены зависимости для расчета мат-

рицы стационарных вероятностей перехода по па-

раметрам однородного диффузионного процесса. 

Это позволит определить алгоритм эксплуатации по 

априорной информации об электронной аппаратуре 

еще на стадии разработки, что особенно актуально 

для единичных изделий. 

Перспективным направлением дальнейших ис-

следований является разработка оптимальных ал-

горитмов управления состоянием электронной ап-

паратуры, характеризующейся не одним, а двумя и 

более определяющими параметрами (например, 

для автогенератора  – амплитуда и частота напря-

жения) [12]. 
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