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МЕТОД ПІДВИЩЕННЯ ГАРАНТОЗДАТНОСТІ 
ОБЧИСЛЮВАЛЬНИХ ОПЕРАЦІЙ НЕЧІТКОЇ АРИФМЕТИКИ 

 
Результати досліджень, що наведені в даній статті, пов’язані з підвищенням гарантоздатності обчислю-
вальних операцій над нечіткими множинами з трикутною формою функцій належності. Особливу увагу 
приділено синтезу аналітичних моделей результуючих функцій належності, що дозволяють підвищити 
надійність програмно-апаратної реалізації відповідних цифрових пристроїв. Наведено також узагальнені 
аналітичні моделі для визначення параметрів α-перерізів результуючих нечітких множин.  
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Дослідження гарантоздатності багатьох динаміч-

них систем суттєво ускладнюється через відсутність 

формалізованих моделей, що описують поведінку 

систем такого класу. Останнім часом побудову інте-

лектуальних моделей об’єктів та систем, що складно 

формалізуються, здійснюють на основі застосування 

нейромережних підходів та методів теорії нечітких 

множин [1, 8, 9], яка знаходить все більш широке 

застосування для розв’язку задач прийняття рішень 

та управління в умовах невизначеності [2]. Крім 

того, нечіткі множини та нечітка логіка використо-

вуються для задач оптимізації маршрутів та траєк-

торій, при розв’язанні яких виникає необхідність в 

здійсненні операцій нечіткої арифметики, зокрема 

операцій додавання, віднімання, множення та ділен-

ня з нечіткими множинами. Відомий підхід, що ба-

зується на використанні α-перерізів [11], не завжди 

забезпечує високу швидкодію обчислювальних опе-

рацій і часто призводить до ускладнень при 

розв’язанні задач управління в реальному часі. То-

му, розробка аналітичних моделей, що дозволяють 

формалізувати операції нечіткої арифметики з ме-

тою підвищення їх швидкодії і точності є важливим 

напрямком досліджень, що пов’язаний з підвищен-

ням гарантоздатності [10] інтелектуальних систем. 

Розглянемо більш детально деякі теоретичні за-

сади нечітких множин, враховуючи, що будь-яка 

нечітка множина A , що задана на універсальній 

множині E , є сукупністю пар [2, 8, 9] 

( ), ( )Ax xµ , 

де  x E∈ , [ ]( ) 0,1A xµ ∈  – функція належності відпо-

відного елемента х до нечіткої множини A . Обчис-

лювальні алгоритми для реалізації операцій нечіткої 

арифметики на основі застосування α-перерізів від-

повідних нечітких множин [8, 9, 11] мають високу 

обчислювальну складність, оскільки виконуються 

почергово для всіх α-рівнів ( [ ]0,1 , 0,1,2,...,i i rα ∈ = , 

0 0α = , 1rα = ) з кроком дискретності ∆α , величи-

на якого, враховуючи, що 1i i+α = α + ∆α , суттєво 

впливає на точність та швидкодію реалізації обчис-

лювальних процедур [3]. При цьому α-перерізом 

нечіткої множини A R∈  є чітка ( з точки зору умо-

ви  ( )A xµ ≥ α ) підмножина A Rα ∈ , що містить еле-

менти x R∈ , ступінь належності яких до множини 

A  не менша значення α, тобто 

{ } [ ]( ) , 0,1AA x xα = µ ≥ α α∈ . 

Підмножини Aα  та Bα , що визначають відпові-

дні α - перерізи нечітких множин A  та B ,  можна 

представити наступним чином: 

[ ] [ ]1 2 1 2( ), ( ) ; ( ), ( )A a a B b bα α= α α = α α , 
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де [ ]0,1α∈ , ,A B R+∈ . 

Алгоритми для реалізації вищезгаданих операцій 

нечіткої арифметики [2, 8, 11] мають у цьому випад-

ку такий вигляд, зокрема, для операцій: 

– додавання 

[ ]1 2( ) ( ), ( )C A B c cα α α= + = α α ; 

– віднімання  

[ ]1 2( ) ( ), ( )C A B c cα α α= − = α α ; 

– множення  

[ ]1 2( ) ( ), ( )C A B c cα α α= ⋅ = α α ; 

– ділення  

[ ]1 2(:) ( ), ( )C A B c cα α α= = α α . 

Складність, точність та швидкодія обчислень при 

отриманні результатів реалізації операцій нечіткої 

арифметики на основі вищезазначених α-перерізів 

Aα  та Bα  в більшості випадків залежать від наяв-

ності відповідних аналітичних моделей та від форми 

функцій належності ( )A xµ  і ( )B xµ  нечітких мно-

жин A  та B . 

Метою даної статті є синтез аналітичних моде-

лей для результатів операцій нечіткої арифметики 

при використанні трикутних функцій належності, 

які є найбільш поширеними при застосуванні теорії 

нечітких множин для проектування систем управ-

ління, систем підтримки прийняття рішень та інте-

лектуальних експертних систем [1, 3, 8]. Нечіткі 

множини A  (рис. 1) та B  з трикутною формою фу-

нкцій належності ( )A xµ  та ( )B xµ  можна предста-

вити у вигляді:  

( )1 0 2, ,A a a a= ;  ( )1 0 2, ,B b b b= , 

де  0 0( ) ( ) 1A Ba bµ = µ = ;   

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0A B A Ba b a bµ = µ = µ = µ = . 

Нижче наведено аналітичну модель ( )A xµ  фун-

кції належності трикутної форми для нечіткої мно-

жини A : 

( ) ( )

( )

( )

1 2

1
1 0

0 1

2
0 2

2 0

0, U ;

( ) , ;

,

A

x a x a
x a

x a x a
a a
a x

a x a
a a

⎧
⎪ ∀ ≤ ≥⎪
⎪ −⎪µ = ∀ < ≤⎨

−⎪
⎪ −

∀ < <⎪
−⎪⎩

 

та аналітичну модель нечіткої множини  B  з трику-

тною формою функції належності ( )B xµ : 

( ) ( )

( )

( )

1 2

1
1 0

0 1

2
0 2

2 0

0, U ;

( ) , ;

, .

B

x b x b
x b

x b x b
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b x

b x b
b b

⎧
⎪ ∀ ≤ ≥⎪
⎪ −⎪µ = ∀ < ≤⎨

−⎪
⎪ −

∀ < <⎪
−⎪⎩

. 

( )xµ  

Рис. 1. Нечітке число A  з трикутною формою функції 

належності 

( ) ( )1 1 0 2 2      0                                                 a a a a a xα α  

( )1 0 2, ,A a a a=  
1 

α

 
В подальшому синтез аналітичних моделей ре-

зультуючих функцій належності ( )C xµ  для  вище-

зазначених операцій нечіткої арифметики здійснено 

на основі узагальнених моделей відповідних α-

перерізів нечітких множин ( )1 0 2, ,A a a a=   та 

( )1 0 2, ,B b b b= : 

[ ] [ ]1 2 1 0 1 2 2 0( ), ( ) ( ), ( )A a a a a a a a aα = α α = +α − −α − ; 

[ ] [ ]1 2 1 0 1 2 2 0( ), ( ) ( ), ( )B b b b b b b b bα = α α = +α − −α − . 

Аналітичні моделі для оптимізації обчислюваль-

них операцій при визначенні параметрів 1( )c x  та 

2 ( )c x  відповідних α-перерізів результуючої нечіткої 

множини C  наведені в табл. 1, де 

[ ]1 2( ), ( )C c cα = α α . 

В кожному з випадків реалізації тієї чи іншої 

операції нечіткої арифметики будемо формувати  

Рис. 1. Нечітке число A  з трикутною формою 
функції належності 
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результуючу нечітку множину (*)C A B= , де за-

мість (*) може стояти позначення конкретної опера-

ції операцій додавання (+), віднімання (–), множен-

ня (⋅) або ділення (:). 

 
Таблиця 1 

Моделі параметрів α-перерізів 
результуючих нечітких множин C  

 

Операція Параметри α-перерізу: 1 2( ), ( )c cα α  
(+) [ ]1 1 1 0 0 1 1( ) ( ) ( )c a b a b a bα = + + α + − +  

[ ]2 2 2 2 2 0 0( ) ( ) ( )c a b a b a bα = + −α + − +

(–) [ ]1 1 1 0 2 1 0( ) ( ) ( )c a b a b a bα = − + α + − +  

[ ]2 2 2 2 0 0 1( ) ( ) ( )c a b a b a bα = − −α + − +

(⋅) 

[ ]

2
1 0 1 0 1

1 0 1 1 0 1 1 1

( ) ( )( )
( ) ( )

c a a b b
b a a a b b a b

α = − − α +

+ − + − α +
 

[ ]

2
2 2 0 2 0

2 2 0 2 2 0 2 2

( ) ( )( )
( ) ( )

c a a b b
a b b b a a a b

α = − − α −

− − + − α +
 

(:) 1 0 1
1

2 2 0

( )
( )

( )
a a a

c
b b b

+ α −
α =

−α −
 

2 2 0
2

1 0 1

( )
( )

( )
a a a

c
b b b
−α −

α =
+ α −

 

 
Задача синтезу аналітичних моделей полягає в 

формуванні відповідних аналітичних залежностей, 

згідно з якими можна безпосередньо обчислювати 

значення результуючих функцій належності ( )C xµ  

відповідних нечітких множин C  на основі парамет-

рів 0 1 2, ,a a a  та 0 1 2, ,b b b  нечітких трикутних чисел 

A  та B  без використання відповідних α-перерізів 

та їх параметрів. 

Нижче наведені синтезовані автором [4 – 7, 12] 

аналітичні моделі для результуючих функцій нале-

жності ( )C xµ  при здійсненні вищезазначених опе-

рацій нечіткої арифметики.  

Як правило, алгоритм реалізації обчислювальної 

операції додавання нечітких чисел A  та B  [4, 11] 

базується на використанні відповідних α-перерізів 

Aα  та Bα , зокрема: 

[ ] [ ]1 2 1 2( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( )C A B a a b bα α α= + = α α + α α =  

[ ]1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( ) .a b a b= α + α α + α  

Синтезована на основі попередніх результатів [4, 

12] аналітична модель результуючої функції належ-

ності ( )C xµ  для операції додавання ( )C A B= +  мо-

же бути представлена у вигляді: 

x R∀ ∈ : 

( ) ( )

( )

( )

1 1 2 2

1 1
1 1 0 0

0 0 1 1

2 2
0 0 2 2

2 2 0 0

0, U ;

( ) , ;

, .

C

x a b x a b
x a b

x a b x a b
a b a b

a b x
a b x a b

a b a b

⎧
⎪ ∀ ≤ + ≥ +⎪
⎪ − −⎪µ = ∀ + < ≤ +⎨

+ − −⎪
⎪ + −

∀ − < < +⎪
+ − −⎪⎩

 

Алгоритм реалізації операції віднімання нечітких 

чисел A  та B  [5, 11] при використанні відповідних 

α-перерізів Aα  та Bα  можна записати наступним 

чином: 

[ ] [ ]1 2 1 2( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( )C A B a a b bα α α= − = α α − α α =  

[ ]1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( ) .a b a b= α − α α − α  

Для здійснення операції віднімання [5, 12] нечіт-

ких множин A  та B  синтезована аналітична модель 

( )C xµ  результуючої нечіткої множини ( )C A B= −  

має наступний вигляд: 

x R∀ ∈ : 

( ) ( )

( )

( )

1 2 2 1

1 2
1 1 0 0

0 0 1 2

2 1
0 0 2 1

2 2 0 0

0, U ;

( ) , ;

, .

C

x a b x a b
x a b

x a b x a b
a b a b

a b x
a b x a b

a b a b

⎧
⎪ ∀ ≤ − ≥ −⎪
⎪ − +⎪µ = ∀ − < ≤ +⎨

− − +⎪
⎪ − −

∀ − < < +⎪
− − +⎪⎩

 

Алгоритм реалізації операції множення нечітких 

чисел A  та B  [6, 11] при використанні відповідних 

α-перерізів Aα  та Bα  можна записати наступним 

чином: 

[ ] [ ]1 2 1 2( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( )C A B a a b bα α α= ⋅ = α α ⋅ α α =  

[ ]1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( ) .a b a b= α × α α × α  

Процедура синтезу відповідної аналітичної мо-

делі результуючої функції належності ( )C xµ  базу-
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ється на аналізі коренів квадратних рівнянь [6, 12], 

сформованих на основі результатів табл. 1, зокрема 

коренів 1α  та 2α  рівняння 

[ ]2
0 1 0 1 1 0 1 1 0 1

1 1

( )( ) ( ) ( )
0

a a b b b a a a b b
a b x

− − α + − + − α +

+ − =
 

та коренів 3 4,α α  рівняння 

[ ]2
2 0 2 0 2 2 0 2 2 0

2 2

( )( ) ( ) ( )
0,

a a b b a b b b a a
a b x

− − α − − + − α +

+ − =
 

що мають задовольняти умову [ ]0,1 , 1, 2,3, 4i iα ∈ =  

Для нечіткої операції множення ( )C A B= ⋅  син-

тезована аналітична модель результуючої функції 

належності ( )C xµ  має вигляд: 

:x R+∀ ∈  

( ) ( )
[ ]

[ ]

( )
[ ]

[ ]

1 2 2 1

0 1 1 0 1 1

0 1 0 1

2
0 1 1 0 1 1 0 1 0 1

0 1 0 1

1 1 0 0

0 2 2 0 2 2

0 1 0 1

2
0 2 2 0 2 2 0 2 0 2

0, U ;

( ) ( )
2( )(

( ) ( ) 4( )( )
,

2( )( )
( ) ;

( ) ( )
2( )(

( ) ( ) 4( )( )

C

x a b x a b

a a b b b a
a a b b

a a b b b a a a b b x
a a b b

x a b x a b

a a b b b a
a a b b

a a b b b a a a b b

∀ ≤ ≥

− − + −
+

− −

− − − + − −
+

− −

µ = ∀ − < ≤ +

− − + −
−

− −

− − − + − −
−

( )
0 2 0 2

0 0 2 1

,
2( )( )

.

x
a a b b

a b x a b

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ − −
⎪

∀ − < < +⎪⎩

 

Дослідження показують [6], що результатом опе-

рації множення двох нечітких трикутних чисел A  

та B  є нечітка множина ( )C A B= ⋅  з функцією на-

лежності ( )C xµ , яка не належить до сімейства нечі-

тких трикутних чисел. 

Алгоритм реалізації операції ділення нечітких 

чисел A  та B  [7, 11] при використанні відповідних 

α-перерізів Aα  та Bα  буде мати наступний вигляд: 

[ ] [ ]1 2 1 2(:) ( ), ( ) (:) ( ), ( )C A B a a b bα α α= = α α α α =  

[ ]1 1 2 2( ) / ( ), ( ) / ( ) .a b a b= α α α α . 

Для операції ділення синтезовану аналітичну 

модель ( )C xµ  результуючої функції належності 

(:)C A B=  можна представити [7, 12] наступним 

чином: 

:x R+∀ ∈  

( ) ( )( )

( )

( )

1 2 2 1

2 1
1 1 0 0

0 1 0 2

1 2
0 0 2 1

0 2 0 1

0, ( / ) U ( / ;

( ) , / / ;
( ) ( )

, / / .
( ) ( )

C

x a b x a b

b x a
x a b x a b

a a b b x
b x a

a b x a b
a a b b x

⎧
⎪ ∀ ≤ ≥⎪
⎪ −⎪µ = ∀ < ≤⎨

− − −⎪
⎪ −

∀ < <⎪
− − −⎪⎩

 

Детальні дослідження [4 – 7, 12] арифметичних 

операцій над нечіткими числами трикутної форми 

показують, що результатом обчислення операцій 

додавання ( )C A B= +  та віднімання ( )C A B= −  є 

також нечіткі числа C  з трикутною формою функ-

цій належності ( )C xµ , а результатом обчислення 

нечіткої операції ділення – нечіткі числа з більш 

складною, в загальному випадку нелінійною фор-

мою функцій належності ( )C xµ . 

 
Висновок 

 
Використання розроблених аналітичних моделей 

для побудови результуючих функцій належності 

( )C xµ  та для визначення параметрів α-перерізів 

{ }1 2( ), ( )c cα α  результуючих нечітких множин C  

при здійсненні вищезазначених операцій нечіткої 

арифметики дозволяє суттєво  підвищити точність 

та швидкодію обчислювальних процесів. Ці харак-

теристики дозволяють відповідним чином підвищи-

ти гарантоздатність нечітких моделей та алгоритмів, 

знизити складність та програмно-апаратну реаліза-

цію цифрових пристроїв, що реалізують операції 

нечіткої арифметики. Викладений в даній статті під-

хід щодо створення гарантоздатних аналітичних 

моделей є одним з методів підвищення надійності 

програмних засобів систем контролю та керування 

складними динамічними системами і комплексами. 

В подальшому доцільним є проведення досліджень, 

пов’язаних з синтезом аналітичних моделей резуль-
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туючих функцій належності для операцій нечіткої 

арифметики над нечіткими числами з трапеційною 

формою функцій належності. 
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