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Рассмотрена задача обнаружения комплексного гармонического сигнала, наблюдаемого на фоне шу-
мов по совокупности независимых отрезков наблюдения. Для решения указанной задачи использована 
модифицированная методология максимального правдоподобия. Особенностью решения является 
применение в качестве критической статистики функции, зависящей от собственных значений кова-
риационной матрицы наблюдений. Синтезирован удобный в вычислительной реализации тест, кото-
рый использует табулированную статистику и обеспечивает как оперативность получения резуль-
татов, так и возможность управления величиной вероятности ошибки первого рода. 
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Введение 

 
Разработка принципов синтеза простых техно-

логий обнаружения сигналов, в частности гармони-
ческого, по совокупности информации от заданного 
числа датчиков или при наличии разрывов в наблю-
дениях представляет интерес для теории и техниче-
ских приложений.[1 – 3] 

Формулировка проблем. Ограничения ис-
пользования методологии максимального правдопо-
добия (ММП) в традиционной форме для решения 
задач обнаружения в указанных условиях хорошо 
известны практикам:  

− концепция постоянной и равной на всех от-
резках наблюдений интенсивности и начальной фа-
зы не всегда может быть обоснована; 

− сокращение размера вектора входных дан-
ных (отсчетов наблюдений) каждой из реализаций 
приводит к существенному ухудшению качествен-
ных показателей всей системы в целом. 

Здесь применительно к аналитическому сигна-
лу в рамках ММП приводится вычислительный тест 
для обнаружения с заданной вероятностью ошибки 
первого рода комплексного гармонического сигнала 
с неизвестными интенсивностью E , начальной 

фазой ϕ  и частотой 0f  по наблюдениям на L  изо-
лированных зашумленных независимых отрезках 
времени. 

Пусть в качестве исходных данных, на основа-
нии которых принимаются решения, задается сово-
купность lU : 

l l lU E= Λ + ε , где  l 1, L= .                  (1) 

Здесь каждая из компонент klU (k 1, K)=  век-

тора T
l 1l 2l MlU [U , U ,..., U ]=  связана с сигналом и 

kl-м отсчетом klε  помехи T
l 1l 2l Ml[ , ,..., ]ε = ε ε ε  ра-

венством 

kl l 0 0 l

kl l 0 kl

U E exp[ j2 f k t j2 f (l -1)T

j ] E exp( j2 f k t) .

= π ∆ + π +

+ ϕ + ε = π ∆ + ε
     (2) 

В последних двух соотношениях lj
l lE E e ϕ= , 

lE , l 0 l2 f (l 1)Tϕ = π − + ϕ , 0f  – неизвестные интен-

сивность, начальная фаза и частота «единичной» 
гармоники 0 0S(f , k) exp[ j2 f k t]= π ∆   (k=1,K)  из диа-

пазона 0f 2F∈ , l min maxE (E ,E )∈ , lT (k 1) t≥ − ∆ , 

t 1 2F∆ = . Непредсказуемость числового значения 

l−π ≤ ϕ ≤ π  обусловлена не только величиной ϕ , но 
и неидентичностью выбора начала lT  отрезков на-
блюдения. Шумы измерителя – гауссовский случай-
ный процесс lε  (независимый от сигнальной ком-
поненты lU ), который характеризуется нулевым 
математическим ожиданием l 0< ε >=  и ковариаци-

онной матрицей 2
0 l t 0 kR I (l t),+=< ε ε >= σ δ −  где kI  – 

единичная матрица размером 0dim R (K K)= × ; 
"+"  и ( )δ ⋅  – символы эрмитового сопряжения и 

Кроникера; 2
0σ  – мощность шумовой компоненты; 

* 2
kl jn 0 (k j) (l n)< ε ε >= σ σ − δ − , 2 k 1 T(1, , ,..., )−Λ = λ λ λ  – 

информационный вектор «единичного» сигнала, эле-
мент λ  которого связан с частотой 0f  уравнением 
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0exp( j2 f t)λ = π ∆ .                        (3) 

Амплитуду lE (l 1,L)=  и параметр Λ  считаем 
факторами с заданными в «априори» многомерными 
распределениями l(E )ρ  и ( )ρ Λ  из областей 1 Φ  и 

2Φ  соответственно. Как следствие модельных при-

ближений: матрицу T
1 l lR U U=< >  межинтервальных 

корреляций вектора lU  можно записать в виде [4]: 
2

1 0 MR += ΛΨΛ +σ Ι , где * 2
l l EE EΨ =< >= σ .      (4) 

Требуется при указанных исходных данных 
разработать процедуру (тест) обнаружения по сово-
купности выборок реализаций ряда (1) сигнала S(...)  

при отсутствии информации о мощности 2
0σ  шумов. 

 
Решение проблемы 

 
В технической литературе предложены опти-

мальные в рамках критерия отношения правдоподо-
бия (КОП) iT (i 0,1)=  правила обнаружения шумо-
подобных сигналов, наблюдаемых на выходах сис-
темы многопозиционных датчиков. В частности, в 
работе [5, 6] цитируемая идеология трансформиро-
вана в методику «подгонки» матрицы  iR  к выбо-
рочной ковариации S : 

L
l l

l 1

1S U U
L

+

=
= ∑ ,                          (5) 

где lU  – вектор наблюдения. 
Такая трансформация позволила при выполне-

нии гипотезы iH  минимизировать по iR  количест-
венную меру iln T : 

L L
i iln T ln{P(U S) P(U R )}= ,             (6) 

где LP(U W)  – плотность вероятности совокупно-

сти L
lU {U ,l 1, L}= =  независимых векторов lU  

относительно обусловленного события iW (S,R )∈ .  
Как результат трансформирования, технология 

проверки сложной гипотезы iH  свелась к проверке 
выполнения с заданным уровнем значимости усло-
вия равновеликости собственных значений 

i (i 1,2,...,K)φ =  матрицы S . Применение подобных 
правил для обнаружения гармонической компонен-

ты S(...)  с «изменяющейся» на интервале 
L

L l
l 1

T T
=

= ∑  

интенсивностью имеет основание. Для доказатель-
ства этого утверждения детализируем связь функ-

ции правдоподобия L
0P(U R )  с условной плотно-

стью вероятности L
l 0(U ,E , R )ρ Λ , объемными 

распределениями l(E )ρ  и ( )ρ Λ : 

1 2

L L
0 l 0 lP(U R ) P(U , E , R ) (E )

Φ Φ

= Λ ρ ×∫ ∫  

l( )dE d( ).×ρ Λ Λ                            (7) 
Здесь каждой точке множества 1Φ  и 2Φ  воз-

можных исходов случайного эксперимента сопос-
тавляется конкретная реализация совокупности 

l{E }  и вектора Λ : различным комбинация вектора 

l lS E= Λ  будут соответствовать различные точки 
пространства сигналов, а 

LL KL
l 0 0

L
1

l l 0 l l
l 1

P(U , E , R ) (2 ) R

exp{ (U E ) R (U E )}.

−−

+ −

=

Λ = π ×

× − −Λ −Λ∑
      (8) 

Матрица 0R  положительно определена, для ее 

детерминанта использовано обозначение 0R . Без 
потери общности повествования при записи соот-
ношения (7) использованное понятие объемного 
интеграла по областям определения 1Φ  и 2Φ , от-
ражающего факт последовательного интегрирова-
ния, кратность которого определена мерностью со-
ответствующей плотности. 

Очевидно, что норма l lU E−Λ  не изменится 

при ортогональном преобразовании вектора 

l l lU Eυ = −Λ . Следовательно, если D -ортогональ-

ная (K K)×  матрица и MDD+ = Ι , при 2
0 0 MR = σ Ι  

невязка 
L

2 1
l l 0 l l

l 1
(U E ) R (U E )+ −

=
γ = −Λ −Λ∑  будет 

равна 
L

2 1
l l 0 l l

l 1
(D(U E )) R (D(U E ))+ −

=
γ = −Λ −Λ∑ .     (9) 

Последнее соотношение при L 1  на основа-
нии разложения Такаги [5] тривиально приводится к 
виду 

2 1
0

1 1
01 1 1 K 1

LSp{R ( Y)}

LSp{R ( Y )} LSp(R ).

−

− −
−

γ = Φ − =

= Φ − + ν
        (10) 

Здесь SpT  – след матрицы T , 

1 2 MDSD diag( , ,..., ),+Φ = = Φ Φ Φ  i 0Φ >  (i 1,K)= ; 

1 2 KY (D S)(D S) diag(Y ,Y ,..., Y )+= Λ Λ =  iY 0≥ , 1Φ  и 

iY  – I-е собственное значение матриц S  и +ΛΨΛ  

соответственно; 2
01 0R = σ , 2

K 1 0 K 1− −ν = σ Ι , 

2 3 K 1diag( , ,..., )−ν = Φ Φ Φ . Приведенные соотноше-
ния позволяют функцию (8) записать в виде произ-
ведения двух сомножителей 

L L
K 1 01P(...) P(U R )P(U R )−= .          (11) 
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Первый сомножитель L
K 1P(U R )− : 

LL L(K 1)
K 1 K 1P(U R ) 2 R− −
− −= π ×  

1
K 1exp( LSpR )−
−× − ν                      (12) 

в отличие от второго L
01P(U R )  

LL L
01 01

1
01 1 1

P(U R ) 2 R

exp( LSpR ( Y ))

−−

−

= π ×

× − Φ −
          (13) 

не зависит от амплитуды гармоники. Во втором – 
1

01 1 1SpR ( Y )− Φ −  фактически определяет невязку ме-

жду 2
0σ  и ее оценкой. С учетом (11) 1ln L  отноше-

ния правдоподобия 1L  факторизуется 
L 2 L 2

1 K 1 0 1 0ln L T (U , ) T (U , )−= σ + σ ,          (14) 

здесь 
L

L 2
K 1 0 L

K 1

P(U )T (U , ) ln
P(U R )

−
−

ν
σ = ;     

1 2

L
L 2 1 1

1 0 lL
01

P(U ( Y ))
T (U , ) ln (E )

P(U R )Φ Φ

Φ −
σ = ρ ×∫ ∫  

l( )dE d×ρ Λ Λ .                             (15) 
Из указанной факторизации вытекает, что пра-

вила принятия решения о наличии в разрывных на-
блюдениях комплексной гармоники будет опти-
мальным в рамках КОП тогда, когда оно обеспечит 
минимум по K 1R −  и 01R  статистики (14). Очевид-
но, что относительная независимость вклада состав-
ляющих в достижение минимума указанной стати-
стики позволяет говорить о возможности использо-
вания каждого их них для формирования соответст-
вующего правила обнаружения. В частности, по-
средством адаптационной минимизации 

L 2
K 1 0T (U , )− σ  при неизвестной 2

0σ , как функции 
инвариантной к изменениям на интервалах наблю-
дения интенсивности сигнала. 

Базируясь на подходе, ориентированном на 
минимизацию первого из слагаемых (14), и конкре-
тизируя цитируемую методику к настоящим исход-
ным данным, нетрудно показать, что адаптационная 
критическая статистика nF  в решаемой задаче при-
водится к виду: 

K
n f

f 1
F (L 1){(K n) ln

=
= − − Φ −∑  

K
f

f 1
(K n) ln(K n)}

=
− Φ − − −∑ , где n 0,1= .   (16) 

Как следствие: тестовая статистика (16) может 
быть использована для обнаружения в шумах ком-
плексной гармоники в рамках условий поставленной 
задачи. 

В технологическом отношении обнаружение 

целесообразно свести к формированию по наблюде-
ниям LU  матрицы межинтервальных корреляций 
S , вычисления ее собственных значений и числовой 
последовательности 0F , 1F  для соответственно ка-
ждой из выдвинутых гипотез 0H  (нет сигнала), 1H  

(есть сигнал), сравнению nF  с порогом 2
,t(n,K)αχ , 

который выбран из матрицы 2χ  – распределения по 
заданному уровню значимости α  и числу степеней 
свободы 

t(n, K) 0,5(K n)(K n 1) 1= − − + − . 

При условии 2
0 ,t(n,K)F α> χ  гипотеза 0H  об от-

сутствии в наблюдениях гармоники отвергается. 
Далее переходят к проверке гипотезы 1H . Если 

2
1 ,t(n,K)F α≤ χ , то выносится решение: наблюдаемый 

процесс содержит гармонический сигнал. 
Для подтверждения теоретических выводов 

приводим результаты аттестации синтезированного 
теста обнаружения комплексного гармонического 
сигнала по совокупности независимых отрезков на-
блюдений, полученные на уровне цифрового стати-
стического эксперимента. 

Моделировалась обработка наблюдений, полу-
ченных на L =9 интервалах, в двух режимах. В каж-
дом интервале lT  (l 1,9)=  наблюдения 

klU  (k 1,9)=  представлялись в виде аддитивной 
смеси соответствующего отсчета гармонического 
сигнала и гауссовского случайного комплексного 
процесса (шума) с нулевым математическим ожида-

нием и дисперсией 2
0σ =1. Период 0T  гармоники 

задавался в 10 раз меньше интервала lT . 
Проведено 500 экспериментов, уровень значи-

мости был α  выбран равным α =0,01. Определя-
лось количество правильных решений об обнаруже-
нии сигнала (выполнение гипотезы 1H ) при различ-
ных соотношениях сигнал/шум µ : 

2L
m
2

m 1 0

1
L =

σ
µ =

σ
∑ ,                          (17) 

где 2
mσ  – мощность сигнальной компоненты на m-м 

интервале наблюдения. 
Выборочная межинтервальная ковариационная 

матрица S  оценивалась по K =81 временным отсче-
там на 9-и равновеликих отрезках lT  (l 1,9)= . 

В первом из упомянутых режимов: разрывы 
наблюдений отсутствуют, случайным параметром 
гармоники считается начальная фаза ϕ , равномерно 
распределенная на интервале (0,2 )ϕ∈ π , множитель 
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интенсивности lE 1=  (l 1,9)=  в пределах всех ин-

тервалов lT  (l 1,9)=  постоянен, 0T  известно. 
Во втором режиме анализу были подвергнуты 

две модельные ситуации: 
− распределение интенсивности lE  по ин-

тервалам подчиняется нормальному закону с мате-
матическим ожиданием lE 0,5< >=  и дисперсией 

l

2
E

0,25σ = ; 

− распределение вероятности непрерывной 
величины lE  в диапазоне (от 0 до 1) подчиняется 

равномерному закону. 
Кроме того, полагалось, что начальная фаза 

l  (l 1,9)ϕ ∈  на каждом lT  распределена равномерно 

l

1  при (0, 2 );
P( ) 2

0     при (0, 2 ),

⎧ ϕ∈ π⎪ϕ = π⎨
⎪ ϕ∉ π⎩

            (18) 

частота 0f  гармоники и 2
0σ  неизвестны. 

Эффективность теста, отвечающего исходным 
данным первого режима, иллюстрирует зависимость 
вероятности правильного обнаружения прP  от соот-

ношения сигнал/шум µ , которая показана на рис. 1. 

0

0,5

1

1,5

0,05 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
сигнал/шум

Pпр

 
Рис. 1. Вероятность правильного обнаружения  

по критерию Неймана-Пирсона 
 

Здесь ломанная кривая, соединяющая непре-
рывно экспериментально полученные результаты – 
рабочая характеристика синтезированного теста 
обнаружения. Пунктирная линия – рабочая характе-
ристика традиционного алгоритма обнаружения, 
оптимального в рамках критерия Неймана-Пирсона, 
полученная по результатам моделирования при 
идентичных исходных данных. 

Числовой материал, полученный в результате 
аттестации теста для условий второго режима, при-
веден в таблице. Верхняя строка в таблице указыва-
ет вид распределения «множителей интенсивности» 
на интервалах наблюдения, первый столбец – по-
следовательность соотношений сигнал-шум. Вели-
чина на пересечении упомянутых строки и столбца: 
процент благоприятных исходов в общем числе экс-

периментов. 
На рис. 2 приведены рабочие характеристики 

теста при заданных распределениях интенсивности 

lE  на подинтервалах наблюдения. 
 

Таблица 
 

Вероятность правильного обнаружения  
в зависимости от µ  для двух сигнальных ситуаций 

 

µ  Нормальное  
распределение, % 

Равномерное 
 распределение, % 

0,01 44 43 
0,1 44 44 
0,2 45 49 
0,3 53 53 
0,4 58 60 
0,5 69 65 
0,6 76 74 
0,7 80 79 
0,8 86 83 
0,9 88 87 
1 91 92 

1,2 94 94 
1,4 96 95 
1,6 97 97 
1,8 98 98 
2 99 99 
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Рис. 2. Вероятность правильного обнаружения  

в зависимости от µ  для двух сигнальных ситуаций: 
1 – нормальное распределение «множителей 

интенсивности» на подинтервалах наблюдения; 
2 – равномерное распределение «множителей 

интенсивности» на подинтервалах наблюдения 
 

Анализ приведенных кривых позволяет убе-
диться, что характер изменения интенсивности гар-
моники на подинтервалах наблюдения не оказывает 
существенного влияния на качество обнаружения. 

Небольшие отклонения обусловлены тем, что 
вероятность правильного обнаружения прP  оцени-

валась по конечному числу экспериментов. 
  

Заключение 
 
Приведенные теоретические и эксперимен-

тальные результаты аттестации синтезированного 
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теста обнаружения комплексного гармонического 
сигнала по совокупности независимых отрезков на-
блюдений, полученные на уровне статистического 
цифрового материала, позволяют сделать следую-
щие выводы: 

− синтезированное правило принятия реше-
ний о наличии в наблюдениях гармонического сиг-
нала не зависит от характера изменения его интен-
сивности на подинтервалах наблюдения; 

− технология, реализующая тест, во-первых, 
проста в вычислительной реализации, использует 
табулированную статистику и позволяет управлять 
величиной ошибки первого рода, во-вторых, она 
отвечает критерию Неймана-Пирсона. 
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ТЕСТ ДЛЯ ВІЯВЛЕННЯ ГАРМОНІЙНОГО СИГНАЛУ ПРИ РОЗРИВНИХ СПОСТЕРЕЖЕННЯХ 

О.Д. Абрамов, Т.О. Петруніна, Т.І. Москаленко 
Розглянуте завдання виявлення комплексного гармонійного сигналу, спостережуваного на тлі шумів по 

сукупності незалежних відрізків спостереження. Для вирішення вказаного завдання використана модифіко-
вана методологія максимальної правдоподібності. Особливістю рішення є застосування у якості критичної 
статистики функції, залежної від власних значень коваріаційної матриці спостережень. Синтезований зруч-
ний в обчислювальній реалізації тест, який використовує табульовану статистику і забезпечує як оператив-
ність  отримання результатів, так і можливість управління величиною вірогідності помилки першого роду. 

Ключові слова: метод максимальної правдоподібності, власне значення, власний вектор, помилка 
першого роду, вірогідність правильного виявлення, табульована статистика. 
 

THE TASK OF DETECTION OF THE COMPLEX HARMONIC SIGNAL IN THE PRESENCE  
OF TOTALLY INDEPENDENT OBSERVATION INTERVALS 

A.D. Abramov, T.A. Petrunina, T.I. Moskalenko 
The task of detection of the complex harmonic signal observed against a background noise by using totally in-

dependent observation intervals has been considered. The modified maximum probability methodology has been 
used for solving the above-mentioned task. The application of covariance matrix eigenvalues dependent function as 
critical statistics is peculiarity of this solution. The test convenient in calculation uses the tabulated statistics and 
provides efficiency in getting results and possibility of type 1 error value management has been synthesized. 

Key words: maximum probability methodology, eigenvalues, eigenvector, type 1 error, probability of correct 
discovery, tabulated statistics. 
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