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ТЕСТ ДЛЯ ОЦЕНКИ ЧИСЛА РОТОРНЫХ ГАРМОНИК  
ПРИ АНАЛИЗЕ ВИБРОПРОЦЕССОВ 

 
В работе синтезирована технология обнаружения сигнала по совокупности выборок при анализе виб-
ропроцессов. Для решения указанной задачи использована модифицированная методология максималь-
ного правдоподобия. Особенностью решения является применение в качестве критической статисти-
ки функции, зависящей от собственных значений ковариационной матрицы наблюдений.  Синтезиро-
ван удобный в вычислительной реализации тест, который использует табулированную статистику и 
обеспечивает как оперативность  получения результатов, так и возможность управления величиной 
вероятности ошибки первого рода. Показана эффективность использования полученных результатов 
и их практическая значимость. 

 
Ключевые слова: метод максимального правдоподобия, собственные значения, собственный вектор, 
ошибка первого рода, вероятность правильного обнаружения 

 
Введение 

 
Анализ спектральных составляющих вибраци-

онных процессов, связанных с частотой вращения 
ротора газотурбинных агрегатов – является актуаль-
ной задачей диагностики авиационно-космической 
техники. Однако отсутствие методики выбора необ-
ходимого и достаточного числа информационных 
спектральных составляющих указанных процессов, 
приводит к неоднозначным суждениям при обнару-
жении неисправностей, в частности, на начальных 
стадиях развития дефектов [1]. 

В настоящей работе решение задачи по обна-
ружению и оцениванию числа роторных гармоник 
вибропроцессов проведено посредством сжатия ра-
змерности входных данных при использовании ме-
тодологии максимального правдоподобия. Синтези-
рован удобный в вычислительном отношении ква-
зиоптимальный тест принятия решений о количест-
венном составе гармоник вибрационного процесса, 
который использует табулированную статистику и 
обеспечивает как оперативность получения резуль-
тата, так и возможность управлять величиной веро-
ятности первого рода. 

 
Постановка задачи 

 
Пусть на l-м подинтервале наблюдения дли-

тельности 0T  задана последовательность отсчетов 

N

lk l lk pl 0
p 1

U S (k) {a cos[2 f t(k 1)]


         

pl 0 klb sin[2 f t(k 1)]} ,       l 1, L , k 1, K ,   (1) 

вибрационного процесса lU (t) , сигнальная компо-
нента S(t)  которого описывает виброперемещение 
точек корпуса подшипника в любом направлении 

N
(N)

pl 0 pll
p 1

S (t) E cos(p t )


   ,    l 1, L ,    (2) 

где pla ,  plb ,  2 2
pl pl plE a b ,   pl 0 0 p2 f (l 1)T     , 

p p parctg b a   – неизвестные параметры интен-

сивности и начальной фазы p-й гармоники 0S(pf , t)   

p 0 pE cos(2 pf t )    сигнальной компоненты (2) 

вибропроцесса lU (t) ; 0 02 f    - угловая частота 
вращения ротора; t 1 F   - шаг временной дискре-
тизации; F – ширина спектра вибропроцесса; kl  – k-
й отсчет широкополосного гауссовского шума (шумы 
измерителя) в l-м подинтервале наблюдения, стати-
стические характеристика которого определены так: 

kl 0,   2
0 kl jt 0R (k j) (l t)         ,    (3) 

где l, j 1,K , l1 l2 0    при 1 2l l , 1 2l , l (1,L) ; 

( )   – символ Кроникера. 

Требуется используя совокупность L
1kU [U ,  

T
2k LkU ,..., U ] векторов наблюдения lk

l1 l2U [U , U ,  
T

lk.., U ]  (l 1,L)  разработать процедуру (тест) об-
наружения и оценки числа N роторных гармоник 
при отсутствии информации о мощности 2

0  шумов 
измерителя, параметрах pa ,  pb , возможно неточ-

ном значении 0f  гармоник процесса (1) (T”– опера-
ция транспонирования соответствующего вектора). 
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Решение задачи  
 

В технической литературе последних лет син-
тезированы в рамках критерия отношения правдо-
подобия (КОП) и его отдельных модификаций пра-
вила принятия решений о числе N шумоподобных 
сигналов с гауссовским распределением.  Например, 
в работе [2] цитируемая идеология трансформиро-
вана в методику «подгонки» корреляционной мат-

рицы p p T 2
p 0l lR S (k)(S (k))    (p 0,1, 2,..., N)  с 

модельными предположениями о числе p наблю-
даемых сигналов к выборочной межпериодной ко-
вариации S векторов наблюдений lU  (l 1,L)  

L
T

l l
l 1

1S U U
L 

  .                          (4) 

Такая трансформация позволила при выполне-
нии сложной гипотезы pH  (p 0,1, 2,..., N)  мини-

мизировать по  pR  (p 0,1, 2,..., N)  количественную 

меру pT  

L L
p pT 2ln{P(U R ) P(U S)}  ,             (5) 

а следовательно, дать представление о сравнитель-
ной правдоподобности имеющихся наблюдений в 
отношении проверяемой и альтернативной гипотез. 

Здесь LP(U W)  - плотность вероятности сово-

купности L
1 2 LU [U , U ,..., U ]  независимых векто-

ров наблюдений lU (l 1, L)  размерности (1 K)  
относительно обусловленного события pW (S,R ) . 

Как результат трансформации, технология про-
верки сложных гипотез pH  (p 0,1, 2,..., N)  свелась 

к проверке выполнения с заданным уровнем значи-
мости условия равновеликости минимальных собст-
венных значений j ( j p 1, p 2,..., K)    матрицы S. 

Применение подобных правил для оценки чис-
ла роторных гармоник при указанных выше исход-
ных данных имеет основание. 

Для доказательства этого утверждения на пер-
вом этапе решения задачи представим наблюдаемые 

величины lkU  вектора lkU  как: 
N

k 1 * *k 1
lk pl p pl p lk

p 1

1U [E E ]
2

 


        ,         (6) 

где параметр p  связан с частотой 0f  роторной 

гармоники равенством 

p 0exp{j2 f t}    .                       (7) 

Считаем, что размер K вектора lkU  удовлетво-
ряет соотношению K (2N 1)g  , g – целое число. 

Тогда числовые значения p (p 1, 2,..., N)  можно 

рассматривать как корни полинома 
2N 2N

m pm *pm
pm pm

p 1 p 1
P( ) C C 0,

 
       m 1,g ,   (8) 

Пусть вектор наблюдений lkU  (l 1,L)  под-
вергнут линейному преобразованию вида 

l
g lk gB U   ,                             (9) 

в котором элементы pd  оператора gB  

g 0 1 N N 1 N 2 0B [d ,d ,...,d ,d ,d ,...,d ]  ,       (10) 

размером [g g(2N 1)]   связаны с коэффициентами 

pgC  квалификационного полинома (8) уравнением 

состояния 

p pg gd C  ,   g 0, N ,                  (11) 

где g  – единичная матрица размером [g g] . 
В работе [3] доказано, что при выполнении ги-

потезы NH  случайный g-мерный гауссов вектор 
l
g , при выполнении ограничений T

m mC C 1  на 

норму вектора  
T

m 0m 1m Nm
1C (C ,C ,...,C , )
2

 ,             (12) 

определяется статистическими характеристиками 
l
g 0,   

g lk g
l l T T T 2
g g g lk 0 gR B U U B       . (13) 

Учитывая (8) рассмотренные свойства стати-

стики l
g  совокупности L l

g{ , l 1, L}    , получен-

ной посредством преобразования по правилу (9) 
вектора lkU (l 1, L)  условную плотность вероятно-

сти L L
g gW(U C ) W( )   записываем так: 

g

1L L gL L
g gW(U C ) W( ) (2 ) ( R )


      

g

L
T 1

g lk g lk
l 1

1 1exp{ L( (B U ) R (B U ))}
2 L





    

g

L1gL L T
l l

l 1

1 1(2 ) ( R ) exp{ LSp( X X )}
2 L





    .   (14) 

При записи равенства (14) использовано тож-
дество  

g lk l gB U X C ,                        (15) 

где элементы матрицы lX  размерностью 
[g (N 1)]   связаны с наблюдениями таким образом: 

1,l g 1,l Ng 1,l

2,l g 2,l Ng 2,l
l

g,l 2g,l (N 1)g,l

U U ... U

U U ... U
X

... ... ... ...
U U ... U
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(N 1)g 2,l

2Ng 1,l (N 1)g 1,l Ng 1,l

2Ng 2,l Ng 2,l

K,l (N 2)g,l (N 1)g,l

U U ... U

U U ... U

... ... ... ...
U U ... U

 

   

 

 

 
 
 

  
 
 
 

.  (16) 

Конкретизируя методологию работы [2] к сжа-

тым по правилу l l
g g gB U    исходным данным 

lkU (l 1, L)  нетрудно показать, что критическая 
статистика F  проверки степени правдоподобия 

гипотезы H  ( число роторных гармоник в наблю-

дениях равно ) определяется как: 
1 1

i i
i 1 i 1

F (L 1) ( 1)ln ln ( 1)ln( 1)
 


 

           
  

   (17) 

где i (i 1, 1)    – i-ое собственное число выбороч-
ной межканальной корреляции S  

L
T
l l

l 1

1S X X
L


  .                      (18) 

Как следствие: тестовая статистика (17) может 
быть использована для определения числа роторных 
гармоник в условиях поставленной задачи. 

В технологическом отношении нахождение 
оценки N   целесообразно свести к следующей 
последовательности операций над исходными дан-
ными.  Для каждой из выдвинутых гипотез H  

( 1, 2,...)   рассчитывают коэффициент «прорежи-
вания» [g] L (2 1)    ([g]  - целая часть числа g), 

после чего формируют директорию 
l
TX  и выбороч-

ную межканальную корреляцию S  по правилам 
(16) и (18).  Вычисляют спектр 1 2 1, ,...,     матри-

цы S  и числовые значения последовательности F  

для каждой из выдвинутых гипотез H  ( 1, 2,...)  . 

Сравнивают  F  с порогом 
,t ( ,L)

2
 

 , который вы-

бран из таблицы 2 -распределения по заданному 
уровню значимости   и числу t( , L)  степеней сво-

боды t( ,L) (L )(L 1) 2      . При F>
,t ( ,L)

2
 

  

гипотеза H  отвергается. Далее переходят к про-

верке следующих гипотез 1 2H , H ,...,   увеличи-

вая каждый раз   на единицу. Если на некотором 

шаге, например, 0l -м, впервые 
0 0

2
l ,t(l ,L)F   , то 

выносится решение: исследуемый вибрационный 
процесс содержит 0l N  роторных гармоник. Про-
цедура проверки на этом прекращается. 

Для подтверждения теоретических выводов при-
водим результаты исследований, полученные на уров-
не цифрового статистического эксперимента. Модели-
ровалась обработка наблюдений на L 50  под-
интервалах при K=81 и числе N роторных гармоник 
соответственно равных N=1,2,3, частоты 1 2 3f , f , f  
которых задавались как 2 1f 2f , 3 1f 3f . Между 

интервалом 0T  и периодом 1T  гармоники (1)
lS (t)  

выполнялось условие включения 0 1T T 10 . 
Моделировались две сигнальные ситуации, 

представляющие собой случай присутствия двух и 
трех синусоид с различными интенсивностями 
(

1fE 1 ,
2fE 0,7 , 

3fE 0,5 ). В каждой из них на-

блюдения представляли собой аддитивную смесь 
совокупности гармоник и гауссовского случайного 
процесса (шума) с нулевым математическим ожида-

нием и дисперсией 2
0 (рис. 1, 2). 

0
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Рис. 1. Вероятность правильного обнаружения Рпр  

в зависимости от    для N = 1, 2, 3. 
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Рис. 2. Вероятность правильного обнаружения Рпр  

в зависимости от   для N =3: 
1 – одинаковые; 2 – разные интенсивности 
 

На рис. 1 и 2 представлены результаты модели-
рования в виде рабочих характеристик: зависимости 
вероятности правильного оценивания числа ротор-
ных гармоник N от соотношения сигнал/шум 

2 2
p p 0E     p 1,2,3 .  

1 2 

N = 1 

N = 3 

N = 2 
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Для каждого случая проводилось 1000 экспе-
риментов. Уровень значимости полагается равным 

0,1  .  

Заключение 
 
Полученные теоретические и эксперименталь-

ные результаты позволяют констатировать: 
– критическая статистика и синтезированный 

тест принятия решения о количественном составе 
роторных гармоник отвечают критерию отношения 
правдоподобия и являются структурно устойчивы-
ми; 

– синтезированная технология проста в вычис-
лительном отношении, использует табулированную 
статистику и позволяет управлять величиной ошиб-
ки первого рода. 
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ТЕСТ ДЛЯ ОЦІНКИ ЧИСЛА РОТОРНИХ ГАРМОНІК ПРИ АНАЛІЗІ ВІБРОПРОЦЕССІВ 

О.Д. Абрамов, І.В. Баришев, Т.А. Петруніна, Т.І. Москаленко 
У роботі синтезована технологія виявлення сигналу по сукупності вибірок при аналізі вібропроцессів. 

Для вирішення вказаного завдання використана модифікована методологія максимальної правдоподібності. 
Особливістю рішення є застосування у якості критичної статистики функції, залежної від власних значень 
коваріационной матриці спостережень. Синтезований зручний в обчислювальній реалізації тест, який вико-
ристовує табульовану статистику і забезпечує як оперативність  отримання результатів, так і можливість 
управління величиною вірогідності помилки першого роду. 

Ключові слова: метод максимальної правдоподібності, власне заначення, власний вектор, помилка 
першого роду, вірогідність правильного виявлення, табульована статистика. 
 

THE TASK OF ESTIMATION OF NUMBER OF THE ROTOR HARMONIC COMPONENTS DURING 
THE VIBRATION ANALYSIS 

A.D. Abramov,  I.V. Barishev, T.A. Petrunina, T.I. Moskalenko 
The task of detection of the complex harmonic signal observed against a background noise by using totally in-

dependent observation intervals has been considered. The modified maximum probability methodology has been 
used for solving the above-mentioned task. The application of covariance matrix eigenvalues dependent function as 
critical statistics is peculiarity of this solution. The test convenient in calculation uses the tabulated statistics and 
provides efficiency in getting results and possibility of type 1 error value management has been synthesized. 

Key words: maximum probability methodology, eigenvalues, eigenvector, type 1 error, probability of correct 
discovery, tabulated statistics. 
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