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Предложены методы оптимального выбора параметров управления для получения наиболее точной 
оценки неизвестных параметров целевых функций (идентификации) подсистем нижнего уровня иерар-
хической многоуровневой системы по наблюдаемым из экспериментов приближенным координатам 
точек максимума этих целевых функций, которые основаны на применении техники дифференциаль-
ного исчисления для функций многих переменных, в частности метода Ньютона, теории неявных 
функций и эрмитовой многомерной интерполяции с помощью атомарных функций. 
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Введение 
 

Исследование многоуровневых иерархических 
систем управления (МИСУ) является одним из важ-
ных направлений системного анализа [1 – 5]. В на-
стоящей работе рассмотрены некоторые методы 
получения оптимальной оценки неизвестных пара-
метров целевых функций подсистем нижнего уровня 
для иерархической многоуровневой системы, а 
именно методы, состоящие в оптимальном выборе 
стратегии управления в процессе идентификации 
параметров этих целевых функций с точки зрения 
минимизации возможной погрешности в оценке 
этих параметров в равномерной и интегральных 
метриках. В случае, когда целевая функция подсис-
темы нижнего уровня не задана параметрически, 
предлагаются оптимальные непараметрические ме-
тоды ядерных оценок и вейвлет-оценок этой целе-
вой функции, использующие атомарные функции 
одной и нескольких переменных [6, 7]. 

 
1. Постановка задачи исследования 

 
Для простоты ниже подробно рассматривается 

случай иерархической системы с двумя уровнями – 
верхним и нижним – и одной подсистемой на ниж-
нем уровне. Если на нижнем уровне несколько под-
систем с неизвестными внутренними параметрами, 
то рассмотренные методы применяются к каждой из 
них. 

Пусть на верхнем уровне требуется максими-
зировать целевую функцию верхнего уровня 

maxf (x (p),p, u) , 
где переменная maxx (p)  находится в результате 
максимизации целевой функции нижнего уровня  

x
g(x, p, v) max

 , 

где v  неизвестный вектор внутренних параметров, 
то есть 
 maxg(x (p), p, v) g(x, p, v)

  , 
а параметр управления p  задается на верхнем уров-
не так, чтобы максимизировать целевую функцию 
верхнего уровня. 

Целевая функция g(x, p, v) предполагается 
гладкой и строго выпуклой вверх, что обеспечивает 
единственность точки максимума. Для простоты 
записи выкладок переменные x, p  вначале предпо-
лагаем скалярными. Векторный случай рассматри-
вается совершенно аналогично. Неизвестный внут-
ренний параметр целевой функции необходимо на-
ходить из эксперимента или наблюдения. При этом 
задается управляющий параметр, а точка максимума 
функции нижнего уровня наблюдается с некоторой 
погрешностью. Эту погрешность будем считать дос-
таточно маленькой, чтобы можно было использо-
вать методы математического анализа. 

Поскольку проведение экспериментов или на-
блюдений в ряде случаев требует больших затрат 
времени и средств, то нужно указать оптимальный 
метод определения внутреннего параметра v , т.е. 
выбора управляющего параметра p  таким образом, 
чтобы минимизировать погрешность вычисления 
внутреннего параметра v  по значениям maxx , p . 
Хотя в многомерном случае получение оптималь-
ных значений управляющих параметров для нахож-
дения значений внутренних параметров целевых 
функций нижнего уровня с минимально возможной 
погрешностью могут требовать значительных объе-
мов вычислений на ЭВМ, затраты на их проведения 
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в ряде случаев несоизмеримо малы по сравнению с 
затратами на проведение дополнительных экспери-
ментов или наблюдений над реальными МИСУ и 
требуют значительно меньшего времени. 

 
2. Решение задачи оптимального  

определения внутренних параметров 
 
В случае, когда целевая функция нижнего 

уровня гладкая, внутренняя точка максимума ее на-
ходится из условия 

xg ' (x, p, v) 0
 . 

Пусть 1 sv (v , , v ) 
 . Задав набор управляю-

щих значений управляющих параметров 1 s(p , , p )  
для нахождения неизвестного вектора внутренних 
параметров подсистемы нижнего уровня 

1 sv (v , , v ) 
 , получаем систему уравнений  
  x max,i ig ' (x , p , v) 0, i 1,..., s 

 , (1) 
из которой находим 

 k k max,1 max,s 1 sv (x , , x ,p , ,p ),

k 1, , s.

   

 
 

Пусть  

k
k,l

l
a

x





,  k,lM | a |    . 

Тогда вектор погрешности определения значе-
ний внутренних параметров выражается как произ-
ведение матрицы M  и вектора погрешностей на-
блюдаемых точек максимума целевой функции 
нижнего уровня. 

Таким образом, требуется выбрать для экспе-
риментов такой набор управляющих параметров, 
который бы минимизировал 

s
2 2

k,l
k,l 1

|| M || | a |


  . 

Поскольку значения внутренних параметров 
целевой функции нам неизвестны, следует рассчи-
тывать на худший случай – сначала найти для каж-
дого набора 1 s(p ,..., p )  наихудший набор 

1 sv (v ,..., v )
 , т.е. такой, что дает максимальное 
значение || M || : 

1 s

2
(v , ,v )

|| M || max


 , 

а потом найти набор 1 s(p , , p ) , который доставляет 
минимум этому максимуму. 

Рассмотрим простейший (но имеющий реаль-
ный экономический смысл) пример. 

Пусть целевая функция подсистемы нижнего 
уровня имеет вид 

2g(x, p, v) px vx  , 

где x 0, 0 p P, 0 a v b      , и v  неизвестно. 

Требуется указать значение управляющего па-
раметра p, которое обеспечивало бы при определе-
нии точки максимума maxx  из эксперимента наи-
меньшую погрешность определения v. 

Имеем  
g '(x) p 2vx  . 

В точке максимума p 2vx 0  ; 

max
px

2v
 . 

Далее 

x 2
pv '

2x
  . 

При фиксированном p : 

max

2 2

X 2 a v bx max

p 2v 2bmax | v ' | max max
p p2x  

   . 

Минимум этого выражения достигается при  
p P , 

т.е. следует выбирать максимально возможное зна-
чение p.  

Рассмотрим более сложный пример, также 
имеющий реальный смысл. В этом примере выклад-
ки элементарны, но достаточно громоздки. 

Пусть 
2 3

1 2 1 2g(x, p, v , v ) px v x v x   , 
где 

1 1 1

2 2 2

x 0, 0 p P, 0 a v b ,
0 a v b .
     

  
 

Имеем 
2

X 1 2 1 2 1 2g ' (x, p, v , v ) h(x, p.v , v ) 2px v 3v x    . 
В точке максимума получаем 

2
1 22px v 3v x 0   , 

откуда 
2

1 2
max

2

p p 3v v
x

3v
 

 . 

Для нахождения двух внутренних параметров в 
данном случае нужно провести два эксперимента, 
выбрав при этом два разных значения управляющих 
параметров. 

Фиксируем 1 2p ,p . 
Тогда получим для точек максимума 

2
k k 1 2

k max
2

p p 3v v
x x (k)

3v
 

  . 

Для нахождения внутренних параметров имеем 
системы линейных алгебраических уравнений 

2
1 1 2 1 1

2
1 2 2 2 2

v 3x v 2p x ,

v 3x v 2p x ,

  


 
 

откуда несложно найти 1 2v , v  как функции 1 2x , x , 
затем частные производные 
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k

i

v
k 1, 2, i 1, 2

x


 


 

и сумму                  
22

k

ii,k 1

v
S

x

 
   
 . 

Подставив в эту сумму значения 1 2x , x , най-
денные выше, получим S как элементарную функ-
цию переменных 1 2v , v . Затем найдем максимум 

1 2m(p , p )  этой функции при условиях k k kv [a , b ]  
из системы уравнений 

1 2

S S0, 0
v v
 

 
 

, 

и наконец минимум 1 2m(p , p )  при условиях 

kp (0,P] . Значения 1 2p* ,p* , для которых прини-
мается этот минимум, и есть оптимальные значения 
управляющих параметров при экспериментальном 
определении значений внутренних параметров це-
левой функции нижнего уровня. 

Аналогично рассматривается случай, когда це-
левая функция нижнего уровня зависит от двух пе-
ременных x, y  и управляющий параметр двумер-
ный, т.е. например 

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2g(x, y,p ,p , v , v ) p x p y v x v y     

и 1 1 2 2p P , p P  . 
В этом случае необходимые условия максиму-

ма дают два уравнения 

1 1 2 2
g gp 2v x 0,  p 2v y 0,
x y
 

     
 

 

откуда 

1 2
max max

1 2

p p
x , y

2v 2v
  . 

Здесь достаточно одного эксперимента для оп-
ределения двух внутренних параметров. Рассуждая 
как в первом примере, получаем, что оптимальный 
выбор параметров управления для наиболее точной 
оценки внутренних параметров 

1 1 2 2p P , p P  . 
Если бы целевая функция нижнего уровня за-

висела от трех внутренних параметров, например, 
имела вид 

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 3g(x, y,p , p , v , v ) p x p y v x v y v xy,      

то одного эксперимента было бы недостаточно, что-
бы из двух уравнений (равенства нулю двух частных 
производных) определить три неизвестных парамет-
ра. Требовалось бы провести хотя бы два, а два экс-
перимента давали бы четыре уравнения для опреде-
ления трех неизвестных параметров, вообще говоря, 
возможно несовместных ввиду приближенности 
определения точек максимума. В подобном случае 
целесообразно находить неизвестные внутренние 

параметры методом наименьших квадратов, т.е. ми-
нимизацией суммы квадратов четырех первых про-
изводных целевой функции.  

В общем многопараметрическом случае необ-
ходимо применение численных методов: 

1) при нахождении точек максимума целевой 
функции для заданных значений управляющих пара-
метров и внутренних параметров целевой функции,  

2) для нахождения зависимости внутренних 
параметров от точек максимума при фиксированных 
значениях управляющих параметров,  

3) для нахождения частных производных внут-
ренних параметров относительно точек максимума 
при фиксированных значениях управляющих парамет-
ров, которые необходимы для вычисления функции-
погрешности определения внутренних параметров,  

4) для нахождения максимума этой погрешно-
сти при фиксированных значений управляющих 
параметров  

5) для минимизации этого максимума измене-
нием значений управляющих параметров.  

Нахождение точек максимума и минимума в 
гладком случае сводится к решению систем нели-
нейных уравнений. При решении этих систем мето-
дом Ньютона важно наличие хорошего начального 
приближения. При этом можно использовать непре-
рывную зависимость точек экстремума от управ-
ляющих параметров, в том типичном случае, когда 
такая непрерывная зависимость имеет место. 

Для сокращения объема вычислений можно 
использовать многомерную лагранжеву интерполя-
цию, например методом радиальных базисных 
функций [9], или многомерную эрмитову интерпо-
ляцию в случае гладкой зависимости точек экстре-
мума от управляющих параметров [8]. 

В случае, когда структура целевой функции 
нижнего уровня неизвестна или известна частично, 
т.е. когда эта целевая функция не представлена в 
виде суперпозиции известных функций и неизвест-
ных параметров, можно использовать методы, по-
добные тем, которые используются в математиче-
ской статистике для непараметрической регрессии, 
такие как метод ядерных оценок, методы с исполь-
зованием вейвлет-функций и локальных сплайнов. 
Во всех этих методах перспективным является ис-
пользование атомарных функций как непосредст-
венно в качестве ядер, так и для построения вейв-
лет-функций, обладающих хорошими аппроксима-
ционными свойствами [6, 7]. 

Вместо нахождения максимальной (наихуд-
шей) погрешности определения внутренних пара-
метров при заданных параметрах управления может 
быть целесообразно находить среднюю погреш-
ность, т.е. погрешность в какой-нибудь интеграль-
ной метрике. 
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Полученную в процессе вычисления информа-
цию о зависимости погрешности вычисления внут-
ренних параметров от их значения можно использо-
вать для апостериорной оценки погрешности полу-
ченных значений. 

 
Заключение 

 
Предложены методы определения таких пара-

метров управления иерархической многоуровневой 
системой, которые обеспечивают наименьшую по-
грешность определения неизвестных внутренних 
параметров целевой функции нижнего уровня при 
их определении по результатам эксперимента. 
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ОПТИМАЛЬНЕ ВИЗНАЧЕННЯ ЦІЛЬОВИХ ФУНКЦІЙ ІЄРАРХІЧНОЇ  
БАГАТОРІВНЕВОЇ СИСТЕМИ 

В.О. Рвачов 
Запропоновані методи оптимального вибору параметрів керування для отримання найбільш точної оці-

нки параметрів цільових функцій (ідентифікації) підсистем нижнього рівня ієрархічної багаторівневої сис-
теми за спостереженнями з експериментів наближених значень координат точок максимуму цих цільових 
функцій, що базуються на застосуванні техніки диференціального числення для функцій багатьох змінних , 
зокрема метода Ньютона, теорії неявних функцій та ермітовій багатовимірній інтерполяції за допомогою 
атомарних функцій. 

Ключові слова: ієрархічна багаторівнева система, ідентифікація, цільова функція, оптимальна оцінка, 
метод Ньютона, ермітова інтерполяція, атомарна функція. 
 

OPTIMAL DETERMINATION OF TARGET FUNCTIONS  
OF A HIERARCHIC MULTILEVEL SYSTEM 

V.O. Rvachov 
Methods of optimal choice of the control parameters for retrieval of the most accurate estimates of the un-

known parameters of the target functions (identification) of subsystems of lower level of an hierarchic multilevel 
systems from the experimentally observed approximate values of the coordinates of the maximum points of the tar-
get functions tare proposed which are based on the application of the technique of the differential calculus for func-
tions of many variables in particular of the Newton method, implicit functions theory and of the multidimensional 
Hermite interpolation with the help of the atomic functions. 

Key words: hierarchic multilevel system , identification, target function, optimal estimate, Newton method, 
Hermite interpolation, atomic function.  
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