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МНОГОШКАЛЬНОЕ ВЕЙВЛЕТ-МОДЕЛИРОВАНИЕ  

ТРАФИКА МУЛЬТИСЕРВИСНЫХ СЕТЕЙ 
 

Предложен новый подход к многошкальному моделированию, необходимому для описания трафикового 
процесса с долговременной зависимостью автокорреляционной функции. Используя вейвлет-преобра-
зование Хаара, специальную мультипликативную структуру вейвлета и коэффициенты масштабиро-
вания для гарантирования положительных результатов, модель предоставляет быстрый O(N)-кас-
кадный алгоритм для синтеза N-точечных наборов данных. Наряду с мультифрактальными проанали-
зированы статистические характеристики второго порядка. Разработана схема для согласования 
модели с реальными данными мультифрактального трафикового процесса.  
 
Ключевые слова: трафик, фрактальность, долговременная зависимость, вейвлет-преобразование, мо-
дель, телекоммуникационная сеть, самоподобие. 
 

Введение 
 

Постановка задачи и анализ литературы. В 
настоящее время при описании и моделировании 
многих процессов учитывается их фрактальная (са-
моподобная либо 1/f) природа [1, 2]. В области об-
работки изображений фракталы применяются в ком-
пьютерной графике, моделированиях текстур, сжатии 
и распознавании изображений [3, 4]. 

Фрактальные характеристики свойственны и 
ряду процессов, протекающих в телекоммуникаци-
онных сетях [5]. В частности, сетевой трафик муль-
тисервисных сетей проявляет такие фрактальные 
свойства как самоподобие и долговременную зави-
симость (ДВЗ). Существующие классические пуас-
соновские или марковские модели передачи данных 
в телекоммуникационных сетях не отражают адек-
ватно все эти свойства  [5]. Например, прогноз про-
изводительности сети, основанный на классических 
моделях трафика, зачастую слишком оптимистичен 
по сравнению с ее реальной производительностью. 
Фрактальные модели трафика создают базу для раз-
работки новых алгоритмов прогнозирования и 
управления процессом передачи данных в сети. 

Наиболее известны следующие фрактальные 
модели трафиковых процессов: фрактальное бро-
уновское движение (ФБД), фрактальный гауссов-
ский шум (ФГШ), независимая гауссовская модель 
области вейвлета (НГМОВ). 

Фрактальное броуновское движение (ФБД) B(t) 
является одной из наиболее широко употребляемых 

моделей фрактального процесса [5 – 7]. Его пре-
имущество заключается в простоте: ФБД является 
статистически самоподобным, т.е. 

( ) ( )
fd HB at a B t= ,                            (1) 

uде а – const; Н – параметр Херста,  
В результате статистического анализа этой мо-

дели установлено, что модель ФБД нестационарна, 
но ее инкременты представляют собой стационар-
ный процесс фрактального гауссовского шума 
(ФГШ). Когда параметр Херста H > 0,5, ФГШ про-
являет свойство ДВЗ. При моделировании процес-
сов передачи данных в компьютерных сетях на ос-
новании модели ФГШ существующие методы ап-
проксимации обладают значительной вычислитель-
ной сложностью (обычно O(N3)), что может вызвать 
перегрузки, особенно в сетевых приложениях, где 
зачастую N >> 106. Для таких больших задач разра-
ботана техника аппроксимаций O(N)-сложности, 
основанная на вейвлет-преобразованиях. 

Дискретное вейвлет-преобразование представ-
ляет собой одномерный процесс X(t), формируемый 
из смещенных и расширенных версий прототипа 
вейвлет-функции полосы пропускания ( )tψ  и сме-
щенных версий низкочастотной функции масштаби-
рования ( )tφ  [8 – 10]. Вейвлет-функции и функции 
масштабирования, определенные как 

( ) ( )j 2 j
j,k t : 2 2 t kψ = ψ − ,                    (2) 

( ) ( )j 2 j
j,k t : 2 2 t k , j, kφ = φ − ∈Ζ ,           (3) 
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образуют ортонормальный базис. Тогда справедли-
во разложение процесса X(t) по базису (2) – (3): 

( ) ( ) ( )0 0
0

J ,k J ,k j,k j,k
k j J k

X t U t W t
∞

=
= φ + ψ∑ ∑ ∑ ,  (4) 

где соответствующие коэффициенты вейвлет-преоб-
разования j,kW  и j,kU  принимают вид: 

( ) ( )j,k j,kW : X t t dt= ψ∫ ;                     (5) 

( ) ( )j,k j,kU : X t t dt= φ∫ .                     (6) 

Для вейвлет-функции ( )tψ  с частотой f0, сим-

метричной относительно значения 0t 0= , коэффи-
циент вейвлета Wj,k измеряет величину сигнала 
вблизи момента времени j2 k−  и частоты j

02 f . Ко-
эффициент масштабирования Uj,k измеряет среднее 
значение вблизи момента времени j2 k− . В вейвлет-
преобразовании значение j указывает шкалу анали-
за: J0 указывает наибольшую шкалу либо наимень-
шую точность анализа, большее значение j соответ-
ствует большей точности анализа. 

Вейвлет-функция и функция масштабирования 
Хаара (рис. 1, a) представляют собой простейший 
пример ортогонального вейвлет-базиса. Согласно  
(3), поддержка функций масштабирования на мел-
ких шкалах несет в себе поддержку функций мас-
штабирования на более крупных шкалах; это можно 
представить двоичным деревом (рис. 1, б). Ряд 
(шкала) j  дерева коэффициентов масштабирования 
содержит аппроксимацию X(t) с разрешающей спо-
собностью 2 – j. Фактически, коэффициенты j 1,kU +  

представляют масштабированные сумму и разность 
коэффициентов Uj,k и Wj,k. 

  
а                                       б 

Рис. 1. Ортогональный вейвлет-базис (а)  
и двоичное дерево коэффициентов  

масштабирования (б)  
 

Однако, такие фрактальные модели как ФБД и 
ФГШ имеют существенные ограничения при моде-
лировании негауссовских процессов, возникающих в 
мультисервисных сетях, особенно таких, которые 
обладают свойством ДВЗ, но в тоже время наблюда-
ются кратковременные корреляции и поведение, не-
совместимое со строгим самоподобием. Таким обра-
зом, отсутствие достаточно полной модели процесса 

передачи данных в мультисервисных сетях обеспечи-
вает актуальность рассматриваемой проблемы.  

Целью данной статьи является разработка  
модели процессов передачи данных в мультисер-
висных сетях, основанной на вейвлет-преобразова-
ниях, которая учитывает долговременную зависи-
мость трафикового процесса.  

 

1. Математическая многошкальная  
вейвлет-модель мультифрактального 

трафикового процесса 
 
Рассмотрим многошкальную вейвлет-модель 

(МВМ), которая должна позволить, применительно 
к сетевому трафику, согласовать ее с концепцией 
трафика как суперпозиции отдельных компонент, 
что является достаточно точным описанием при 
больших масштабах времени, а также обладать 
свойством мультипликативности. Мультипликатив-
ные модели интерпретируют моменты начала отсче-
тов трафикового процесса произведением случай-
ных множителей, которые подобны разбиению об-
щей производительности трафика на части. Этот 
подход справедлив при рассмотрении трафика на 
малых масштабов времени [6]. 

Рассматриваемый трафиковый процесс X(t) ≥ 0, 
поэтому описание данных в пространстве общих 
вейвлетов проблематично, однако для вейвлета Хаа-
ра неотрицательность определяется простым усло-
вием: X(t) является неотрицательным тогда и только 
тогда, если j,k j,kW U≤  ∀ j, k. 

Рассмотрим дискретный по времени процесс 
C(n)[k], который аппроксимирует процесс C(t) с раз-
решением n2− . Заменим в вейвлет-преобразовании  
полубесконечную сумму в (4) суммой на конечном 
числе масштабов 0 j n, j, n +≤ < ∈Ζ . Установим 
также без потери общности самую крупную времен-
ную шкалу J0 = 0, обозначающую, что первая сумма 
в (4) сводится к одному терму 0,0 0,0U φ , что соот-
ветствует дереву с одним коэффициентом масшта-
бирования, аппроксимирующем C(t) на интервале 
[0, 1]. При определенных условиях он удобен для 
применения при R деревьях с корнями в R коэффи-
циентах масштабирования 0,kU , k 0,1,...,R 1= − , 
т.е. процесс C(t) находится в интервале [0, R]. 

При применении вейвлета Хаара дискретный 

процесс ( ) [ ]nC k  принимает значения, которые со-
ответствуют значению интеграла C(t) в интервале 

( )n nk 2 , k 1 2− −⎡ ⎤⋅ + ⋅⎣ ⎦ , т.е. для nk 0,..., 2 1−= −  

  

( ) [ ] ( )( ) ( )
( )( ) n

n

n n n

k 1 2 n 2
n,kk2

C k I k 1 2 I k2

C t dt 2 U .
−

−

− −

+ −

= + − =

= =∫
  (7) 
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Покажем возможность использования простого 

вейвлета Хаара при построении  процесса ( ) [ ]nC k . 
Для вейвлета Хаара коэффициенты масштаби-

рования и вейвлет-преобразования могут быть ре-
куррентно вычислены следующим образом: 
  ( )1 2

j,k j 1,2k j 1,2k 1U 2 U U−
+ + += +  ;  (8) 

  ( )1 2
j,k j 1,2k j 1,2k 1W 2 U U−

+ + += − .     (9) 

К тому же в преобразовании Хаара для поло-
жительных данных известно, что все Uj,k > 0, по-
скольку каждое Uj,k равно масштабированному ло-
кальному среднему. Переписав (8) и (9) как: 

  ( )1 2
j 1,2k j,k j,kU 2 U W−
+ = + ; (10) 

  ( )1 2
j 1,2k 1 j,k j,kU 2 U W−
+ + = − ,   (11) 

получим простые ограничения для гарантирования 
неотрицательности процесса: 

  j,k j,kW U≤ .  (12) 

Хотя выражение (12) было получено как необ-
ходимое условие, легко доказать, что оно также яв-
ляется достаточным.  

Построим статистическую модель для значений 
j,kW , в которую автоматически включается условие 

(12). Это приводит нас к простой мультипликатив-
ной модели сигнала.  

Пусть j,kA  – случайная переменная, равно-

мерно распределенная  на интервале [–1, 1] и опре-
деляющая вейвлет-коэффициенты как 
  j,k j,k j,kW A U= .   (13) 

Предлагаемая МВМ использует преобразова-
ние вейвлета Хаара и структурные ограничения (13), 
т.е. допускает возможность перехода от крупных 
шкал к мелким (рис. 2): на шкале j дерева коэффи-
циентов масштабирования формируются вейвлет-
коэффициенты; затем на шкале j+1 формируются 
нормализованные коэффициенты масштабирования 

j 1,2kU +  и j 1,2k 1U + +  (выражения (10), (11)). 
 

   
 

Рис. 2. Синтез мелкомасштабной шкалы   
на дереве коэффициентов масштабирования 
 
Алгоритм синтеза мелкомасштабной шкалы.  
1.  Устанавливается начальное значение счетчи-

ка текущей шкалы j = 0. Устанавливается либо вы-

числяется наибольший (корневой) коэффициент 
масштабирования 0,0U . 

2.  Для шкалы j генерируются случайные мно-
жители j,kA  и согласно (13) рассчитываются значе-

ния j,kW  для jk 0,..., 2 1= − . 

3.  Для шкалы j+1 рассчитываются значения 

j 1,2kU +  и j 1,2k 1U + +  для jk 0,..., 2 1= − , исходя из 

значений j,kU  и j,kW  шкалы j. 

4.  Значение счетчика текущей шкалы увеличи-
вается на 1. Если наименьшая шкала не достигнута 
(j = n), то повторяются шаги 2 и 3, при достижении 
наименьшей шкалы алгоритм заканчивает работу. 

Поскольку коэффициенты масштабирования 
генерируются одновременно с вейвлет-коэффици-
ентами, то нет необходимости инвертировать вейв-
лет-преобразование. Коэффициенты масштабирова-
ния наименьшей шкалы фактически определяют 
выходной процесс МВМ, т.е. 

( ) [ ]n n 2 n
n,kC k 2 U , k 0,..., 2 1−= = − . 

Общая вычислительная сложность для N выбо-
рок МВМ процесса равна O(N). 

Учитывая (13), шаги 2 и 3 алгоритма можно 
выполнить без значений вейвлет-коэффициентов: 

j,k
j 1,2k j,k

1 A
U U

2+
+⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  j,k
j 1,2k 1 j,k

1 A
U U

2+ +
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Получим точные формулы для вейвлета Хаара 
и коэффициентов масштабирования мелкомасштаб-
ной шкалы модели МВМ на основе множителей для 
более крупных шкал. Начнем с определения схемы 
индексирования, которая связывает коэффициенты 
масштабирования самой крупной шкалы 0,0U  с их 

"потомками" на более мелких шкалах, j,kU , j 0>  

(рис. 2). Пусть jk , j 0>  – переменная, индекси-

рующая возможные смещения потомков 0,0U  на 

шкале j. Можно связать смещение jk  коэффициента 

масштабирования со смещением одного из двух его 
непосредственных потомков j 1k +  как 

j 1 j jk 2k k+ ′= + , где jk 0′ =  соответствует левому 

потомку, а jk 1′ =  – правому (рис. 2). Теперь можно 

выразить jk  как бинарное расширение ik′ , 

(i = 0, …, j – 1): 

  
j 1

j 1 i
j i

i 0
k k 2

−
− −

=
′= ∑ .   (14) 

Кроме того,  

j 1
j

k
k

2
+⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

; 
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j 1
j j 1

k
k k 2

2
+

+
⎡ ⎤

′ = − ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

где [ ]x  – целая часть x. Необходимо заметить, что 

фиксирование последовательности ik′  определяет не 
только jk , а и "линию потомков" для 

( )ii,kU i 0,..., j=  от 0,0U  до 
jj,kU . 

В результате коэффициенты для вейвлета Хаа-
ра определяются следующим образом: 

  ( ) i
j i

j 1
kj 2

j,k 0,0 i,k
i 0

U 2 U 1 1 A
−

′−

=

⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦∏ ;   (15) 

( ) i
j j i

j 1
kj 2

j,k j,k 0,0 i,k
i 0

W 2 A U 1 1 A
−

′−

=

⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦∏ .   (16) 

Свойства мультифрактальной вейвлет-мо-
дели. Рассмотрим основные свойства предлагаемой 
модели. 

Коэффициенты вейвлета Хаара для стационар-
ного сигнала одинаково распределены внутри каж-

дого масштаба с j,kÌ W 0⎡ ⎤ =⎣ ⎦ . Введем следующие 

ограничения на коэффициенты каждой шкалы j: 
− множители j 1

j,kA , k 0,1,..., 2 −= , одинаково 

распределены в соответствии с некоторой случайной 
переменной ( ) [ ]jA 1, 1∈ − ; 

− множители ( )jA  симметричны относительно 0; 

−  множители j,kA  независимы от наибольше-

го коэффициента масштабирования 0,0U  и от 1,kA  
на меньших шкалах. 

При таких ограничениях из соотношений (15), 
(16) следуют свойства маргинальной плотности и 

стационарности процесса ( ) [ ]nC k . Принимая j = n в 
выражениях (14), (15), а также k = kn в выражении 
(7), получим 

  

( ) [ ] ( )( )
( )

i
dn 1 kn n

0,0 i,k
i 0
n 1

n
0,0 j

i 0

C k 2 U 1 1 A

2 U 1 A .

−
−

=
−

−

=

= + − =

+

∏

∏
   (17) 

Таким образом, распределение ( ) [ ]nC k  являет-
ся стационарным по статистическим характеристи-
кам первого порядка. Заметим, что без требований 
симметричности ( )jA , маргинальное распределение 

( ) [ ]nC k  будет зависеть от k и выражение (17) не 
будет справедливым. Следовательно, симметрия 
множителей является ключевым требованием при 
моделировании стационарных процессов. 

Тем не менее, процесс ( ) [ ]nC k  не будет ста-
ционарным в широком смысле. Как следствие двух-
элементной структуры вейвлет-преобразования, 

стационарность в широком смысле для ( ) [ ]nC k  яв-
ляется недостижимой при использовании модели в 
вейвлет-пространстве с некоррелированными вейв-
лет-коэффициентами (кроме тривиального случая 
белого шума). В МВМ при одинаковом смещении 

m, ( ) [ ] ( ) [ ]n nM C k m C k⎡ ⎤+ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
 будет изменяться как 

функция k по отношению к размеру наименьшего 

поддерева, содержащего и ( ) [ ]nC k m+ , и ( ) [ ]nC k . 

Если множители j,kA  независимы и одинаково рас-

пределены, то между элементами меньшого подде-
рева потенциальные корреляции возрастают и мо-

менты ( ) [ ]nC k  рассчитываются как 

( ) [ ] ( )
qn 1 jqn q

0,0
j 0

1 A
M C k M U M

2

−

=

⎡ ⎤+⎛ ⎞⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎜ ⎟=⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∏ .  (18) 

При увеличении количества шкал в вейвлет-
преобразовании ( )n →∞ , соответствующее мас-

штабированное значение ( ) [ ]nC k  согласно цен-
тральной предельной теореме сходится к логонор-
мальной случайной переменной, поскольку 

( )3jM log A⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 ограничено для j 0≥ .  

2. Моделирование данных 

Определим функции плотности вероятности 
(ФПВ) для коэффициента масштабирования 0,0U  и 

множителей ( )jA  каждой шкалы. Используем сте-

пени свободы в этих ФПВ для варьирования в моде-
ли автокорреляционных взаимодействий и ДВЗ вы-

ходного сигнала ( ) [ ]nC k  с помощью затухания 
энергии вейвлета. Вариации моментов высших по-

рядков и маргиналий ФПВ ( ) [ ]nC k  получим при 
помощи моментов коэффициентов масштабирова-
ния. 

Для аппроксимации в модели поведения авто-
корреляционных взаимодействий интересуемого 
сигнала будем изменять характеристики затухания 
энергии вейвлета на всей шкале выбором ФПВ для 

( )jA , т.е. управляя масштабированием. Для этого 

зафиксируем энергию на наибольшей шкале (j = 0) с 
последующей установкой коэффициентов для энер-
гий на других шкалах: 
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( ) ( )j j 1, k j, k: D W D W , 0 j n−η = ≤ < . 

Для стационарного процесса 1/f согласно [10 – 
13], 2H 1

j 2 −η =  является константой. Используя со-

отношения (15), (16), можно вычислить значения jη  

для рассматриваемой МВМ: 

  ( )

( ) ( )( )

( )

( ) ( )

2 2
j j 1,k j,k

2 2
j 1,kj 1

22 2
j 1,kj 1j

2
j 1

2 2
j j 1

M W M W

2M A M U

M A M 1 A M U

M A
2 .

M A 1 M A

−

−−

−−

−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤η = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦= =
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦=
⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

  (19) 

Из выражения (19) рекурсивно определим 

( )
2
jM A⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
, j 1, n 1= − , используя jη  и ( )

2
j 1M A −

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Расчет начинается с максимальной шкалы (j = 0) : 

  ( )
2 2 2

0,0 0,00M A M W M U⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
.   (20) 

Моменты коэффициентов масштабирования 
масштабируются в соответствии с зависимостью 

( )
1qq q q 2

j 1j 1,k j,kM U M U 2 M 1 A
−

−−
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ = +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.  (21) 

С помощью выражения (21) можно управлять 
масштабированием моментов высшего порядка ко-
эффициентов масштабирования, а также процес-

сом ( ) [ ]nC k , варьируя моменты ( )jA . 

В модели для множителей предлагается два 
распределения: симметричное β -распределение и 
симметричное распределение точечных масс. 

Симметричное бета-распределение ( )p,pβ . 
Случайная переменная а, симметрично распреде-
ленная на интервале (–1, 1), имеет следующую ФПВ 
[15]: 

  ( ) ( ) ( )
( )

p 1 p 1

A p 1
1 a 1 a

g a
2 p,p

− −

−

+ ⋅ −
=

⋅Β
,  (22) 

где ( ),Β ⋅ ⋅  – бета-функция, а p > 0 – параметр рас-
пределения или бета-параметр (рис. 3).  

Для данного распределения: 
  [ ] ( ) ( )M à 0; D à 1 2p 1= = + . (23) 

При 0 <p <1 распределение близко к биноми-
альному, при p = 1 совпадает с равномерным, а для 
p > 1 распределение близко к усеченному нормаль-
ному, причем сходство увеличивается при увеличе-
нии значения p (рис. 3). При p → ∞ ( )p,pβ  аппрок-
симирует нормальное распределение [15].  

 

 
Рис. 3. Характер поведения симметричного  

бета-распределения в зависимости  
от бета-параметра 

 
Комбинируя выражения (19) и (23) можно вы-

брать значения бета-параметра p для достижения 
требуемого характера масштабирования в зависимо-
сти от коэффициента iη . Обозначив как ( )p j  бета-
параметр для масштаба j, получим: 

  ( ) ( )( )j
j j 1

1p p 1
2 2−
η

= + − .    (24) 

В дальнейшем МВМ, использующую симмет-
ричное бета-распределение, будем называть бета-
многошкальной вейвлет-моделью (β-МВМ). 

Распределение точечных масс. Распределение 
точечных масс рассмотрим как дискретное симмет-
ричное распределение на интервале [–1, 1] с двумя 
параметрами с ≤ 1 и r ≥ 0, ненулевое в трех точках  

  
[ ] [ ]

[ ]
Pr à c Pr à c r;

Pr à 0 1 2r,

= = = − =

= = −
    (25) 

Для распределения точечных масс дисперсия 
представлена в виде: ( ) 2D à 2rc= . Моменты выс-

ших порядков для величины 1 à
2
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

, которые ис-

пользуются для описания моментов коэффициентов 
масштабирования ((18)), рассчитываются как 

( ) ( )( ) ( )
q

q qq q1 AM 2 r 1 c 1 c 2 1 2r
2

− −
⎡ ⎤+⎛ ⎞⎢ ⎥ = − + + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

.(26) 

Моделирование плотности распределения 
для корня двоичного дерева коэффициентов 
масштабирования. Для большого числа масштабов 
в вейвлет-преобразовании на основании централь-
ной предельной теоремы коэффициенты масштаби-
рования корня имеют нормальное распределение, 
т.е. характеризуются только средним значением 

0,0M U⎡ ⎤⎣ ⎦  и дисперсией 0,0D U⎡ ⎤⎣ ⎦ . Так как средние 

значения всегда превосходят дисперсию, то вероят-
ность отрицательного значения мала. 

р = 0,2 

р = 2 

р = 1  

, 

, 

, 

, 

, 

, 
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Для модели МВМ в зависимости от характера 
мультифрактального трафика можно использовать 
несколько деревьев вейвлетов с разными коэффици-
ентами масштабирования корня на одно дерево. 

Для моделирования стационарных положи-
тельных 1/f  процессов с параметром Херста Н, 
можно выбрать 2H 1

jn 2 −=  независимо от масштаба. 

Если j,kA  в (13)  равномерно распределены 

вна интервале [–1, 1], то 

  ( )
( )

( )

2 2H 2
j 12

j 2
j 1

2 M A
M A

1 M A

−
−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎡ ⎤+ ⎢ ⎥⎣ ⎦

.     (27) 

Тогда выходной процесс рассматриваемой мо-

дели ( ) [ ]n n 2
n,kC k 2 U−=  является положительным и 

проявляет степенную зависимость поведения вейв-
лет-коэффициентов с показателем степени 2H–1, а 

  ( )
2 2 2H
jj

1lim M A 2 1, H 1
2

−

→∞
⎡ ⎤ = − < <⎢ ⎥⎣ ⎦

.  (28) 

Анализ выражения (28) показывает, что для 
значения показателя Херста в пределах 1/2 < H < 1 
итерация четко определена на всех масштабах, по-
скольку дисперсия ( )jA  должна находиться в интер-

вале [0, 1] для всех j.  
Если для множителей использовать симмет-

ричное бета-распределение, то  

  ( )
2H 1

j 2H 1
j

2 1 1p lim p , H 1
22 2

−

−
→∞

−
= = < <

−
.  (29) 

В табл. 1 представлены полученные при моде-
лирования асимптотические значения для бета-пара-
метра р и дисперсии при различных значениях пара-
метра Херста.  

Таблица 1 
Результаты моделирования 

Н 0,55 0,65 0,75 0,85 0,95 
р 0,083 0,254 0,683 01,442 5,357 

D (a) 0,882 0,611 0,397 0,242 0,081 
 

Таким образом, МВМ может аппроксимировать 
рассматриваемый процесс с заданным параметром 
Херста 1/2 < H < 1 до достаточно малого разрешения. 

Согласование МВМ с реальными данными. 
Опишем процедуру согласования МВМ с реальны-
ми данными. Первоначально проводится вейвлет-
анализ: вычисляются вейвлет-коэффициенты изме-
рений по алгоритму вейвлет-преобразования Хаара 
[9, 10]. 

Требуется определить значения ( )j,kD W , 

j 0,..., n 1= −  и 2
0,0M U⎡ ⎤

⎣ ⎦  для согласования МВМ с 

помощью выражений (19) и (20). Для этого можно 
либо непосредственно включить дисперсии в эмпи-
рический вейвлет, либо получить параметрическую 
модель для дисперсий и использовать данные изме-
рений для согласования модели. 

Если включить эмпирические моменты непо-
средственно в (19) и (20), то необходимо удостове-
риться, что имеется достаточно данных для получе-
ния достоверной статистики. Эта проблема стоит 
наиболее остро для вейвлетов и коэффициентов 
масштабирования на максимальных шкалах. Обыч-
но устанавливается число уровней n преобразования 

Хаара такое, что число nN 2−⎡ ⎤⋅⎣ ⎦  вейвлетов и ко-

эффициентов масштабирования на максимальных 
шкалах удовлетворяет требованиям для оценки 

2
0,0M W⎡ ⎤

⎣ ⎦  и 2
0,0M U⎡ ⎤

⎣ ⎦ . 

Мультипликативные каскады. Для расшире-
ния МВМ до непрерывного по времени процесса 
предлагается использовать мультипликативные кас-
кады [15]. Мультипликативные каскады позволяют 
отобразить самоподобие ФБД за счет расширения 
параметров свойств масштабирования. Отождест-
вление алгоритма МВМ с мультипликативными кас-
кадами позволяет применить при моделировании 
аппарат мультифракталов, включая вопросы конвер-
генции алгоритма, свойств маргинальных распреде-
лений, что дает существенные преимущества перед 
монофрактальными моделями ФГШ.  

Рассмотрим модель МВМ как биномиальный 
каскад, расширяя ее до простого, классического 
мультифрактала – биномиальной меры µ . Фрагмент 
схемы процесса итеративного конструирования кас-
када приведено на рис. 4.  

 
 

Рис. 4. Итеративное конструирование  
биномиального каскада 

 
Начиная с однородного распределения единич-

ного интервала общим объемом 0
0M , перераспреде-

ляем этот объем с помощью разделения между дву-

, , , 

, 
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мя подинтервалами половинного размера в отноше-

ниях от 1
0M  до 1

1M , где 1MM 1
1

1
0 =+ .  

После n шагов получим распределение, одно-

родное на интервалах ( )n n n
kL k2 , k 1 2− −⎡ ⎤= +⎣ ⎦ , кото-

рое связывает с этими интервалами объем  
( ) [ ] ( )( ) ( )( )

( ) n n 1 1

n n n
n b n b nb

n n n 1 1 0
k 0k k k

C k I k 1 2 I k 2

L M M ...M M .
−

− −

−

= + − =

= µ = ⋅ ⋅
  (30) 

Структура дерева на рис. 2 легко преобразуется 

в представленную ситуацию: интервал n
kn

L  лежит 

внутри интервалов ( )1n,...,0iLi
ki

−= , формирую-

щих вложенную последовательность. Если 0ki =′ , 

то 1i
k 1i

L +
+

 является левым подинтервалом родитель-

ского интервала i
ki

L , если 1ki =′ , он лежит справа. 

Для генерации случайного значения dI  про-

цесса  С[k], выбираем различные i
1M  случайным 

образом. Для всех j и 1jk −  выражение 

  1MM j
1k2

j
k2 1j1j

=+ +−−
    (31) 

практически соблюдается. Это вводит строгую зави-
симость между "элементами одного уровня", т.е. 
множителями двух узлов-потомков одного родителя. 

Сравнение с (15) и (16) (при j = n) либо с выра-
жением (17), показывает, что МВМ является слу-
чайным биномиальным каскадом. Действительно,  

  
( ) n 1

n 1
n

k
n 1,kn

k
1 1 A

M
2

−
−

′
−+ −

= .    (32) 

Поскольку МВМ является биномиальным кас-
кадом, известные свойства каскадов присущи и ей. 

Дистрибутивная сходимость C(t). Функция 
распределения ( )cF t  процесса C(t) была построена с 

помощью диадического процесса ( ) [ ]nC k  приближе-
нием к пределу бесконечно малого разрешения 
( n →∞ ), так как невозможно определить "процесс" 

( )C t  при ( ) ( )t
c 0

F t C s ds= ∫  в обычном смысле. Дей-

ствительно, аппроксимации ( ) ( ) [ ]nn n
nC k2 ~ 2 C k−  

(рис. 3) стремятся к 0 либо ∞ . В частности, производ-
ная ( )'

cF t  равна нулю практически везде. Следова-

тельно, существенный рост ( )cF t  происходит "в" точ-

ках, где ( )'
cF t  не существует. Это объясняет пиковое 

появление инкрементов ( ) [ ]nC k  для больших n. 
Для определения значения C(t) можно исполь-

зовать следующее равенство: 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( )

n

n

2 1 nn
n k 0

2 1
n n

k
n k 0

g t C t dt lim g k2 C k

lim g k2 L g t d t .

−
−

→∞ =

−
−

→∞ =

= =

= µ = µ

∑∫

∑ ∫

.    (33) 

Замечание. Используя выражения (15) и (16), 
после простых вычислений получим  

( )

( ) ( )( )

2 n
j,k j,kj,k j 0 k

2j 1n2 2
0,0 ij 0 i 0j

M W D W

M U M A M 1 A ,

=

−
= =

⎡ ⎤ = =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ ∑ ∑

∑ ∏
(34) 

т.е. норма ее вейвлет-коэффициентов C(t) бесконеч-
на. Для того, чтобы выражение (34) оставалось ко-

нечным при n →∞ , ( )
2
jM A⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 должно затухать к 0 

(поскольку j→∞ ), что обусловлено неравенством 

( )( )2jM 1 A 1⎡ ⎤
+ ≥⎢ ⎥

⎣ ⎦
. Это требование, однако, приво-

дит к процессам со слишком мелкими шкалами, и, 
безусловно, не сохраняется при наличии ДВЗ. 

Сопоставление теоретических и экспери-
ментальных исследований. Как было рассмотрено 
выше, многошкальная вейвлет-модель позволяет 
проводить быстрый и точный анализ характера по-
ведения трафика мультисервисной сети передачи 
данных, обладающего фрактальными особенностя-
ми. Подобно моделям ФГШ, МВМ может точно мо-
делировать спектральную функцию, а, следователь-
но и учитывать ДВЗ автокорреляции, набором обу-
чающих данных, если дисперсии множителей Aj,k 
выбраны соответствующим образом.  

В отличие от моделей ФГШ, МВМ также мо-
жет предоставлять статистики высоких порядков 
благодаря ее мультипликативной конструкции. 

Было проведено сравнение реальных данных 
(временной интервал между прибытиями пакетов 
мультисервисной сети) с данными, полученными в 
результате моделирования трафикового процесса 
многошкальной вейвлет-моделью и фрактальным 
гауссовским шумом, при различных уровнях агрега-
ции пакетов данных. Результаты этого сравнения 
представлены на рис. 4. 

Проведя анализ реального трафика и трафика, 
сгенерированного на базе МВМ и ФГШ моделей, 
можно прийти к такому выводу. Обе модели совпада-
ют по своему среднему значению, дисперсии и затуха-
нию корреляции реальных данных. Из рисунка оче-
видно, что большое число отрицательных значений, 
наблюдаемых для модели ФГШ, спровоцировано ре-
альными данными с большим значением отношения 
стандартного отклонения к среднему значению.  
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Рис. 5. Сравнение времени между прибытиями групп пакетов для реального трафика и его моделей 
  
Данные, полученные для модели МВМ, намно-

го лучше совпадают с характеристиками реальных 
данных. Кроме того, время  синтеза трафика моде-
лью МВМ, обусловленной слиянием 218 источников 
трафика занимает лишь восемь секунд по сравне-
нию с восемнадцатью часами необходимыми для 
синтеза трафика моделью ФГШ. 

 
Выводы 

 
В данной статье предложен подход к многош-

кальному моделированию, используемый при моде-
лировании мультифрактального трафика с ДВЗ. Ис-
пользуя вейвлет-преобразование Хаара, специаль-
ную мультипликативную структуру вейвлета и ко-
эффициенты масштабирования для гарантирования 
положительных результатов, модель предоставляет 
быстрый O(N)-каскадный алгоритм для синтезиро-
вания N-точечных наборов данных.  

Наряду с мультифрактальными проанализиро-
ваны статистические свойства второго порядка мо-
дели.  

Получена схема для согласования модели с ре-
зультатами реальных данных, демонстрирующая ее 
эффективность, и возможность применения предло-
женной модели к синтезу сетевого трафика. Гиб-
кость и точность как модели, так и процедуры сгла-
живания приводят к близкому соответствию со ста-
тистическими характеристиками реальных данных 
(графики дисперсия-время и мгновенного масшта-
бирования) и поведения очередей. В дальнейших 
исследованиях значительное внимание будет уделе-

но анализу результатов экспериментальных иссле-
дований, проводимых как для реальных данных, так 
и для процессов, полученных в результате синтеза 
на базе предлагаемых моделей.  
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БАГАТОШКАЛЬНЕ ВЕЙВЛЕТ-МОДЕЛЮВАННЯ ТРАФІКУ МУЛЬТИСЕРВІСНИХ МЕРЕЖ 
Г.А. Кучук, О.О. Можаєв,  А.А. Коваленко 

Запропонований новий підхід до багатошкального моделювання, необхідного для опису трафікового 
процесу з довготривалою залежністю автокореляційної функції. Використовуючи вейвлет-перетворення 
Хаара, спеціальну мультиплікативну структуру вейвлета і коефіцієнти масштабування для гарантування 
позитивних результатів, модель надає швидкий O(N)-каскадний алгоритм для синтезу N-точкових наборів 
даних. Разом з мультифрактальними проаналізовані статистичні характеристики другого порядку. Розроб-
лена схема для узгодження моделі з реальними даними мультифрактального трафікового процесу.  

Ключові слова: трафік, фрактальність, довготривала залежність, вейвлет-перетворення, модель, теле-
комунікаційна мережа, самоподібність. 

 
MULTISCALE WAVELET-SIMULATION  TRAFFIC OF MULTISERVICES NETWORKS  

G.A. Kuchuk, A.A. Mozhaev, A.A. Kovalenko 
New approach is offered to the multiscale design, to necessary for description of traffic process with of long 

duration dependence of autocorrelated function. Using вейвлет-transformation of Khaara, special multiplicative 
structure of Wavelet and coefficients of scaling for guaranteing of positive results, a model gives rapid O(N)-
каскадный algorithm for the synthesis of sets of data of N-points. Along with multifractals statistical descriptions of 
the second order are analysed. A chart is developed for the concordance of model with the real information of multi-
fractal traffic process.  

Key words: traffic, fractal, long duration dependence, wavelet-transformation, model, telecommunication net-
work, selfsimilarity. 
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